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Zu der Abhandlimg des Herrn Neuberg 
,,Üb6r drei Sätze yon Br. F. Zeemiiii 

Ente Mitteilung. 
Von W. Fr. Meyeb in Königsberg i. Fr, 

Im Folgendeu möge auf den zweiten Zeemauscben Satz uilher 
eingegangen werden, einmal im Sinne seiner projektiven und 
» dimensionaleu YeraUgemeinenmg, sodann aber auch haupt^hÜch 
hinBicbtlicli der mit iliin yerknüpftoi algebraisehen Identitäten. 

1 . Der Zeemansche Satz in der Ebene, — Es liege ein Koordiuateu- 
dreieck „ 

«1 — 0, acj — O, a?, — 0 

mit den Ecken A,, Ä^, A, zugrunde; deosen Lmenwinkel seien beseich^ 
net mit «tf. Um Eosinos mit c< — c^^ — Cf^, ihre Sinns mit s^. £s wird 
der Ort eines Ponktes P(x) gesuclity ftlr den die senkrechten Pro- 
jektionen P| auf die Seiten des Dreiecks in einer Oeraden liegen. 

Durch einen Punkt (x) eine Senkrechte (u) mr Dreiecksseite Xg'^O 
legen, heifit diejenige Gerade (u) durch (x) aiehen, die zu ar, — 0 be- 
aflglich des ,,EreispMäB(epaaret^: 

konjugiert ist. 

Somit bestehen für die Koordinaten der Geraden («) die beiden 
Relationen: 

(1) »<«,i + M« + «»««-0, ii,a?, + i*j|af» + i*,a?,-0. 



Für den Schnittpunkt P^ von («) mit a:^ = 0 wird das Koordinaten- 

4'^ — M 

Tcrhaltnis -rr = — also graiäfi (1): 



(2) ^ - '^'^^ 



giA C..X. C..X. 



ii I <J 



Sollen die drei Punkte P| 1, 2, 3) auf einer Geraden liegen, so 
mufi das Bjkiisch genommene Produkt der drei Verhältnisse (2) den 

1) 8. diesM AzekiT 11, SS8. 
Atvldv 4ir |fo«h«a»«lk na« VbjritlL m. Bdht. XU. 1 
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W. fm, Heth: 



VVei t — 1 besitzen (uikI umgekehrt). Mithin beschreibt der Punkt {x) 
eine Kurve 3. Ordnung C,: 

(II) C, = (c««» - c,»»,) (c„ j?, - c^,«,) fear, - c^x^ 

Setzt man hier die Werte der c ein: c,^ ^ — I » " '^t, = ^'i = cos c^, 
und entwickelt, so geht die linke Seite von ^^11) über in: 

(III) s 2 XiXtXf (1 + Ci e^Ct) + ^"a?, + xf) (c, + c^c^) . 

Nun ist unch den Elementen der Trigonometriei da die die Innen- 
winkel eines Dreiecks sind: 

(3) 2(1 +qc,(^)-5j[ + s54-4i + = 
Damit seifSIlt aber C, ia awei Faktoren, wie folgt: 

(IV) C; - x^x^XJ, («i + s| + sf) + (^1 + a^) s*-^/ - 

i t I 

Wie bekannt, ist 0 die Gleidumg der nnoidlich fernen 0e* 

nulen ^. , 2^i^kh 0 die Oleichmig vom Umkreise de« Koordinaten* 
dreiecke. Sieht man also yon den unendlich fernen Punkten als un- 
eigentlichen Losungen der Aufgabe ab, SO eneheint der Kreis als Ort 
eines Punktes P derart, daß, wenn man auf dem Kreise irgend drei 
Punkte Ai, A^, A^ markiert, die Fofipunkte der von P auf die 8eit«i 
des Dreiecks {A^, A^, A^) gefällten Lote stets in einer Geraden liegen. 

Da aber der Kreis durch drei Punkte bestimmt ist, so folgt daraus 
der Zeemansche Satz: „Liegen 4 Punkte in einer Ebene, von den»»n 
keine 3 einer Geraden angehören, tm^l gehören für irgend einen der 4 
Punkte die Fuß|)unkte der auf die Seiten des von den ii andern ge- 
bildeten Dreiecks gefällten Lote einer Geraden an, so kommt diese 
Eigenschaft entsprechend aueh den '6 andern Punkten zu/' 

"2. Projrliive VeraVffnririnenmfj. — Für ganz hrlirhifie Koeffizien- 
ten eines Kiaasenk^elschnitts in § 1 nimmt (11) die (iest&lt an: 

d. h. der Ort des Punktes (pe) ist eine nicht zerfallende, durch die 
Ecken des Eoordinataidreieeka gehende Karre 3. Ordnung C,. Nun- 
mehr werde dem Klaseenkegelschnitt K (1) die Beschränkung auferlegt^ 
in «in Paar getrennter (reeller oder komplexer) Punkte At'fi), va 
aerfiüleo. Diese Beschrankung findet ihren Ausdmck ia den Relationen: 

(4) <?tt-flA + «A. ett~2afi,. 
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Setat man alsdann zur Ä^kfirzung: 

(6) - Ä - 2 a,b, (a»6, - - 2 (aft)«, 

80 geht Dach einfacher Umrechnung die linke Seite C, von (II*) über in: 

Es /eriäilt also die Kurre 3. Ordnung Cj = 0 wiederum in eine 6e- 
raJe ^: ^ -T^ (« &)n 0 , die keine uridere ist, als die Verbindungslinie 
der Punkte B, und lu einen Kegelschnitt O,: ^x^^x^ß- — » 0. der 
durch die Ecken J.^,^,^!, des Koordinatendreiecks geht, und überdies 
durch die Puul^te Ä, B. 

DcniLMtaliiiaB i. R bo wird ^a,6|a|a|(a^j^| Oi Oi (a 6)^^^, 
▼ersebwindet also i^ientuoh.') DaB die Gerade g einen Beatendteü des 
geometriaehen Ortoi Q bilden nrafi» ist geumetrisch unmittelbar an 
erkennen. Sei 8^ der Sehnittpnnkt Ton x^^O mit so kanatmiere 
man anf p den za 8^ bezüglioh des PonktepaareB hannoniBchen Punkt St. 
Thsom. erkilt man iBr irgend einen Ponkt P der Ehone die durch ihn 
gehende imd aar DreietAaseite d^i^-O in heaug auf den aet&Uenden 
EaaBenkegetodmitt {A, JB) konjngiette Gerade (k)» wenn man P mit Yer» 
bindet Liegt nun P inabeaondere auf der Geraden g, so &llen die drei 
an P gehörigen Geraden (n) mit g aosammen, die Sdmit^nnkte von g 
mit »t Xf^^O, x, 0 sind wiederum die Punkte 8^, Sj^, 8„ die 
eben in g liegen. 

Hieraus geht zugleich hervor, daß die Punkte der Geraden g nur 
nneigentlicbe Lösungen der in Rede stehenden Aufgabe sind. Zuglei<dl 
ist ersichtlich, daB die Ecken des Koordinatendreiecks dem geometrischen 
Orte C,, mithin dem nach Ausscheidui^ TOn g Terbleibenden Kegel- 
schnitte Q angehören. 

Nimmt man nunmehr umgekehrt einen nicht zerfallenden Ordnungs- 
kegelschnitt Cj beliebig an nm\ markiert auf ihm einmal drei Punkte 
Ai, A^, A^, andrerseits ein Funktepaar A, B, so erscheint nach Obi 
gern Cj als der ('eigentliche^ Ort eines Punktes P, für den die drei 
durch ihn laufenden Ger;idHij, die resp zu den Seiten des Dreiecks , A^, .1 , 
in bezug auf das Punktepaar A, B konjugiert sind, jene Seiten stets 
in drei auf einer Geraden liegenden Punkten schneiden. 

1) ümgekehrk ist die Gletchuag des doreh die PoBkie A^^ Ä^^ J,, B 
geheadea Kegelsehaitti: 

*l*|t 

•»«1» = 2''k^l%\^^\l'^^' 

h^h^ 
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W. Fl. Ibm: 



Da aber durch irgend 5 Punkte A^, A^, A, B. von denen 
keine 3 in einer Geraden liegen, ein nicht zerfallender Kegelschnitt Cj 
eindeutig bestimmt ist, bo ergibt sich als projektive Veraligemeiiieruiig 
des Zee manschen Satzes (§1): 

„Irgend ein Punktesextupel A^, A^, A^, A^, A^, A^ der Ebene, 
von dem keine 3 Punkte auf einer Geraden liegen, zerlege 
mau auf irgend eine der 3.20 = 60 möglichen Arten in ein 
Tripel, etwa A^, A^j A^, ein Paar, etwa -1^, ^j, und einen Rest- 
punkt (A^). Wenn dann die drei durch den Bestpunkt 
laufenden Oeraden, die in besag auf das Pnnktepaar A^, A^ 
SU den Seiten des Dreiecks A^, A^, konjugiert sind, eben 
diese Seiten in drei Punkten einer Geraden treffen, so findet 
die entsprechende Eigenschaft bei jeder der 60 Zerlegungs- 
arten stati^ 

Es ist zu beachten, dafi diese Eigenschaft eines beliebigen, einem 
K^jelschnitt angehörigen Ponkteseztupek nuM als äquivcdeni mit 
der Pascal sdien Eigenschaft^) desselben anznsdien ist. Denn der 
fiegelschnitt C\ wird erst durch Vereinigung mit der Geraden A^, A^ zu 
einer xerfsllenden Kurve dritter Ordnung C\ ^ 0 umgrformt, wo die 
linke Seite vermöge der Relationen (4) in die Gestalt (II*) gebracht 
werden kann, und die Gerade A^, stellt dann die uneigentliohe 
Losung der Aufgabe dar, wShrend der Kegelschnitt als deren eigent- 
lidie Lösung erscheint. 

Sind im besonderen wieder Ä^, A^ die beiden „Ereispunkte^ der 
Ebene, so gelangt man zum Satze des § 1 zurttck. 

3. Synmelrie der Erek^ßeidumg in vier ÄrgumenieHpaaren. — Die 
Gleichw^ des Umkreises des Eoordinatendreiecks war (§1): 

(1) 2xiXjfii — 0. 

Hier sind die proportional den (mit geeigneten Vorzeichen zu 
nehmenden) Abst&iden des Punktes (x) von den Seiten des Koordinaten- 
dreiecka, und die «| — sin «i proportional den Lftngen der Seiten. 

Soll jetzt der Kreis durch drei beliebige Punkte der Ebene 
gehen, deren rechtwinklige Koordinaten a;^, t/, (i 1, 2, 3) sind, und 
setzt man: 

(2) 'f* - (a^i - + (y* - 



1) Mau vergleiche die dem Pancalscbeu Satze zugrunde hegende Identität 
in dar Note dei Ter&mn, Jahteibericht der Deuteehen Hafh. Vereinigung IX * 
{190O) a 91. 
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X y 1\ 

^'i If, ^ f so nimmt (1) die 



bedeutet ferner (xik) die Determinante 
Gestalt an: 

(3) K = ri^{x 12) {x 13) + r*, (x 21) {x 23) + rj, i,x 31) (a; 32) « 0. 

Gemäß § 1 muß ei mö^ch mn, diese OleielLvuig in eine hinsiditlicb 
der Eooidinatai der vier darin auftretenden Punkte symmetriaclie Gestalt 
zu bringen. Da der Grad von K in den Koordinaten der drei Punkte 
(1), (2'), (3) zu hoch iat^ nSmlieli gleich drei, liegt die Vermutoi^ nahe, 
(laß A' den Faktor (123) enthalt^ und da0 der Bestfifektor die gewiinsebte 
Eigenschaft besitzt. 

Der Beweis soll so gefUhrt werden, dafi er sidi weiterhin auf deu 
entsprechenden Fall im Räume von n Dimensionen ausdehnen laßt 

Zunächst ist leicht zu sehen, daß K identisch Terscli windet^), so* 
hald (123) 0 ist. Denn ist die letztere Bedingung erfüllt, so kann 
man setzen, für Aj, als zwei homogene Parameter: 

(4) + + jf,(A, + a,)-yjli+Sf,V 
Dann bestehen die Relationen: 

|(^ + ^)(*12)(^13)-A,(ajl2)% 

(5) + ^) (a? 21)(»23) - X, (x 12)», 

(X, + A,)«(a:31)(x32) A,A,(:cl2)^ 

(6) (^ + ^'is->lS''Ja, (^ + ^)*i.-A}r{„ 

und die Gleidiung (3) geht fiher in die identiseh Terschwindende: 

Um nunmehr für drei bdi^ige Punkte (1), (2), (3) aus K{S) den 
Faktor (123) abzusondern, schreibe man lieber für x, y die Koordina- 
ten x^f irgend eines vierten Punktes (4). Setzt man zur Abkürzung: 

(8) + + 

80 lassen sich die Koordinaten von (3) mittels dreier homogener Para- 
meter Xj, Aa, X^ linear durch die der Punkte (1), (2), (^3) ausdrücken: 

(9) Nx^^liX^-\-ktX^-{-X^x^t -ZVyj-Aiyj-i-^yg-f-l^y*. 



r> GpometriBch ist einleuchtend, daß, sobaW (123)^0 ist, d. h. sobald die 
drei Punkte (1), (,2), (S; in einer Geraden liegen, Jeder Punkt der Ebene die 
Sigeneehaft beätst, daß die Fnßpunkte der diel, anf die Seiten des unefgentliehen 
Dieiecki (1), (8) geiftUteii Loto einer Genden angeliOreB. 
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Dann tareten an die Stelle der Beletionen (5), (6) die foppenden all- 
gemetneran: 

Damit nimmt die linke Seite K von (3) die Gestalt an: 

CO N'K^ (123) (124) {l,X,ri, + l,X,rl, + Z^i,,-;,}, 

oder: 

(10 jKs(123)ä". 

Yeitaiiaclit man je zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert (123) 
eein Yonwichen, K eelbtt Sadert sieh gar meht» initktn ändert weh K' 
■ein Yoraeichen. 

Yertanscht man dagegen den Pankt (4) mit einem der Punkte (1) 
ode(r(S), etwa mit (1), so Tertanachen aieh aach 1| ond (124) iadert 
sein Yoraeicthen, wSliraid dar Reat&ktor von (124) nngeSndert bleibt, 
80 daB wiederum K' sein Yorzeicben l&dert Das letatere gilt endlieh 
andi fOr die Yertansehnng von (4) mit (3), da man ebensogut in (9) 
den Punkt (1) durch die Punkte (3)« (3), (4) bitte darstellen können, 
wobei die rechte Seite tou (I*) dieselbe bleibt 

„Somit ändert der nach Abspaltung des Faktors (133) 
aus K yerbleibende Restfaktor K* immer nur sein Vorzeichen, 
wenn man irgend zwei der Tier Punkte (1), (2), (3), (4) mit- 
einander Tertauscht, d. h. die Gleichung K' ^0 des in § 1 auf- 
tretenden Kreises ist hinsichtlich jener yier Punkte sym- 
metrisch/' 

Das ist aber das a^braische Äquivalent für den Inhalt des 
Zeem ansehen Satzes. 

Schwieriger ist die' <2tr€^ Überführung der Gleichung JT' =- 0 
in die übliche Gleichung eines durch drei Punkte (1), (2), (3) gehen- 
den Kreises. 

Zu dem Behuf erlerltgen wir orst die analoge Aufgabe für die 
projektiTe Verallgemeinerung der Nr. 2. 

4. Üh^brmungen einer Kegdscknittsgleichung, — Treten in Nr. 2 
ebenfalls an die Stelle der Ecken des Koordinatendreiecks drei beliebige 
Punkte (1), (2), (3) mit den Dreieckskoordinateu x^, y^, z. {i = 1, 2, 3), 
und gibt man dem variablen Punkte (x) irgend eine Lage (4), so wird 
die Gleichung des Kegelschnitts durch die 6 Punkte (1), (2), . . . (6), 
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unter (ikl) die DetormiiMiite der Dreiflckskoordinaten der Panklie (i), 
(h), (l) Terstuiden: 

i (412) (413), (421) (423), (431) (482) 
(1) (512) (513), (521) (523), (531) (532) =0. 

(612) (613), (621) (623), (631) (632) 

Da d«r Aosdrnek swar in den Eoordinateii der Pnnkte (4), (5), (6) 
Tom Qhmäib 2, dagegen in denem der Pnmkte (1), (2), (3) Tom Onide 4 
ist, 80 liBt sieh Temraten, dafi in ^ der Faktor (123)' ent- 
halten ist 

Zunächst kann man zeigen, daB die Unterdetnrminanten irgend 
einer Zeile Ton etwa der ersten, sSmtiüeh den Faktor (123) be- 
sitaen. 

Die ünteideterminante von (412) (413) hat den Wert: 



(2) 



A, = (523) (623) 



(512 ) (531) 
(612) (631) 



Bezeichnet man die ersten Minoren von (123) mit den resp. ^noc.hi' 
sehen Buchstaben, so entwickelt sich die zweireihige Determinante in (2), 
wie folgt: 



(3) 



da 



(512), (531) j icjl, + jf^i?, + M^tgf «»b + 9sn% 4- Utii 
(612), (631) r kit + M» + hU* + y.ifc + 



•y,^6y5j (123^ 



% ^5 



-(123)(156), 



= (123), ete 
Damit ist die oft brauchbare Hilfsformel bewiesen: 



(rih), (riT) 

(Sil), (Sit) 



Daher spaltet sich aus der l)eterniinaate ^(1) der F^tor (123) zu- 
Törderst einmai ab: 



(U) 



J - (123) ^^ ~ ^' (412) (413) (523) (m) (156) 

+ (421) (423) (531) (631) (256) 
+ (431) (432) (512) (612) (356), 
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Um nnnmehr ans ^' den Faktor (123) nochmals abzuspalten, drücke 
num, wie in Nr. 3 (9) etwa die Koordinaten des ^iinktei (S) dureh die 
der Punkte <1), (2), (5) ana: 

Dann gelten die Kelationen: 

(413) - 1,(412) + X, (416), (423) - 1.(421) + i,(42ö), 

(623) -1.(521), (581) -1,(521), (431) 1,(412) - 1.(416), 

(356) - Ii (156) + 1, (256), (432) - 1, (412) - 1^ (426), 

(623) = (621) -f K (625), (631) = ^(621) + ^1^(651). 

Damit geht der Ausdruck da (123) — l6(12ö), über in: 

(6) = K (412)(156) { - 1. (415) (612) + 1,(412)(256) + A,(415)(256) ) 
+ 1,(412)(256) { - X, (412)(,1ÖG; + A,(425)(612) 1,(425)(156) } 
+ (612) { 1,(106) 4-1,(256) ) ( 1,(412)(415)-1,(412)(425)-1.(415)(425) ) . 

Entwickelt man hier die rechte Seite, so yerschwinden die Faktoren 
Ton 1} und 1|, und mittel» wiederBoItor Anwendong des HilfrsalMa (I) 
kommt: 

^'-(123)^", 

(III) - (,512) {lil,(412) 1^456) (612) + 1iAj,(415m42()) (156) 

+ 1,18(416) i,42ö)C256)|, 

also mit Rücksicht aaf (II): 

(IV) ^-(i2:rr'^". 

Hier ist wiederum leicht zu zeigen, daß der Restfaktor z/" bei Ver- 
tausch uiig irgend zweier der 6 Punkte (1), ... (6) nur sein Vor- 
zeichen ändert. 

Denn vertHUscht man irgend zwei der drei Punktt- (4j, (o\ (6), 
oder auch irgend zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert ^(1) 
selbst sein Zeichen, mithin auch J" . 

Vertauscht mau aler einen Punkt des ersten Tripels mit einem 
des zweiten, etwa (11 mit (oi, so ändert (512) sein Zeichen, wäiuriid 
der Restfaktor von (512) in A!' ungeändert bleibt. Die Gleichung 
A" — 0 ist somit hinsichtlich aller sechs Punkte si/in metrisch. 

Um endlich den Faktor J" in (IV) auf eine bekannte Form zu 
bringen, fiihre man rückwärts den Punkt (3) ein. Auf Grund der 
Identität: 

CO (412) (4ö6j = (415) (426) - (416) <,425) 
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imd der Bebiti<Kiieii (5) geht ohne weitems flW in: 

.y. ■ 1 (415) (426), (416) (425) j 

^ ^ I (31Ö) (326), (316) (326) i' 

wo das Yenehwmdfln d«r rechten Seite nmaittellNur «osBagt, daß ein 
Kegdidmitt des Bflsehels {(1), (2), (5), (6)} auch die Punkte (3), (4) 
enthalt 

Die Form (V) von läßt sieh endlich in eine, auch Snßerlieh 
hinsiditlich aUer sechs Pünkte symmetrieehe Gestalt fiberfIBhre&y niSai- 
licb in die der sechareihigen Determinante | ^f, zj, x. y. , x. z. , y. z. j . 

Denn man erkennt leicht hei der wirkMehen Ansrechnnng der 
sweireihigen Determinante (V), daß das Glied a^^yl-x^y^. x^z^ • y^z^ 
• «|«| wirklieh anftritt Da aher nach Obigem ^" bei Yertansdiung 
irgend zweier der Indizes 1, 2, ... 6 stete sein Voizeiehen ündert, nnd 

m den Koordinaten aller sechs Punkte homogen vom zweiten Grade 
ist, so wird in der Tat nach der Definition einer Determinante: 

(VI) J" - 1 xl y]y z]j Xtyt, y,^, j (< = i, *. . . . 6). 

5. Der qiefteKe Faü der Krei^ßeidmug» — Nunmehr mSgen zwei 
der sechs Punkte des § 4^ etwa die Punkte (b), (ß), die j^Ereispunkte'' 
sdn. JMt man die x„ y«, jV| jetzt homogene rechtwinklige Koordinaten 
bedeuten, so werden die Koordinaten dw Kreispnnkto 1, ^i, 0, wo • 
die imaginäre Einheit bedeutet. Indem man bei den übrigen Tier 
Punkten die dritte Koordinate wieder gleich Eins nimmt^ hat man die 
Beziehungen (r, s 1» 2, 3, 4): 

(5rs) = (y,-y.)-i(a, -xj, 
(6 rs) = (y, - .V,) + i {x^ - x,) , 

(rö6)--2i. 

Damit erhält man unmittelbar zwischen den Formen ^ (§ 4, (1)) und 
^ (§ (3)) (letoteie gebUdet fttr die Tier Punkte (1), (2), (3), (4)) die 
Identität: 

(I) - 2»(123)^(412) (413) rj, - 2i(123)ir, 

also mit Rllcksicht auf die Identitäten (IV) und (VI) der Nr. 4: 

(II) 2 iK ^ {l2o) • j^, y], Xty„ x„ y^, 1 j (r «1,8,5,4,6.6). 

Die rechtsstehende sechsreihige Determinante nimmt aber im FaUe der 
Kreispnnkte (ö), (6) der Reihe nadi die Gestalten an; 
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(») 



• • , , . 

x] 

X 

1,-1,4-1, 0 0 0, 

1,-1,-f, 0 0 o| 

^'ir y'it fit 1 

« • • • 



•^•s; • • . « . 



1, 



"4» 



! I 0 0 0 

0, 0, -2f, 0 0 Ol 

^1 ^i» ylt j^i» ^ 

x| "i" y*) • • • • 

2» + . . . . 

+ . . . . 

0 -1,0 0 0 



1,-1,0 0 0 

Folglich geht die Identität dl) Uber in: 

(Iii) i^-(123)l«i -fy}, a;*, y*, II 

d. h. die in Nr. 3 auf Gumd der Aufgabe der Nr. 1 erlialtene Form K 
d«r Kieijgleiclioiig ist direkt in die bekannte Form umgewandelt worden. 

ö. Der Zee mansche Satjs im Baume. — Es liege ein Koordinaten- 
tetraeder T: = 0, Xj^=~0, — 0, =- 0 (i, Z, m — 1, 2, 3, 4) 
mit den Eeken Ä zugrunde; die Kodnua fon denm inneren roehen- 
winkeln seien «li^-'««!' ^ ^"^^ Punktee P(x) ge- 

Bueht, für don die senkrechten Projektionen auf die Ebenen des 
Tetraeders in einer Ebene liegen. Durob einen Punkt (x) eine zur 
Ebene Xf^O senkrechte Gerade legen, heiftt, diejenige Genwle durch (x) 
siehen, die zu dr, — 0 besilgUeh des ^«ffdhreisäfi 

(I) Ä — Cj^ft* H 1- c^ul + 2 Ui M, -i 4-2 c^c^u^u^ «= 0 

konjugiert ist^ oder, was dasselbe ist, die den Punkt (x) mit dem Pole 
^<fei> ^ikf ^itf ^im) Ebene a:, = 0 bezüglich K Terbindet Somit be- 
sitzt der Schnittpunkt P| dieser Geraden mit j. => 0 die Koordinaten 0, 
~" ^i^ii ~ ^i^im~ ^m^'iif Kriterium dafür, da^ 

die vier Punkte einer Ebene angehören, lautet: 

I 0 , XfCgj^ x^e^f XfCff — XfCf-f Xfe;„ x^Cfi 

0 



0 



■f ^m^iii» "~ ***'mi»» •'^«^«i "^l^mmt 



0 



-0, 
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so daß der Ort des Puukteü eine Fläche 4. Ordnimg F^ = 0 ist. 

Daß die unendlicli ferne Ebene einen Bestandteil der Fläche I\ 
büde^ iat zunächst geunietrisch leicht einniseheii. Denn verbindet man 
irgend ein«n Punkt J\ der Ebene E^ mit dem Punkte S^, der eben« 
Mb der Ebene £« angehört, nn4 aehneidet die Verbindungagerade 
mit — 0, 80 mfiteen diese 4 Sehntttpnnkte in einer Ebene, nämlich 
eben in der Ebene liegen. 

Daaaeibe Eigebnie erbilt man analytisch , wie folgt. Irgend ein 
Punkt P« Ton bat Koordinaten Ton der Form: 

Die Elemente der Determinante (II) werden daher eben&lls gjmz linear 
und bomogfln in den drei Parametern X^, 1^, so daß die De- 
terminante fttr die Koordinaten aller Ponkte P« identneb yerschwindei 

Die FIfidie z«riä11t dabn in die Ebene J?» und eine FKche 
3. Ordnung J^. Letetare kann man aber leiobt direkt erkalten. 

BtUlt man toh liegend einem im Endlichen getanen fianmpnnkte 
P(x) die drei Lote x^, x^j auf die Ebene x,, — 0, ^ 0, — 0, 
30 bilden die Fußpnnkte Pj^, P„ P^ mit P ein Tetraeder T^y dessoi 
seehs&cher Inhalt 6 T^ das Produkt aus x^x,x^ mit dem Eckensinus 2?, 
jener drei Lote ist. Aber L^ ist zugleich der Sinus der Koordinaten^ 
Tetraederecke ^„ und die Sinus der 4 Tetraederecken verbidten 
sich wie die Seitenflächen 4J^ der im Koordinatentetraeder gegenfiber' 
lipf^enden Dreiecke. Andorfrselts ist die algebraische Summe der Tier 
Inhalte T,. gleich dem Inhalte des Ton den vier Projektionen ge- 
bildeten Tetraedern, und dieser letztere Inhalt verschwindet dann und 
nur dünn, wenn dif» 4 Punkte F^ in pi)ier Ebene liegen. Mithin ist der 
«igentljche Urt dor I'unkt»' 7^('.r\, für die die zugehörigen F^ in einer 
Ebene liegen, die Fläche 6. Ordnung i\i 

(HI) P, s ^tSW^^ + ^tX^X^^ + ^Ä^tiP«, + ^m'^i^k^i - 

die in den Ecken A- Knotenpunkte besitzt. ') 

Nunmehr seien die A vier htliehifjc Raumpunkte (/), fO, (ni) 
mit den rechtwinkligen homogenen Koordinaten {x^f y^, £f) {• ^ u *. 

Die Gleichung der Ebene (i?), (3), (4) ist (a;234) = 0, unter 
(r234) die aus den Koordinaten der vier Punkte («), (2), (3), (4) und 
vier Einern gebildete Determinante verataudeu. 

1) über diese Fläche findet man Näheres in meinen Abhandlungen r dieset 
Anhiv (8) 1 (1901), S. 372; Verhaadlungcn des 3. intematioDalen Hathflmatiktr* 
kongreMes in Heidelberg (1905% B. SSSf. 
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Berecbnet num die Linge des Lotes Ton einem beliebigen Raom- 
pnnlrte auf die Ebene (234) genuÜK der Hessesclieii Regel, aiid«rerieit» 
den Inhalt ™ des Dreiecks (2S4), so nimmt die Gleidrang (III) 
der Flftcbe die Gestalt an: 

(IV) Jl,^ i .r 123; [x 134) 124 j - u 2U) [^.i 124 i u 1 2;> ) 

wo: 

(2) -:/?*i-U, j/t 1 ^4 r^ l + 1 

Entsprechend wie in Nr. 3 würde man sieh davon überzeugen, daß der 
Ausdruck unter der Bedingung (1234) = 0 identisch Terschwindei^ 
daß also den Faktor (1234) besitzen muß. Es soll aber dieser 
Faktor gleich direkt von F^ abgespalten werden. 

Indem man wiederum dm variablen Pnnkt {x) mit {o) be-^ 
aesdin^ nnd setst: 

= Aj 2'j -f- ^ ^3 ^8 "i* ^ ^ft I 

entstehen die Relationen: 

fiV^>(6123)(5134)i(5124) - it^jl, (5123)% 

.Y« (5234) (.5124) (5123) - (5123)», 
iV« (5234) (5134) (5123) = k, X, (5123)% 
(5124) (5134) (5234) = - Aj A.A, (5123)% 
(4) . .V(1234j== A.,(1235), 

iV« ^ - AJ-srj» + Ai^l^i -f- 2 ^X231),(23ö)„ 

y^Jl^ = 'll^L + n^l^ + >'(312),(315),, 

X 

UV'^„ - IfJU, + + 2A.i.^(128).(125).. 



(3) 



B^^t/i man dies in (IV) ein und berücksichtigt die ^fache Determi> 

nantenrelatiou: 

(5) ^(231).(23ö). + ^(312).(315). + ^(123),(125), 
--5'(231). 1(235;. + 1.315). + (125).) -^(231)J 
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80 nimmt (IV) die Gestalt an: 

(V) N^F, (1234)(1235)» • lkMJU,+ ^iM^^« + ^^^^i» 

odor kürzer: 

(V) F,- (1234)1?;'. 

Vertauscht ujuu jetzt irgend zwei der Punkte (l), (2), (3), (4), 
etwa (1) mit (2), so ändert sowohl (1234) wie F^ (IV) sein Zeichen, 
mithin blmbt der Restfaktor F^ in (V) hierbei nngeändert. Bei Ver- 
tanBchiiiig Ton (5) mit einem der Punkte (1), (2), (3) bleibt enicht- 
lieh F^ uugeandert; das Gleiche muß aber auch gelten, wenn man (5) 
mit (4) Tertaueehi^ da man an Stelle tou (3) ebensowohl den Punkt (.')) 
diireh die Punkte (1), (2), (4), ^5) hätte ausdrQeken kennen. 

ffSomit ist der Restfaktor F^, der nach Abspaltung des 
Faktors (1284) aus rerbleibt, hinsichtlich aller ffinf auf- 
tretenden Punkte symmetrisch.^ 

Das ist das algehiaisohe Äquivalttit für d«! Zeemanschen Satz 
im Baume: j^Wenn von f&nf Baumpunkten (Ton dmen keine vier in 
einer Ehene liegen) irgend einer die Eigenschaft hesitat, dafi die Faß- 
punkte der Lote> die man von ihnen aus auf die Ebenen des von den 
vier andern gebildt^ten Tetraeders fallt, einer Ebene angehören, so kommt 
auch jedem der vier übrigen Punkte die entsprechende Eigenschaft zu.** 

Offenbar bietet es durchaus keine prinzipielle Schwierigkeit, den 
soeben gefOhrten Beweis auf den Baum von n Dimensionen aus- 
zudehnen 

7. Projektive Verallgoneinerung. — In Nr. fi v\ ar indirekt gezeigt, 
<laß die Determinante (II) bei Zugrundelegung des Kugelkreises (1) in 
die beiden Faktoren EXid^ and Z^^x,^XiX,^ zerfallen muß. 

Die entsprechende Zerlegung möge jetzt für eine im übngeo ganz 
hdiebige in einen Kegelschnitt ausartende Fläche 2. Klasse: 

(J) 0 s -I 1- C44IIJ + 2 -1 V^c^ — " *> 

direkt ausgeführt werden; man golaiigi dadurch zu einer bem- i ki ns- 
werten Eigeuscliaft der Flache 4. Ordnung F^ = 0, dem Ort der i'unkte 
P(a;), für die die Spuren der vier Geraden, die durch P gehen und zu 
den Koordinatenebenen = 0 bez. der Fläche *P konjugiert sind, einer 
Ebene angehören. Ersetzt man in der Determinante Fj^ (Nr. 6, II) die 
vier Diagoualnullen resp. durch die Nullwerte x^c^^ — x^c^^ (e-ii,t. 8,4), 
-wA entwickelt die Determinante in der Qblichen Weise, indem nun 
vorderhand von der Bedingung | c ^ 0 absieht, so ergibt sich sofort, 
daß von den 16 so hervorgehenden Teildeterminanten 11 identisch ver- 
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8chwuid«ii, wShnDd nch die 5 fibrigen xa der ftnfreihigen Detenmnant» 
ziMamiQeinfiwieB UMsen: 



^^Itf *1^4> fll 

XgCgif XfCft, 

*»<^w> *t^> <^w 

*«<^4t> *4<?ll> **^4«l ^« 

1 



"4* 



^1» *lt^^*4: 

<tt> ^4» *^*1*»*4J 

j 

^11 <?M> *«$f *«*i^*4; 

^41» *4lf ^4»f ^U» *^»4*1^*^ 

Xi, Xj, X^f X^I'^X^X^ 



*14> %^*'^^4 

^1 ^7 <«4» <«*i*i*4 
^19 ^9 ^^^^4 

^411 ^41 > *4I» *^U> *44*1^*S 



47 



0 



Der Ort rlps Punktes P ist also selbst für eine vollief beliebige Fläche 
'2 Klasse 0 eine Fläche 4. Ordnung F^>= 0, die in dea Ecken des 

isLoordinutentetraeders Knotenpniikte besitzt. 

Nunmehr trete die Bedingung c' = 0 hinzu, sodaß <P in einen 
Keici'lsrlinitt ausartet , «Uum fällt das Glied |c .r, .rgXja"^ in ill) fort; 
die (Thten Minoren irgend emer Zeile oder Kolonne von c werden 
stets denselben vier Größen proportional, die wiederum mit z/,, 
bezeichnet seien, und die mit den beiden Größenreihen (x,), (^i^iX^C^,) 
geränderte Determinante der r.^ wird nach einem elenieiiuaen De- 
tenuiiiantensatze proportional dem Produkte der beiden Faktorea 

„Demnach zerfallt die Fl&che 4. Ordnung F^ in die Ebene 
^Xi^f «- 0, d. L die Ebene des Kegeleehnittes O (l), nnd die 
Fläebe 3. Ordnung F,: 

(III) F^ = c^^J^x^x^x^ + c„JiX^XJ^x^ + c^^J^Xj^x^x^ + c^^^^^, j-jXj -0.* 

Für (' <= 1. s,s,4) ^ — 1 reduziert Bich diese Gleichung auf die 
in Nr. 6 unter (III) erhaltene Gestalt. 

Unterwirft man daher die Koeffizienien c^^ TOn 0 (II) lediglich 
den folgenden drei Bedingungen: 

1) Die Detnrminante d«r c^^ Tersehwinde; 

2) die ersten Minorat irgend einer Zeile (Kolonne) Ton ] e | eollea 
^eg^bmm GrdBen A^^ A^ proportional sein; 

3) die Koelfittenten der Quadrate der Koordinaten der 9 sollen 
ge^dmm Gr9ßen proportional sein; 
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so bleibt, wie aurh im übrigen die Koeffizienten c^^ von C> rnriicrt 
werden mögen, die Fläche 3 Ordnung I\ = U (III) imgcmuiert. Vm- 
prlrflirt, hält man die irgend einem Kegelschnitt Q> entsprechende 
Flache 3. Ordnung fest und desgleichen die Ebene von 0, so sind 
damit gerade die drei obigen Bedingungen erfüllt. Um daher das 
eben ausgesprochene ErgebniR geometrisch auszusprechen, bedarf es 
nur noch der geometrischen Deutung der Bedingung 3X 

Faßt mau zunächst den Spezialfall " "* ^j» ~ <^44 iii^ Auge, 
so sagt das aus, daß (bei Erfülltsein der Bedingungen 1) und 2)) die 
entsprechenden Klassenkegelschnitte der Ebene apolar sind zu 
den drei Ebeoenpaaien: 

und duui za dem Netze N TOn Flidieii %. Oidnnngy dessen Grand- 
pnnkte M^{ii » 1, 2, . . . 8) die Mittelpnnlcte der dem Tetraeder T ein- 
beedtiiebenea Kugeln sind. Die Kkssenkegelsdmitte bilden dann 

noch eine lineare so'- Schar, der der Eugelkreis K angehört Durch 
jeden Kegelschnitt der Schar gehen acht Flächen 2. Ordnung, die 
dem Tetraeder T einbeschiieben sind, und deren Mittelpunkte mit den 
Ponkten M übereinstimmen. 

Der oc'-Schar (Jl|) gehört insbesondere eine lineare oc' Schar 
von Punktepaaren an; jedes Paar {x)j {y) dieser Punkte ist apoiar 
(koiyngiort) znm Nel^ genfigt also den Bedingongen: 

(2) 

Vermöge der Transformation (2) geht aber die unendlich ferne Ebene -E?. : 
(3) — + + J^x^ + J^x^ - 0 

fiber in die des $ 6: 

(4; JP, — J^x^^x^x^ + J^x^x^x^ + J^x^x^Xt^ + J^x^^x^x, — 0. 

Da die cc' Puuktepaare (x), (7/) den Bedingungen (3), (4) zugleich 
genfigen, so erMIen sie als Ort eine Kurve 3. Ordnung C3, den Schnitt 
von F3 (4) mit E^ , d. h. die C3 erscheint in bekannter Weise als 
Ort der Punktepaare einer linearen 00^-Schar von Klassenkegelschiiitten, 
nämlich eben der obiiren Srhar von K^. 

Unter den Punktepaaren (x), iy) der Ebene befinden sich 
speziell die Gegenpunkte des Vierseits, das die Ebenen von T aus 
der Ebene E ausschneiden. 

Unigekehrt i^t durch diese drei i'aare von Gegenpunkten und 
durch den Kugelkrcis K die Schar der Ä', und damit die Q TöUig 
imd eiudeatig bestimmt 
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Von hier ftiis iit der Übejrgang zu der aUgemeinerea Fliehe 
3. Ordnmig Fg (DI) leicht sn Tollzieheu; man hat nur die Koordinaten (x) 
der KoUineation: 

(5) ^»1 = ««ti {«*»i.^a»4) 

zu unterwerf«! d. h. irgend einer KoUineation, die die Ebenen von T 
je in sich fiberltthri Die acht Punkte M gehen dadurch über in 
aeht andere Punkte 1^'; hat man bei beliebigen c^f irgend einen dieser 
Punkte M', etw« Jf,, «iUkflrlich gew&hlt, so verbinde man mit 

den Kanten TOn T dorch sechs Ebenen und konstruiere die jewefle 
Tierten harmonischen £ben«u dazu, Junti schneiden sich die so hmror^ 
gehenden sechs Ebenenpaare gerade in den acht Punkten M'. 
Somit ist der Satz bew^iesen: 

^Gegeben sei ein Tetraeder T und irgend eine Ebene 
sowie in letzterer irgend ein Kegelschnitt ÜT,. Der Ort der 
Punkte P, für die die zu den Ebenen von T bez. Ä', koniu- 
gierten und durch P laufenden Geraden jene vier Ebenen 
in vier Punkten einer p]bene treffen, i^;t r^bgesehcn von der 
Ebene E selbst) eine Fläclie '.). Ordnung die in den 

Ecken (1), (2), (3), (4) von T Knotenpunkte besitzt. Für diese 
Fläche i^j gilt der Zeemansche Satz, d. b. ist (5) irgend ein 
Punkt der 7'g, so liegt z. B. (l ) auf der durch das Tetraeder 
(2), {J>), (4), (ö) und Ä'j bestimmten F^. 

Die zum Tetraeder T und zum Kegelschnitt A'^ ge- 
hörige bleibt dieselbe, wenn man h\ durcb irgend einen 
Klassenkegelschiiitt einer gewissen linearen oc'-Scbar er- 
setzt*, diese Schar ist durch und die Gegenpunkte des 
durch die Ebenen von T ans E ausgeschnittenen Yierseita 
eindeutig bestimmt. Die Pnnktepaare dieser oo'*Schar er- 
fallen als Ort eine C^, den Schnitt Ton mit E, 

Durch irgend einen Kegelschnitt der <x>*-Sehar gehen 
acht dem Tetraeder T einbeschriebene Fl&chen 2. Ordnung; 
die acht Pole von E bez. dieser Flächen bilden die Grund- 
pnnkte eines Netzes iV Ton Flächen 2. Ordnung F^\ die 
oo*-Schar der JT, ist dann gerade die in der Ebene E 
gelegene, an N konjugierte Schar yon Klassenkegelschnitten, 
und der Ort der Punkte P, die zu den Punkten yon E bez. N 
konjugiert sind, ist die obige F^." 

Die entsprechenden Ergehnisse fQr den Baum von n Dimensionen 
können unmittelbar ausgesproehen werden. 

- 8. Grenten des Zeemanstken Sottes. — Der Zeemansche Satz 
fttr den Kaum war in Obigem dahin ausgedehnt^ daß der ursprQnglich 
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zugrunde gelegte Kngelkreis K dvach einen bdieb^pell Ramkegelsdmiti 
inotht wwfde. Nunmehr soll gezeigt werden, daß der Zeera ansehe 
SatB tmfkSri zu gelten, wenn man an die Stelle TOn irgend eine 
nidU ausgearkte Fliehe 2. Klasse ^ setaen wollte. 

Es seien (r), {s), {t), (u) Tier beliebige (nieht in einer Ebene 
gelegene) Baompnnkte mit den Tetnederkoordinaten y,, 
(r » fi 1^ ^ »), ftoner 4^ eine vorerst ganz beliebige Fläche 2. Elasse 0: 

Versteht man unter {L\rst) die aurs üeu c,-,, c^,, c^,, c,.^ und den 
Koordinaten der Pimkte (r), (s), {i) gebildete Determinante, so sind 
die {c^rst) = s, s, 4) die Koordinaten des Poles P,.,, der 
'Ebene (r«0 bez. 4P. Irgend em Fnnlct der Oeraden die einen 
Banmpnnki P(x) mit P^^^ verbindet, die also bez. 4^ znr Ebene {rsi) 
konjogiert ist, hat Koordinaten ▼on der Form 

(1) X -f A(c,rs^), y + Kehrst), z k(€^rst), q + X{c^rsf). 
Setzt man daher zur Abkürzung: 

(2) a„-XlCc,rs0^r*Oo 

wo die (r«l)( die Determinanten der ans den Koordinaten x^, y^, m^, 
{h^r,$,() gcl>ildelen Matrix sind, so sind die Koordinaten des Scbnitt- 
pnnhtos P^ von mit der Ebene (rsi), wenn man noch die Determi- 
nante {»rsf) mit bezeiehnet, proportional den Werten: 

<a) zC^„-ic,rst)X^, yC,.,-(c,rsOX„, zC,,, - {c,rst)X^, 

mithin ist der Ort der Punkte P, für die jeweils die vier zugehörigeu 
Punkte i\ in einer Ebene liegen, eine Fläche 4. Ordmmg deren Gleichung 
durch das Verschwinden der Determinante der Grüßen ( 3) angegeben wird: 

{II) i)^I\^[xC,„-ic,rst)X^, yC,„-~(r,rst)X,, »C,„-ic^r$t)X^, 

qC,„~{cjst)X^\, 

Die rechte Seite von (II) ist in den Koordinaten der vier Punkte 
{r)y («), {t)j (u) Tom Grade 6, es läBt sich daher wiedernm erwarten, 
daß rieh der Faktur {rstu) zweimal absondern lassen wird. Indessen wird 
sidi zeigen, daß diese Ahsondenmg von {rstu) sogar tkmmal möglich ist, 

Entwickelt man die Determinante (11) analog wie in Nr. 7, so 
nimmt sie die Gestalt einer fünfreihigen Determinante an. Nimmt 
man nämlich die vier Indizes s, u stete in dieser Keihenfolge, 
und bedient sich der Abkürzungen: 

i{xrst) — X„, {xrtu) = A'„ (xrsu) «= X,, {xstu) = X^, 

^ ^ l (c,rs/) = q-), ic.rtu) = Q'), (c.r.vu) - qo, {c^siu) - 

▲nhlT d«x Mathwurtttt utd Phjralk. XU. Bdlia. XIL B 
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SO gellt F4 Aber in: 

!C.,„Z.XÄ, Cf\ Ci\ Q^) 

'c,,„x,x,x„, Q*), q-) 

ai') F,^ q'), 00, 00, o;);. 

(7 X X X O") O") C?*> O"^ \ 

iX,x.x,x., ^, y, g ' 

Entwiekelt man diese Determinante nach den Elementen der ersten 
Kolonne, und versteht unter z/^^ (»-r, «, mi) die mit den Koordinaten 
der Punkte P und (r) gi riiiuU'rte Determinante der c^^, während die 
letatere selbst mit \c\ bezeichnet wird, so kommt unter Anwendung 

elementarer DeterminantensUtze: 

(III) üi = («<«)•[ \c\(frstu)X,X,X,X. + 0.,.X,X,X,^„ 

- o,^x,x,x.j.. + c„.x,x.x.^.. - o,..x,x.x,^,;\. 

Hier ist das in der eckigen Klammer Ton i^stu) freie Aggregat weiter 
sn nntersnchen. 

ZnnSdist haben die C^,, eine einfache Bedentang. Führt man 
die ersten Minoren q^, o^, r^, v^ (4a.],»,a,4) Ton (fstu) ein (d. s. die 
Koordinaten der vier Ebenen des Tetraeders (r), {s), {t), («)), so wird 
Termöge (2) unmittelbar: 
(6) C,.,-«^, ete. 

Dann soll gezeigt werden, daß, selbst wenn z/,^ eine ganz beliebigCf 
in den Koordinaten von P und (r) bilineare Form vorstellt, das Aggregat 

(6) G, s Ö>^,X,X,X,^,, - 0„.X,X,X„^„ + 0^X,X,X,J,, 

iim Faktor (rstu) besitzt. 

Aus der Annahme des Vcrschwindens von (rstu) wird nämlich, 
das Verschwinden von folgen. 

Für (rsiu) — 0 darf man setzen: 
(7; r„ - + X^x, + etc. 

Dann wird aber: 

(8) 4»^-;^<p^, 
und (r^ (6) geht Über in 

verschwindet also in der Tat identisch. 
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Damit tritt aus der Form (III) der Faktur (rs<u)' heraus, 
d» r Ii't stl tkior stellt mithin eine Form vierten Grades in den Koor- 
diiiaien Jjij,g,q von P dar, die, solange |c[ von Null verschieden 
ist, sicher nicht zerfällt, wie aus (7) hervorgeht, wü im hesondem die 
Punkte irs, Uj, (t), \n) als Ecken des Koordinatentedraeders rrewiihlt 
waren. Andererseits ist der uämliGhe Restfaktor nur vom dritten 
Grade in den Koordinaten der Punkte (r), (s), {t\ (m), sein Yerschwinden 
kann demnach keine in den Koordinnten aUer fSnf Fimkte ■ymmetriMlie 
Gestalt besitzen, d. b. der Zeemansclie Sats gilt dann nicht mehr. 
Sobald dagegen die Determinaate \c\ von <^ (I) venchwindet, also 
das Glied mit X,X,X,X^ in (III) beransfSUt, vizd der Faktor 
aus J^^ henrastreten nnd der Rest&ktor wird sieh wiederam nach 
Abspaltnng ron (fitu) in eine in den Koordinaten aller fOnf Punkte 
sywNHefrtwjle Gestalt bringen lassen. In der Tat, sobald — 0, 
artet die FlScbe 4^ in einen Kegelschnitt aus^ und es wird a. B. die 
mit den Xj g, x,, ff^, 0^ geränderte Determinante der c pro- 
portional dem Produkte ^^^'^f wo 

(10) s J^x 4- -f + ^^g - 0 
die Gleichung der Ebene you ist, und: 

(11) . ^ /l^x^ -f. ^^y^ + J^t^ + ^^q^ 

Sa tritt also jetat ans der rechten Seite von (III) zonädist der 
Faktor (rstuf^^ heraus, und der Rest&ktor wird: 

(IV) (?, ^ 0^.X,X,X,^W ~ 0^X,X,X„z^<*) + a>,,X,X,X,zf<« 

- *,.X,X.X,^«). 

Um nunmehr aus den Faktor {rstu) nochmals abzuspalten und 
zn erkennen, daß der verbleibende Bestfaktor in den Koordinaten der 
fünf Punkte (r), (s), (<), («), (P) symmetrisch ist, bezeichne man die 
letzteren wiederum lieber mit (1), (2), (3), (4), (5), und stdle etwa 
den Ponkt (4) linear durch die Punkte (1), (2), (3), (5) dar: 

(12) - X^Xt + X,af, + ^üt^ + 4»a%, 

Dann gelten die Relationen: 

. X^ - (5234) - Ai(5123), X, = (5134) = - Aj(5123), 
X,-A,(5123), X,-(5123), (1234) - - jlj(5123;, 
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wo z. ii. <^'^,83j» die Form 0 bedeutet, geschrieben iü den Koordinaten 
(123X der Ebene (123;, und %ui,(ßn) die hinsichtlich der (123)^ (235), 
polarisierte Form. 

Damit nimmt {iV) die Gestalt an: 
(V) G,^-(12M)H„ 

Läßt sich nun nodi beweiBen, daß die identische Relation beeieht: 

(15) - ^»>d>(,„j,(„5) + ^<»><I>(muit5) - = 0/ 

so erhält ij, (14) die fibersichtliche Gestalt 

(VI) s A,A,^zr(»a>j^^ + A,A,A,z/<^)0(.«,,. + ^A,^-4^^>0t.«,. 

die unmittelbar «rkennen lißt, daß bei YertauBcbung irgend zweier 
der vier Punkte (1), {2), (S), (4), oder anch bei Yertaiuchung eines 
der drei Punkte (1), (^), (8) mit (5) keine Änderung eintritt, die slso, 
da man an Stelle der Formeln (12) ebensowohl den Punkt (3) durch 
die Pnnkte (1), (2)^ (4), (5) bitte aasdrßcken kannen, hinsiehüich aller 
fttnf Punkte 9jfmmeHsdi ist 

Die Identität (15) geht aber daraus hervor, daß, wenn man die 
linke Seite in der Gestalt schreibt 

and die vier Werte bildet: 

^»)(235), - ^»(135), + J'\ V2öl - z/(»)(123),, (x«*,»...,) 

man bis aui ilon Faktor ( l!?3ö ) gerade die Koeffizienten ^^,^1, z/^ 
in (10) erhält, soduß die Identität resultiert: 

Aber die Polarenbildnng ^(133),^^ verschwindet bekanntlich identisch, 
was geometrisch aussagt, daß Jede Ebene (123) zur Ebene {J) des 
Kegelschnitts 0 bez. 0 konjugiert ist. 

Damit ist nicht nur der Zeera ansehe Raumsatz in der alt- 
gemeinsten Form V>ewiesen, sondern zugleich dargetan, daß er dann 
und nur dann gilt, wenn die Detern) mante der Fläehe O verschwindet. 

Und da die verwendeten Det^^rmmautensätze vom Grade der auf- 
tretenden Determinanten unabhängig sind, so gelten die entsprechenden 
Entwicklungen ohne weiteres auch für den Raum von n Dimensionen. 

Königsberg L Pr., 27. Mai 190ö. 
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Geometrographische Beiträtge. 

Von Jakob Kbdsch in Thaan i. E. 

Im folgenden möchte idi einige Vereinfachungen nnd Ergansangen 

SU Konstruktionen angeben, welche Herr E. Lemoine in Feinor „Geo- 
m^fcrographie" Collection Seientia, und in (3) 1, 334 dieser Zeitsehrift 
mitgeteilt hat 

Zu Seimtia XXXVIIL — JHe ttieiie Proportumäle x gu dm drei 
Strecken m, n, p eu konstruieren. 

Ist die größere der beiden Strecken n und p ausgezogen, so wird 
die auf dem Sekantensatze beruhende klassische Konstruktion geometro- 
graphisch, wenn mau folgendermaßen 
verfährt. 

Gtv mctruyraphische Konstrultion . 
— Sei j> > n. Man beschreibe 
(Fig. 1) einen beliebigen, aber hin- 
reichend großen Kreis k [Cj] und 
um einen beliebijyen Punkt B von 
k den Kreis Bin) [3 + -f- Cj]. 
Dann schneide mau n von p ab 
[C\ + Cs\, beschreibe B(j> - n) 
[2Ci + C3I, der ifc in C schneidet, 
ziehe jBC'[2 li^ + iZ^J, welche B{n) 
3B trifft (J{ «uMialb JBO). Dann 
ist RC — » «f (|> — ») — Femer 
heaclureihe man R (m) [3 C\ -f C,], 
der k in A schneidet^ nnd si^e »v i- 

seUieBlieh BÄ[2S^ + BJ^ Ist D 

der Sehnitl^nnkt too RA und hf so ist JRD die geaudite Stred» 

Op.: (4i?i + 2i2;+9C\+r;+5Cj):S-21; J5;«13; 2 Gerade, 5 Kreise.') 

Zu SciefUia LXTTL — Gegehm ein Punkt A auf eiwr Geradm 
BC; auf diestr Geraden FvMe A^ derart tu bestimmen, daß man hat 

AB A}ä\ 
^ 0 ° ^ c' • 

1} Zok vonteheoden Aufgabe hat Hexr ß. Oftntsehe eine in geometarogn* 
phifchem Sioae eialiMkeie Konstniktlim sngegeben (vgL diesei Archiv (S) 9, S58, 
1906). 
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n«. a. 



Zweite Fall. Ä Hegt zwischen B und C. 

Geotnetrofjraphischc KonstntHion. — Man konstruiere 2) über 

BC ab Durchmefiser den Kreis [2 li^ -|- i^, -f 4 6, + 3 C,]. Sei O 

sein Mittelponkt, Jj und 
^ ly seine Schnittpunkte 

mit der Mittelseuk rech- 
ten von BC. Diinu 
besehreibe man lieu 
Kreis A{pB), der die 
Mitbelsenkreehto in 'E 
trifft [Cj + C,], nehme, 
wShrend die Zirkel- 
spitze in A bleiVt» 
ilO in den Zirkel und 
beedireibe den Kieie 
E{A0)l2C^-\-€^, dir 
0(0^ in F Bchneidet. 
Sehliefiliok siehe man BF und /)'F[4JR| + 212;]. Diese treffen 
BO in den geaneliten Punkten und 

Bewm: EFAO ein Rechteck und AF Höhe in dem lecktwink« 
li««n A BFC, femer 2)jF± jD'jP und < JJFZ)' »- CFD* 45», mithin 

£F nnd CF HAlbiemngslinien der 
lachten Winkel bei F, Darum 

Ä^iÄ^^BF^iCF^ 
-^ABxAC etc. 
Op.: (6i?,-f-37^,+7C,+5Q:5=2l ; 

i;>; 3 üerade, 5 Kreise, 

(Reduktion um 2 Elementar- 

operationen.) 

Zu Archiv der Math. u. 
P/w/s. r.H) 1, 3.14. Kr. Ifi ^ Den 
Fe Her buch seit fit Kr ein des Drei- 
ecks ABC zu konstruieren. 

Geonut roi/raphische Kondruk- 
tion. — Mftii konstruiere i Fig. 3) 
über //C als DurchniesstT den Kreis 
k, der AI» m ( „ und AC in ß^^ 
BCiineidet [ 2 ii\ + i?, -f 4 C, + 3 Cj]. Hierauf besehreibe mau mit dem 

KfMUus Zirkel hat, die Kreise ^«(y) und 




Fig. i. 
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F tehamüm [4J2i + 8i2^]» und beschreibe F(FC^) Ci+ C^l Dies 
ist der Fenerbaeksche Kreie. 

Opw: (6J^+31^+8C^ + 6C;):iS(-23; £-»14; 3 Oenden, 6 Kreise. 



Z» SdmHa XLIIL — Eine Siredce A B na^ dem gdäemm SiSviiiAtte 

Für die dritte Eonstniktioii ichlage ich folgende Form Tor, welcbe^ 
&Bb nur die Strecke AB (nicht aiidi ihre Yarlängerang) gezogen ist, 
und fii]]e man nur den inneren Tolpnnkt braudit^ einen Vorteil bietet 



G&mdro^raphische Kotistruliion. - - Man beschreibe (Fig. 4) A( A B) 
und B(AB), die sich in C sohueiden [aC, 4-2C'jl, <^ann C(AB), der 
A{äB) in D und lUÄB) in D' trifit [C, + C,]. Dann ziehe man 
AD'{2B,-\- B^\ welche A{AB) in triffi, und beschreibe DifiE) 
[26\4- ^^sl- Dieser trifft BC in den gesuchten Teilpunkten. 

Op.: {2R^ 4- i?» -t- 6C; + ^C^) : S -= Iii-, £ - 8; 1 Gerade, 4 Kreise. 

Anstatt die Gerade AD' zu ziehen und dann den Kreis D{J)E) 
zu beechreiben, kann man aach (Fig. 5) die Mittelseukrechte CC von 



(Reduktion vm 2 Elementaroperationen.) 





Digitized by Google 



24 



Jaeq» Rbusch: 



Ali ziehen, welche C\A2i) in E' trifft, und dann den Kreis DißE'^} 
beschreiben. 

Pas Symbol bleibt dasselbe. 

Zu SeimHa XLVJIl — Dk vier JkaUdtkeUsa^sm dreier Krme 
Oj, O^f 0« tu konstruieren. 

Die Konstniktion IBßt rieh folgsndamiafiai mit 5 — 37 «oifillireii. 

Gemetro^aphitAe Konsirukiien. — Man zidie (Fig. 6) dia Zen- 
Men 0|0,, 0^0^, 0,0|[612^ + 3ii^]. OgO, msfaneide den Kreifl 
in S^ und C„ den Kreis 0, in und (i^C^ und B^C^ von dem- 




n«. «. 



selben Sinne wie OjOj); (^^(^i schneide den Kreis 0, in C,. Man 
beschreibe den Kteis Oi(0,e,) [3 -{- C',! der 0, 0, in T) trifft Ohne 
die Spitee von Oj abmbeben, nehme man dann 0, Ü, in den Zirkel 
und beschreibe 2)(0, 0,) [2 r\ + C'j,], der (\ in £ triflft (D und £ auf 
derselben Seite ron O^Og). Dann ist 0^^, welches nicht gezogen lu 
werden braudit, panllel lu OjC^ und von demselben Sinne. Hierauf 
siehe man B^E und Ct£[4J3|-f 2i2^], welche auf 0^0^ den inneren 
ihnlichkeitspunkt und dm äußeren der Kreise 0| und 0« be- 
stimmen. Man üehe P|£[2^ + i2^], welche auf 0^0^ den inneren 
Ahnlichkeitspunkt der Kreiee 0^ und 0, festig. Dann ziehe man 
i4i/i[2jB| + l^]. Dies ist eine der Ähnlichkeitsaohsen. Jj/g schneide 
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OjO, in /j. Man ziehe /j/, [2 J^j + i^^ j. Dies ist eine zweite Alm 
Uchkeitsachse. Man zieViP 7„7j[2ii', + h'.,]. wolfhe Oj 0, in .-l^ tritt't. 
Pips ist eine dritte Ahnlichkeit'jachse. KTi<iH(;b üth&muiÄiA^\2Ji^-\-Iif^. 

Dies ist die vierte AhniichkeitsÄchee, 

Op.: (20J^+10J2|+&Ci+2Ct); £1-37; £-25; 10 Gtende, 2 Kreiae. 
12. Mai 1904. 

Zu Seientia XV. ^ Dwn3^ dm FuhM A außerhalb der Geraden g 
eine Gerade m Mm, die mit g mum Wmkd — <^ JtiUkt 
Folgenderma8«n Bßt iich die Aufgabe mit S — 15 lösen: 
Ge o mekit g rajßMiie KtmOnädim (Fig. 7). — Hü emem lunreieheiid 
großen Bacliat besdifeibe mnii mn den Seheitel S von den Kreis 




Fig. 7. 



S{ff)j der die Sdienkel in X und F schneidet CJ. Dann be> 
schreibe man Ä[gf)f der in ji' trifft [C| + ^sL dann A*{fi)f der p in 
3' triift [Cl+ CJ, dann J3'(e), der Aifi) in B trift (X und auf 
dtomlben Seite von g) [Q + C^]. 

Nun maehe man in dem Kreise A{(f) Bogen BD => Jrr[3 C!| + (7J 
und liehe AD, welche ^ in £ trifft [21^ + i^]. Dies ist die Terlaagte 
Gerade; denn AA*B*B ein Rhombus nnd ^AEB'^DAB^XST^^, 

Op.: (21^ + B,+ 7Ci + 5C,) = (15i9) (1 Gerade, 5 Krei«e). 
2a. Juni 1904. 
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Ober eine Dreieeksanfgabe nnd bezttgliche Sätze. 

Yoa A. Klefer iu Zürich. 

Ein Dreieck am don Höhenpunki H und den Mittelpunkteu M, m 
des TTm- und InkreiMS zu konetraieren.^) 

1. Bezeichnet mau die Kadiea der beiden Kreise mit r, so ist 
bekanntlich 

Jl« - 2Br - MmK 

Die Mitte N 7on 7/3/ ist der Mittelpunkt des Feuerbachschen 
Kreises, dessen Badius ist, und welcher den Inkreis berührt. 

Somit \B — r'^Nm nnd durch Division der zwei Gleichnnj^en 

und ferner 

Mm* - 4 JVm« 

J^egt man den Fcuerhurh sehen Kreis und den Inkreis und berück- 
siditifjt, daß der er giere die Fußputüäe der Lote entitält von den PunÜm 
M, H auf die Dreietäksmk», so ergdtm sich die letzteren als gemeinsame 
Tangenten des Inlreises und dei' Ellipse, ßir welche M, U die Brenn- 
punkte sind, md deren große Aehse gleidt M ist. 

£ine der vier Tangenten stellt eine uneigentliche Losung dar. 
Es gibt nämlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Seiten 
des Droipoks berühren und die Mittelpunkte auf der Gerndpii »hN 
haben. Alle diese Kegolscluiitte bilden eine Schur, «leren viert»* (^irimd- 
tuncrente auch den Inkreis uud die benützte Ellipse berührt und die 
uneigeiitliflio Lö.sutig bildet. 

Die Aufgabe läßt sich noch ander» lösen: Die Tancreutenpuare von 
M, If an die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkte »i bilden 
zwei halbperspektivisehe Strahleuiuvolutionen, deren Erzeucrnis eine 
einfache zirkuläre Kurve dritter Ordnung ist, welche den Umkreis in 
den Ecken des Dreiecks schneidet. 



1) Für die bezügliche Literatur sei auf das Üezemberheft 1904 de;* I n t e r 
tnediaire rerwieaen, das auch eine analytische und eine geomotrische Lüiuag 
der Au^be entiiUt. Torliegsnde Axbsit war schon geiduisbsn, ab ilueD Ysr- 
fssaer jsnea Heft m Qericlit ksm. 
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Die Kurve ist nämlich der Ort eines Punktes, ron dem aus die 
Strecken mH, rnJSl unter gleichen Winkeln erscheinen; daher ist sie 
■auch der Ort der Brennjiunkte für di»" Kewl^fhnitfp der ohen erwähnten 
Schar. Unter diesen Kegelschnitt rii gibt »s (im l'arabel, deren einer 
BreTinpunki der unendlich ferne Punkt der (ifraden »iN ist: ihr anderer 
Brennpunkt wird also gefunden, indem man «kireh M die Parallelen 
zu mN zieht, um ni den Kreis legt, der die Parallelen berührt und dann 
von ])[, H die Tangenten an den Kreis legt. Der Schnittpunkt der 
Tangenten ist der Breunpunkt Z der Parabel. Bekanntlich liegt derselbe 
auf dem Umkreis des Dreiecks ABC, und die Leitlinie der Parabel 
geht dnrch den Höbenponkt H, Folglich isfc die Mittels«ikrechte tou 
ZH die Tierte Grundtongeiiie der E^elMhoittachar, oder die uneigent- 
liche Losung. Man l|At folgende Konstruktion: 

Smd H, Mf m diB geg^bwm TuvSs^ mä ist N die Mitte von HM, 
so sidie man durth Jf,Mdie Paräüelen g« mN^ lege um m dm JTrn», 
der die ParaSden MArl , und iidte wn H, M die Tangenten o» den 
Kreis, Ist Z ihr S^nit^^^mktf so hatin tum den Umkreis des gesudikn 
Dreiedts legen, indem er dunh Z gM und den Mittdpunkt M 
hierauf ergibt «mA der Feuerhachsdie Kreis, der N sum Mittelpunkt, 
\MZ als Badins hat, femer der InkreiSt der m sum Mittäpnnikt hat 
«nd den Feuerbaehsd^ Kreis im Seknit^punM mit der Verlängerung 
von Nm über m kinans herükrt. Legt man jetzt die Parabel mit Z als 
Brennpunkt und dem Lot von H auf Nm ah IMtliniOf so ist die Mittd- 
sfnl rechte von ZH eine gemeinsdMfUicke Tangente von Farabet und 
Inkreis, und die drei anderen gemeinsamen Toniken lüden das gesudde 
Dreieck 

Die oben erwähnte Kurve dritter Ordnung schneidet den Umkreis 
i^ußer in Z in den Ecken des Dreieckes und trifft die Seiten des 
Dreiecks in ihren Schnittpunkten mit der vierten Grundtatigentc. 
Denkt man sich um H als Mittelpunkt den Kreis gelegt, für den das 
Dreieck ABV ein Tripel isst und dann die oben aufgetretene Kegel- 
schnittschar in bezug auf diesen Kreis polarisiert, so entsteht ein Kegel- 
schnittbüschel, dessen Grundpunkte A, B, C und ein vierter Punkt Z' 
sind. Die Polartigur der Parabel ist eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt derjenige Schnittpunkt des Feu erb achschen Kreises mit 
ZH ist, der nicht in der Mitte von ZH liegt; die Asymptoten der 
Hyperbel sind parallel zu den Halbierungslinien der von HZ und dem 
Lot von H auf Nm gebildeten Winkel. Die Hyperbel geht durch H; 
4er vierte Grundpunkt Z' ist der zweite Schnittpunkt der Geraden ZH 
mit dem Umkreia, nSmUcli der Pol der vierten Grandtangente in besng 
auf den PoIariMtionekreis. Wird anch die Kurve dritter Ordnung 
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polarisiert, so entsteht eine Kurve dritter Klasse, welche die Seiten des 
Dreiecks berührt. 

Die Fub]Hinktkurve Ton M in bezug auf den Inkreis schneidet 
den Feu erb ach sehen Kreis iu den Mitten der Dreiecksseiten, und die 
Fußpunktkoire tob H in bezog auf den Inkreis liefert in den Schnitt- 
punkten mit dem Feuerbaolieeheii Kreiee die Fii%mnkie der DreiedBi- 
liöhen. Da die Halbierongalinien eines Dreiedcawinkels und seinem 
Nebenwinkeb die Strecke MH harmooiadi teileni, so kann man um m 
eine Gerade drehen, zum Schnittpunkt mit MHdea vierten harmoniachen 
an&uehen und von dem letstem immer auf die Gerade das Iiot ziehen; 
diese Lote umhüllen eine Pafabel als das Enengnis von zwei projektivisehen 
Punktreihen, deren eine im Unendlichen liegt Nun ist ersichtlich, daft 
die Fußpunktkurre Tom j» in besug auf die Parabel die erwahnti» 
Knrre dritter Ordnung ist, und daß die Halbierungslinien der Dreiecks* 
aufienwinkel die gemeinschaftlichen Tangenten sind zwischen der Parabel 
vmd der Ellipse, fl\r welche m ein Brennpunkt und der Umkreis der 
Kreis über der großen Achse ist 

' Die Aufgabe steht mit einigen Sätzen von Steiner in Zusammen- 
hang, die iu Bd. II seiner Werke, S. 673, Abschnitt e, angegeben sind. 
Hält man ^1/, m fest, läßt B, r konstant sein, so bleibt auch mN^-R—r 
konstant^ und wenn das Dreieck AJ>(' sich ändert, so beschreibt N einen 
Kreis mit dem Mittelpunkt m. Bind //, S HiJhenpunkt und Schwer- 
punkt des Dreiecks, so ist bekanntlich J/jtf — 2J/iV; J/iS'= '-.V^V, d. h.: 

Der Ort des Höhenpnnktes der Schar Dreiecke ABC, die 
festen Um- nnd Inkreis haben, ist ein Kreis, dessen Mittel- 
punkt h in der Geraden Mm liegt; ebenso ist der Ort des. 
Schwerpunktes ein Kreis, dessen Mittelpunkt s in der gleichen 
Geraden liegt; die vier Punkte J/, m, s, Ii sind h.irmonisch,. 
und man hat Mh ihm ~' 2 : i Ms : sm oder Ms:sm:Mh:mh 
«2:1:6:3. 

Es seien A^^, C„ die Punkte, in denen die Seiten des Dreiecks 
ABC den Inkreis berühren, so stehen die Seiten von Dreieek Af^Bf^(\ 
auf den Winkelhalbierenden von ABC seukreeht, und die Hoheu des 
Dreiecks A^B^Cq sind zu diesen Winkelhalbierenden parallel; die letzteren 
selber halbieren die bezüglichen Bogen des Umkreises. Siehe Abb. 1; 
aus derselben folgt 

r 

wobei der Höhenpunkt des Dreiecks A^B^C^ ist, d. k: 

Die Säu» JOreia^ A^Bfi^ hilbm äm HSkei^iuikt gmem; derselbe 
liegt auf der Geraden Mm, md es verhäli »di Mm:mH^^ R:r. 
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Die Lote in ni auf den V\ mkelhalbiereudeu ut A, m B, mC mügen 
die zu ihnen paralleleu Höhea des Dreieckes A^B^V^ in T 
und die bezüglichen 
Gegenseiten yon ABC 
in Pj, Ti schneiden; 
dann folgt 

Nan T«rlängere 
man mB^ bis F, aodaß 

ist, w> mflneiL die 
Yiereeke PUFP,, 
^iS^FQ^, TH^FT^ 

Kxeisvierecke mit rech- 
ten Winkeln bei F 

«ein; die Punkte l\, Kg. i. 

Qu Uegen i^lso auf 

der eenkrechten Geraden durch F m der Geraden Mm, nnd man hat 




aber mB^^ Mm-^f also 



mJP- 



Au8 ü*-2ür-jM#»» folgt 



Mm' 

r — 



Eingesetzt 



J2 »- üfiii;» 



Beaeichnet man den Schnittpunkt der Geraden Mm mit der Potenz- 
linie von Um- and Inkreis mit so ist 

MG — mG^Mm, MG + mG 

Ü' - r' — Mm* 



'Mm 



9 Mm 



Somit ist der Abstand der Geraden 2\ von jener PotenzUuie 



mF-mG^GF^ 
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A. Kjosmi 



Wenn die Ecke A des Dreiecks ABC in gewählt wird, so 
ändert sich das Lot mP^ und daher auch der Punkt P, niclit. Zu- 
sammengefaßt: 

Errichtet man in m die Lote auf den Linien von m nach 
den Ecken irgend eines der Dreiecke ABCy so schneiden die 
Lote die Gegenseiten des Dreieeks in drei Punkten, die auf 
einer Geraden liegen, und diese Gerade ist für alle Dreiecke 
eine und dieselbe; sie steht auf der Geraden Mm senkrecht 

und hat von dem Punkte m den Abstand^) mF=(R*—Mm^):2Mmf 
und von der Potenzlinie des Um* und Inkreises den Abstand 
GF''r*:2Mm, — Schneidet eine durch m gehende Gerade 
den Umkreis in zwei Punkten, so sind sie Ecken zweier ver- 
schiedener Dreiecke ABC, und die ihnen gegenüber liegenden 
Seiten treffen einander auf derselben genannten festen Ge- 
raden. 

Die Steiner sehen fötse am Schlüsse des Abschnittes e S. 674 
ergeben sich durdi entsprechende Spesialisiemng der Fonnel für das 
Quadrat des Abstandes der zwei Ereismittelpunkte. Sollen sich die 
Kreise reehtwinUig sehneiden, so mn0 der eine Kreis Ankreis sei% 
und man hat die Formel Mm* i{* + 2Jßr zu nehmen und darin zu 

setzen Jlff»* => + rl Wenn die Kreise gleich sein sollen, so ist in 
der gleichen Formel B^r m setzen. 

8. Aus der Abbildung 1 ergeben siel» einige Folgerun gen. Für 
ei« Dreieck ist m der MiiteipunkL des festen Umkreises, und 

daher liegt der Schwerpunkt Sq so, daß »18^:8^11^= 1:2 ist, d. Ii.: 

Die Ih-ficcke AqBqCq hahm nUc dm gleidien Schwerpunkt; der- 
selbe liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. 

Die Mitte von wi/,, ist für das Dreieck A^^B^f^ der Mittelpunkt 
des Feuerbachschen Kreises, dessen Radius ^ ist, d. h.: 

Dte Drded^ A^B^C\ haben aüe dm gleidim Fetterhaeksdtm Kreis; 
sei» Mittdpunkt liegt ebettfaßs auf der Geraden Mm. Dieser Kreis 
schneidet daher die Winkdhaibierenden Am, Bm, Cm des Dreiedses 
ABC m den Mitten der Dreiedesseiten B^C^, ^«A* A-^» he^Sbiert 
audk die Urnen H^A^, -^^o* 

Es ist ersichtlich, dafi die Seiten der Dreiecke A^B^C^ die Polar- 
figur des Umkreises M in bezng auf den Inkreis m umhfiUen, Be- 
zeichnet man für ein Dreieck A^B^C^ den Mittelpunkt seines Li« 



1) In den ßieineiichen Angaben ist mF mit m<? Terweehielt^ 
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kreise» mit /t, dessen liadius mit g und die Mitte von niH^ mit n, 
80 hat man 

folglich 

— »ifi* =- 2r (|r — fH»), — 2r • /iti. 

Dwse 12^011 sagt am, daß fät dk Drmedce J^BoC« <2to Jtft^- 
pmkie ihrer Inkreise auf einer Kurve vierter Ordmmg Hege». 

WeU ^mPH^^mQH^^mTH^^Wf so liegvii die Ponkte 
F, Q, T md dem Kreis mit m als Durchmeeser, mid weil mF, m 
mT parallel su B^C^, C^J^, J^B^ sind, so iat Dreieck PQT ähnlich 

Für die Drekdie ' FQT gdim diso dieselbeH SäUe wie fUr die 
J)me(Ae A^B„Ca, 

Denkt man sich m, IIq gewählt, r gegeben, so folgt aus den zwei 
Gleichungen 

Bewegt man die Ech'n eines JJreiecks Af^B^f^^ auf einem Kreis m (r), 
soäaß der Höhenpunkf drs T>reiecks fest bJciht. so bilden die Kreis- 
fwtgetdm in det? Funktm Aq, h'^,, Cq soldie Dreiecke ABCf die eitmn 
festen Kreise eimjt.süintitfen sind. 

iilr die Dreieokr ABC bewegt eich, wie eingaugs Abschnitt "Z 
gezeigt ist, der Mittelpunkt des Feuerbachselien Kreises auf einem 
Kreis, und der Radius des erstem iat konstaut \R, d. h.: 

Die Feuer lach sehe» Kreise der Dreiecke ABC berühren ewei feste 
konzentrische Kreise, 

Yexläogert man mÄ^^ niJB^, nii\ je Qm eich adher über Ä^, B^, (\ 
hinaus, so sind die entstehenden Punkte «Mi; Hlg, m, die Ankreismifctel- 
punkte des Dreieckes ABC, folglich: 

Die Ankreismittdptinkte der Dreier l,< ABC bilden Dreiecke miWjWJj, 
die einem festen Kreis vom Badius 2R eingesdirieben sind; da dir 
JheieeJce m^^m^m^ den festen Punkt m mm Höhenpunkt haben, so geltm 
für sie diesdben SäUe wie für die Dreiecke A^B^C^. 

4* Zun ScUitaae soll die Abb. 2 benatzt werden, um «nen ein- 
fachen Beweis des Feuerbaeb sehen Satzes und einige metrische Re- 
lationen für ein Dreieck abzuleitett. (Abb. 2). Von dem Schnittpunkt 1 
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A. Knm: 



der Winkelhalbierenden ÄA^ mit der Gegenseite BC ziehe man das Lot 
anf die Linie D£, die m MÄ paralldl iet, eo mufi diewt Lot IK 
aui Sjmmetriegrflnden {^CAM^^ BAH) den Inkreia nnd ancih den 
AakreiSi der su BC gehört, berilhren. Legt man den LikraaradiTis 
mK* nacih dem Bertthrungepnnkt» so sind ND und mK* parsDele 
Radien Ton Feuerbaeh- imd Inkreis, und som Beweise fOr die Be- 
rflhniag der swei Kreise genügt es, naehzaweisen, daB die Gerade DJt' 




»ff. I. 



die zwei Kreise im gleichen Punkte L' schneidet, der dann äußerer 
Ahnlichkeitspunkt und Beruhrungsponkt ist. Die vier Punktet, /, 
(wobei ihA^ Ä^m^ und der Mittelpunkt des Ankreises ist) sind 
harmonisch und also auch ihre Projektionea auf BC, Folglieh 

BB'^^BI'DA'. 

Aus dem KreisTiereck KIA'L mit rechten Winkeln bei £ und 
A' folgt 

nj'DA'-^DK'DL, alao DD* ^ DK DL, 
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Nun hat maii fttr V auf dem Inkreis BK*- J>V^ PP'* und filr 
II anf dem Feuer baebflchen Kreis wegen dee Kreievkieekes KK'Vh 
mit redhten Winkeln bei K nnd V 

DK ' DL =DK DL- DD**, 

wie es sein mufi. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, daß der Jb'eu erb ach gebe Ereia auch 

<lie Ankreise berührt. 

Verlängert man die Höhe ÄÄ' des Dreieckes ABC bis zlUn 
Schnittpunkt Ä mit dem Umkreis, so ist bekanntlich 

MA'^A'A", HA"^2HA', 

Die Potenz det Höhenpnnktes H in besag auf den Umkreisdee 
DreieekeB ist daher 2 • HA • HA\ Dieselbe ist aber «ach 12* — HM*, 

(1) HM*^S*-^'HA'HA\ 

Da ^ in der Mitte von MH liegt und Nm — r ist, so hat 

man Im* + Mm* - + 3(ii{-r)'; setst man hierin für HM* 

den obigen Wert und 3f wi* — B* — 2J?r, so folgt v 
<2) Ihn* ~2r*-HA' HA'. 

Wählt man den Uittelpuakt des Ankreises Über SC, dessen 
Badins sein müge, so ist 

m* + Mm\ = 2(''2'')V 2(|J? + r,)«. 

Also 

1^3; ^wj = 2r; - HA • Ä^', 

und analog 

(4) H^^2fl-HA'HA', 

(5) Sm| = 2r| - if-^l • HA\ 

Betrachtet man H als i^geben und den Umkreis, beziehungsweise 
den Inkreis oder einen Ankreis gewählt, so enthalten die Eormehi 1 bis 

5 folgenden Satz: 

^4//^" Iheicckf mit (Um TTöhmpunId H, die dem Umkreis einlteschrieben 
und dmiso diejenigen, die dem Inkreis nmsrhriehen oder einem Anlreis 
avibesdirit^m werdm können, sind Tripd für denjenigen Kreis, der H 

Mm Mmdpunkt mid dm Badk» V^(HM* — R*)^ Die SeUen der 

AnUt d« UttOimmMk «n« PhTaik. m,B«lli«. XXL S 
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ersten Bmedse uinkUUm dm PoUwkegdsdmitt des Umkreises, vmd die 
Edten der andern Dreiedce liegen auf den PioIMcegetsdmUten des In- und 
der Ankreise in letvg anf dm Kreis mU dem MiUdpunki K 

Ans den Gleichnngen (1), (2), (3), (4), (5) lasaen sieli Tenoliiecleiie 
itnd«ra ableiten, s. B. 

BJI--2Bm'^Ii'-4r*, nM'-2Hm\=^R'-4r% Hm\-Hml^2{i'l-t''^), 
Mm* + Hml + Hml - 3 Hm* - 2(r; -h r* -f - 3H), 
5«f + Ä«} - ÄJtf » - 2 (ff + r}) - JP , 
Hm*+mt\ + Hml + - 2HlP~2{rl + + r| + r* - JJ*). 
Zürich, Ende Dezember 1904. 



Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der Tliemodyiuunik. 

Von Cl. ä€HAEF£R in Brealan. 

Bei allen Beweiiem des zweiten HsuptsatMS wird Ton der Znstandft- 
gleichong der idealen Oase in folgender Weise Gebrauch gemacht: 
Wenn ein System eine Wirmemenge in einem umkehrbaren Prozesse 
anfioimmt» so liSt sich eine Fkinktion h so bestimmen, dafi das Produkt 
hdQ gleich dem totalen Differential einer Funktion S ist, die nnr Ton 
dem augenblicklichen Zustande des Systems abhängt Da dQ nach 
d«n ersten Hauptsal» keineswegs ein totales Dififorratial ist, so ist Ii 
der, oder genauer gessgl^ ein integrierender Faktor Ton dQ. Es kann 
ferner gezeigt werden, daft h nur eine Funktion der Temperatur ist^ bei 
der das befaeffende System die Wärmemenge dQ an&immt, dagegm 
unabhängig von allen individuellen Eigenschaften des Systems, Ist also 
der integrierende Faktor h &Lr eine einzige Substanz bekannt — er ist 
es in der Tat fOr ein ideales Gas — so ist er fQr sUe Substanzen be- 
stimmt Unter Zuhilfenahme der bekannten thermodynamischen Eigra- 
schaften eines idealen Gases ergibt sich k^j,, wenn T die sogenannte 

absolute Temperatur bedeutet Haa gewinnt dann den zweiten Haupt- 
satz in der Form 

(1) ^-rfS. 

Aus den obigen Darstellungen ei^bt sich sofort, daß es hemeswegs 
prinzipiell notwendig ist, mch auf die thermodynamischen Daten eines 
idealen Gases zu stfitzen, vielmehr wQrde Jede heHtllrige andere Snbstam 
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dasselbe kisteu, wenn nur eben diese Daten bekannt wären. Dnzck die 
Forschungen der letzten Jahre ist das nun in der Tat für eine zweite 

SubstAnz der Fall, nämlich für ein von gleich temperierten Wänden 
umschlossenes Vakuum, in Hern die schwarze Strahlung herrschti mit 
anderen Worten für den Kirch ho ff sehen Hohlraum. 

Wir TN'issen durch die experimentellen Üntersuchimrron von Lämmer 
und Pri n ü;^ Ii (' i m , daß die Energie pro Voluineuemiieit eines solchen 
Hohlraumes gleich ist aT*, wo T die Temperatur in Celsiusgraden, 
vermehrt um 27.'i° bedeutet; tf ist eine Konstante, deren absoluter 
Wert bekannt ist, um aber hier nicht interessiert. 

Hat der Hohlraum das Volumen so ist die Energie 

(2) U^^cT^V. 

Auf die Wände dieaee HoUraumee wirkt der Maxwellsehen Theorie 
jEufolge ein Druck 

(2) P-lT", 

dessen Existenz und Betrai? durch die Untersuchungen von Lebedew^ 
Nichols und Hull festgcstrllt ist Das ist hinrcirlirnd, um in dem 
Beweise des zweiten Hauptsatzes das ideale Uas zu ersetzen durch den 
schwarzen Körper. 

Wir wollen zunächst den ersten Hauptsat/ auf diese „Substanz" an- 
wenden, und zwar wuikn wir zwei besonders einfache Fälle betrachten, 
nämlich einen isothermen und einen (uliabatiscJicn rrozeß, die beide 
remsibel geführt werden. 

Setzt man in die Gleichung des ersten Hauptsatzes für ü und p 
ihre Werte ans (2) und (3) ein, so folgt fübt den isoßtemm Vorgang: 



dir» cI^dV-'dQ -^A^'dQ-^rdV, 
oder 

dQ^^öT^dV; 
für einen endlichen isothermen Prozeß folgt also 

wenn des Volnmen des Endxostandes, das des AnfiaigSBiiBtaiides 
bedeatet. 

Der «uKoftoliscft« Yotgaag ist diarakteriaiert dnrck dQ^O\ also 
liefert der erste Haoptsata die Beiiehnng: 

(5) dU'^-pdV 

oder mit Benatzung der We^j^. aus (1) und (ä): 
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oder 6iidlidi 

(6) J». F-CoMtoM. 




Das ist di^ Bedingung fOr einen adiabc^isAm Pros^A. 

Der größeren Anschanliclikeit halber wollen wir nun iiodi eii^^n 
roTenibeln Garnoiadhen EreuproKefl 4iunshl11hren. Derselbe besteht 
bekumtlieh ans 2 isothennen und 2 adiabatiaohen Yeränderangen^ wie 
ans dem Diagramm Fig. 1 an ersehen ist. 

Der Hohlraum befinde sich an An&ng auf der Temperatur 2\ und 
habe das Volumen Fj. Durch isotherme Dilatation wird letiteres auf 
^ Fg vennehrt, wobei aus einem Warme- 

t reeerroir Ton einer Temperatur, die nur 

unendlich wenig höher ist als T|, die 
Wärmemenge Qi an den Hohlraum ab" 
g^ben wird. Nach Gleidiung (4) ist 

Dann wird die „Substaus" adiabatisch 
i_ ' dilattert, wobei die Temperatur uuf 

sinkt und das Volumen auf steigt; im 
dritten Stadium wird dnrcli isothernip Kompression bei der Temperatur 
das Volumen auf V^ verkleinert, wobei aus eiueui zweiten Wärme- 
reservoir (ebenfalls reversibel) die VVännemeuge (iK aufgenommen 

wird. Endlich wird wieder adiabatiscb dilatiert, bis die Tenip* ratur 
auf 7*, ge^iUiilveu und das Volumen wieder den ursprünglichen Wert 
angenommen hat. Der Hohlraum ist dann wieder in seinem Ajifaugs- 
znstande, d. h. seine Euergi^ ist unverändert j folglich liefert der ers^e 
Hauptsatz das Resultat: 

^1 + <?. - - Qi — ^-^jpdv, 

wobei die Summe über die 4 Teilprozesse zu erstrecken ist. Diese 
Summe kann man berechnen; es ist nämlich: 



-*-F 



^fpd V ^ßd V ijpd V ifpd V ^fpdV; 
r,»'* r,i', r.r, r.r. 
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dabei Mit, wie ans den GrenzlwBeidiiiQiigeti eriichflich, daa exile imd 
dritte Integral auf MoAerffiem, dai sweite und Tierte aof oäkibafitiSieM 
Wege sa eratrecken. Ea ergibt aich ao der Reihe naeh: 

ferner aach Gleichnng (5) 

fpdV^-fdU ömV.-TiV,), 

JpdV^-fdü *y(n^i-^^4)v 

Durch Addition fblgt daraua 

(») 2ff<^^ A~i<,{Tl(r,- K.) + 21S(K,-.K.)). 

Diesen Ausdruck kanu man vermitteLs Gleichung (6) vereinfachen. 
Beachtet man uämlich, daß l\ und einerseits ^ und und 
andrerseits durch einen adiabatiachen Prozeß ineinander fibergeführt 
werden, eo folgt: 

oder durch Subtraktion: 

Biea in (8) eingesetzt, ergibt 

A ist die dem System von auBen zugeführte Arbeit. Setzt man Ä — — A\ 
ao iet A' die vom Syatem nach außen geleiatete Arbeit; also geht (9) 
Ober in 

(9a) A^iö T\(r, - r,) (J, - J.). 

Daa YerhUtnis von A' m der ana dem eisten WIrmereaerroir ent- 
nommenen T^farmemenge nennt man den Wkhmgsgrad rj dea 
Carnotachen Kzeisproaeaaee. Beraelbe wird demgemSB nach (9a) und (7) : 

(10) Jci-y^^ TT' 

daa iat der nSmliebe Wert, den man bei Benntsong einea idealen Gaaes 
erhält^ wie ee sein mnß. 
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Cl. ScHAKrEK: 



Ifihrt man fUr A' nach dam arsten Hauptaati noch Wert 
Q\ H* Q% ^ so folg^ aus (10) das bekannte Beaultai: 

(11) ^-2^^^, oder 



2; + 



BeTor wir nnn zmn Beweise des aweiten Hanptsatsea fibergehen, 
wollen wir noch ein spesieUes Besoltat f&r unseren Hohlraum ableiten, 
indem wir, diesmal ganz allgemein, den eiaten Hauptsata darauf an* 
wenden. Iis ergibt sich 



Bilden wir nun den Ausdruck ■ ^-^ so folgt 



(12) 



t 



P 



d.h. für UDseren Hohlraum ist -f- «in totales Differential; der inte- 
grierende Faktor von äQ ist j.' 

Dieses Resultat werden wir zur Ableitung des zweiten Haupt- 
satzes benutaen. 

Wir berechnen zu diesem Zwecke den Wirkungsgrad eines uttmä- 
Utk Hemen Garnotachen Prozessee, der mit «inw beliebigen Substanz 

auBgeftthrt wird. Wir nehmen 
demgemäß an, daß die Tempe- 
raturen Ti und sich nur um un- 
endlich wenig Ton einander unt^- 
echeiden; also 7^— 7,— d7. Auch 
die beiden adiabatiachen Knrven 
des Kreisprozesses unterscheiden 
sich nur um unendlich wenig tou 
einander. N«limen wir an, daß 
die adiabatische Bedingung für 
unaere Substanz durch die C^lei- 
cbung S B> oonstans gegeben sei, 
so erteilen wir der ersten Adiabate den Wert und der zweiten den 
Wert 1% und setzen dabei fest^ daß S^ — S^^dS sein soll. Man erhält 
so das Diagramm Fig. 2. 

Statt den Zustand des Körpers au/.u^el)en durch die Koor- 
dmateu p und \', können wir ihn oflfenbar auch gegeben denken durcli 
korrespondierend p Worte von T und S: d. h. wir fassen p (den Druck) 
und V (das Volumen) auf als Funktionen der neuen ouabhängigeu 
Veränderlichen T^S. 




n«. I. 
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Die bfli dem Kreisproseß geleistete Arbeit wird dareh den In- 
fallt des knunmlinigea Yierecki ABCD gegeben, welehee aus geo- 
metriedieii Orflnden sich ergibt zu: 



der ElanunetwudrOck ist die SubstitutimiBdeteniiiiuHit» von dp und dV 
ab Funktionen Ton S und T, 

Der Wirkungagnid wird g^ebm dnreh den Aoedroek: 



/dp dV dp 3V\ 



(13) sjc ^±JQt Vi 

Kon ist auf den Adtabaten, d. k. den Kurven dS — 0, auch die Glei- 
ehuiig dQ =^0 erfüllt, d. fa. und Q Tersckwinden gleichzeitig, aodaß 
man setzen kann 

dS^h dQ, 

wo h eine Funktion der Zustandsvariabeln ist, in der im allgemeinen 
«ber noch als Parameter die individnelien Eigenschaften des betreffenden 
KSrpers enthalten sein könnten. Xn nnsersm Falle also gilt die Doppel- 
gleichung: 

(14) dÄT - Ä, d - - h, d Q, (= )^ d q;) 

Avo h^ und A, die den T«mj)cratiii-eu '1\ und T., zugehörigen Werte 
dieser Funktion bedeuten. Wir können also in {l'd) setzen 

der Faktor von dJ ist hier, ura seine Natur zu charakterisiecen^ in 
die Form F(S',T) gebracht worden. 

Es läßt sich nun zeigen, daß F{SjT) für alle Körper denselben 
Wert hat, wenn man diese Körper zwischen den nämlichen Tempera- 
turen jfi und T.^ arbeiten läßt; darauf gehen wir hier nicht ein, da 
dieser Beweis in allen Lehrbüchern der Thermodynamik eingesehen 
werden kann. F kann also nur Funktion der Ten^erc^r sein, und 
zwar für alle KÜi fif r n''V vänih'che. 

Es ist nun immer nach Gleichung (14) 



" h^^~ " CT 



da T, — r, — d7 sehr klein ist, darf man setzen ~ r ^ /i t 



„1 

Cr 

also a^'_a^i + d V, - dTÖSj 
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bildet man den Wiikungi^inid, st» folgt 

(16) = +*^^« = A H = h ^' ÖT 

Yeri^icht man dieeen Wert mit dem andern in Gleidrang (15), so folgt 

* TT - F " ~ -^^^^ ''^ 

log Ä = F\jr)dl + (6') 

ist dabei eine Tollkommen willkürliche Funktion der andern 
Znstandmriabeln j9. 

Wir erhalten also unendUch viele integrierende Falctoten: an jedem 
tp{S) gehört em k, Setien wir wUSkäHidi if{S) — l, so ist doreh 
Kenntnis dee Wertes toh k fllr eine «tWiC^ Subetana Ii für äUe 8ah- 
fltanzen bekannt 

Nach Oleiehnng (12) ist aber fftr einen Hohlranm — ; folglich 
fOr aüe SubsioMtm h'^-^' Also ist allgemein 

■^-f' ^ dS eia totales Differential. 

Das iet der Inhalt des zwMteii Hanptaataee.') 

Breslau, im Februar 1907. 



1) Ich möehte hier auf eine Arbeit von A. Byk (Aon. d. Pbya. Itf, 1^06) hia- 
irdMo, die mit der voiUegenden laeltrfiMsbe Berfibnmgtpunkte hat; Herr Plenek 
hat mich auf dieselbe anfinerksam gemacht Was die von mir gewihlte Baweü- 

form des zweiten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich anHelmholtz's „Vorlesungen 
über die Theorie ricr Würmc'* mit Absicht lo «og als mOglich angeschloism, nm 
mich hier kürzer lassen zu können. 
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Tangentenkoustruktioneü für die Unikursalkiirven, 
welche als OrthogonalprojekUonen der Selbstschattengreiizea 
▼on Regelschranbenflächen auf eine aebsennonnale Ebene 

auftreten. 

Von Eduard Janiscu in Prag. 

1. Hat man zwei konzentrische Kreise (S, II und in ihrer Ebene 
einen festen Pnnkt a gegebeu, und zieht man durch a einen heliebigra 
Strahl 0, der G im Funkle e trifft^ leiehBet man ferner in dem Punkte 
X auf 17, der mit e nnd dem Mittelpunkte o der heiden Kreise in 
gerador Linie liegt, die Tai^^te an J7, dann trifft diese die a in einem 
Punkte p, der eine UmkusaUrarre 4. Ordnung besehreibty wenn a um 
a sich dreht. Diese Kurve stellt die orthogonale Projektion auf die 
Zeiehenebene der Eigensehattengrenze einer offmen Regebehrauben* 
fliehe t<»v deren Adise durch o senkredit inr Zeiehenebene gehi*) 

Errichtet man noch in o auf dem Radius oe» die Senkrechte, so 
trifft diese die a in einem Punkte wddier ebenfallB einer Unikursal- 
kurre 4. Ordnung angehört, die analere Bedeutung wie die Kurre (p) 
hat, nur ist die in Betracht kommende B^lschraubenfläche eine ge- 
schlossene. 

%. Eine QueUe für mannigfaltige einfache Tangentenkonstruktionen 
flir die und die |»-KurTe unter 1« liefert die Auflassung dieser 
Kurven als tafeiparallele Schnitte einer windschiefen Flache 4. Grades, 

die wie folgt zustande kommt. 

Es sei 0, in der Tafel gelegen, die Spitze eines Hotationskegels {K) 
mit tafelnormaler Achse; 6 und II seien besiehungsweise die ortho- 
gonalen Projektionen auf die Zeiehenebene zweier Parallelkreise (6), 
(77) Ton (iC), so daß octc die Projektion einer ManteUinie von (Ä') 
darstellt. In a endlich trefife die Zeichenebene eine zu ihr normale 
Gerade (31). Stellen wir uns mm vor, die o sei die Projektion einer 
Tangente (a) des Kegels {K) und zwar jener, die dpn Parallelkreis ( (5) 
im Punkte (cj, dessen Projektion der Punkt c ist triö't, so bemerken 
wir, daß die (a) die (31) in einem Punkte (a) scliuriflot, dessen Pro- 
jektion a ist Der Ort der Geraden (a) ist ersiciitiich eine windschiefe 

1) TgL etwa Bohn-Pappeiits, Dantellende Geometrie, S. Bd., S. lA4ff., 
wo eine ÜbSnidit Uber die renchiedenen Gestalten gegeben wird, welche diese 
Kurve aunehiDeti kann. 
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4g ISdqabk Jakisch: 

Flüche (F) TOm 4 Gnd«, deren Tafebpnr dureh die d'Kvaere dar- 
geetdlt wird, wahrend die p-Emre die Projektion ihrar SehniibkiuTe 
mit der Ebene des &naeB (il) bedeutet. 

8. Die Doppelktir?e 3. Ordnung der {F) zerfillt in die Gerade (tl) 
und in eine Ellipse (^), deren Projektion der fibor ao als DorclimeBaer 




beschriebene Kreis ^ ist Daß (9i) eine Doppellinie der (7^ vorstellt, 
sieht man unmittelbar ein, denn die tafelnormale Ebene durch ao ist 

ja eine Symmetrieebene von {F). 

Bemerkt man, daß in der tafelprojizierenden Ebene durch (a) noch 
eine zweite Erzeugende (a*) der (/') enthalten ist, deren Schnitt- 
punkte (c*) und ({f") mit (ß) beziehungsweise mit der Taiel leicht 
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angegeben werden kSnnen [denn es ist ofienlMur c'^ der zweite Sc)ixiitt> 
irankt Yon <S und a, wahrend so UBf^ daß cd* und (^d gleich, aber 
enigegengesetst gerichtet sind], so findet man die Projektion b des 
Schnittpunktes h* = (a) x (a*), welcher der Doppelknrre (8) angehSrt^ 
als Mitte von ce* oder also als Fußpnnkt des Lotes ans o auf a. 

Der Ort von h ist mithin der über ao als Durchmesser beschriebene 
Kreis. Bedenken wir jetzt, daß die o(b) in der Tangentialebene des 
Kegels {K) längs o(c) liegt, so stellt uns ß — der Schnitt der Tan- 
gente an € in c mit der ob — die Projektion des Spurpunktes (ß) der 
0(6) mit der Ebene des Parallelkroisps (6) dar. Der Ort Ton ß ist 
aber die Polare von a für Ii, somit ist {)}}) eine ebene Kurve und zwar 
ist die zu ao normale Ueriitle ä durch 0 dif Tafelspur der Ellipse (^Xk 

4. Wir sind nunmehr in der Lage für irsr^nd einen Punkt der l ai 
die Tangentialebene der (F) anzugeben, denn wir kennen die Tan- 
gentialebenen in den drei Punkten (a), (/;), (0). Nennen wir a, b, c 
die Tufelspuren dieser Tangentialebenen, so ist a identisch mit der 
gleichbezeichneten Projektion der (q), und c ist die Tafelspur der Be- 
Tührnngsebene an (K) längs o(c). Die b ist die (ierade dd, wo d den 
Schnittpunkt von & mit der Tangente an den Kreis 33 im l'unkte b 
bedeutet. Dieser Punkt ist die Mitte der Strecke, die von o und dem 
Punkte a X d begrenzt wird, üm för einen vierten Punkt (p) der (a) 
die Tafelspur p der Tangentialebene Temiehnen zu können, berück« 
eichtigen wir die bekannte Beaiehang, daß das DoppelverhSltnis 
iio) (b) {c) (p)) gleich ist dem DoppelTerh&ltnisse der Tier Tai^jenttal* 
ebttien in (a), {b), (c), (p), welches aber denselben Wert hat wie das 
DoppelTerhSltnis (abcp) der vier Tafelspnren jener Ebenen. Da die 
Projekticnien a, h, e, p ma DoppelTerhUtnis besitasen, wdches dem 
Doppelyerfaaltmsse der Tier Punkte im Baume gleichkommt, so haben 
wir mithin p so m bestimmen, daft (abcp) — (ahcp) ist Man sieht 
Imeht ein, daß die p eine Parallele der Tangente in an die Ptojektion 
des tsfelpaxalleleii ebsdun Schnittes der (F) durch (p) darstellt so daß 
jede Ermittelung Ton p sugleich das Problem der Tang^tenkonatmktion 
der p- Kurve löst. 

5. Wir wenden die Ausführung des vorigen Artikels zunächst an, 
nm die Tafelspur b der Tangentialebene im Tafelspnrpunkte d der (a) 
zu konstruieren. Die b ist offenbar zugleich Tangente im Punkte d 
der i^-Eurre. Wir können unmittelbar den Schnittpunkt d^ der b mit 
irgend einer Geraden der Zeiehenebene ermitteln. Nennen wir a^, 
h^, die Schnittpunkt« der q^ mit beziehungsweise a, b, C, so ist 
iahrd^ (/^i^'i^'irfj. und gibt also der Punkt bc^>^t cb^^ mit a 
Terbunden, die Direktiousachse ^ der beiden projektiven Punktreiheu 
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(aheä..,) und (a^biCiä^ , . so daß etwa erhaltea werden känH^ 
indini wir den Sclmittpimkt ^on ^ mü Cgd verbinden mit e imd die 
Yerbindnikgilinie mit der ^ in som Schniite bringen. In der Figor 
erscheint die g, als die Parallele au h dxaeh. den Sclinittpuiikt axft^ 
der also den Punkt dantellt, angenommen. Der Punkt ^ liegt an« 
endlich fem und Cj c x g| liegt im Endlichen. 

Es Iftftt eiisli leidit zeigen, daß in diesem Falle ^ oSj parallel 
au c lauft Wegen (ob)* be - bd — ha ' ba^ besteht die Proportion 

^ — = • Nun ist, da cx, o. c,, =- ^f' j und daher ißt = 
be bo be bxi bx^ ba 

woraus unmittdbar unsere Behauptung J =^ ax^ parallel zu c^d oder C 
folgt. Da die ex^ offenbar die Strecke a^s {s Schnittpunkt von ft mit 
der Tangente an (S in c halbiert, ao iat dgS'^^eg.^) Verbinden wir 
p mit d^ und dm Sdmittpnnkt jfj der ^ und der pd^ mit so trifft 
dieae Verbindungelinie die in j»,, und dp^ stellt die Tafelspur der 
Tangentialebene in (/>) der (F) vor, d. h. die Parallele zu p^d durch 
p liefert die Tangente der |»-Kurre im Punkte p. 

6. Von der Ermittelung des Punktes unabhängige Konitmktionen 
für die Tangente in p etgeben sich natfirlich ebenfalls sehr leicht. 
Ziehen wir durch p die Parallelen a\ h*, c' zu bezw. b, c (a'^a)^ 
so ist, wenn p' die Tangente in p bedeutet: (a'b'c'p') — (abep). 
Nennen wir a', b\ c\ p' die Schnittpunkte einer beliebigen Qeraden ^ 
mit den Strahlen a', V, t', p', so ist auch (a'b'e'p') — (abcp), und dt» 
Verbindungslinie von n mit dem Schnittpunkte hc' x cV ist difr 
Direktionsachse der beiden projektiven Reihen {a'b'e'p') und (uhcp),. 
so daß p' erhalten wenlen kann als Schnitt von S mit der Verbindungs- 
linie der Punkte c und J' xc' oder h und ^' x b'. 

Ziehen wir speziell durch a eine Gerade 9", so schneidet diese 
den Büschel (a'b'e'p') in einer Punktreihe (a"h" c"p"), welche mit der 
Reihe (abcp) perspektir Hegt, und ea ist daher der Schnittpunkt von 
hh" und cc" das Perspektivitätszentrum tf", welches offenbar der p' 
angehört In der Figur iat g" mit ^ identisch angenommen. 

Prag, 24. Juli 1904. 



1) Tgl. WiSner, BanteUende Geometrie, S. Bd., S. ft08. 
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L& Spirale de F&ppus; 

Par M. GiNO Loria ä Genes. 

1. Un oelibre geom^tr« grec, Pappus d'Alezandrief a remarqae^) 
que, oomme on &it naitre dans le plan nne epixale par la trace d'nn 
pomt qni ae ment ayec nne Titeaie eonstante anr nne droite tonmant 
aatoor d'un de mb poinls a?ec nne vitease Clement oonetante, on 
peni engendrer aur nne aph^ nne apirale d'one mani^ aemblable. 
Imaginons, en effet, qu*nn gnutd cerde de la sphere (dont nonp 
appeUerona 0 le centre et R le rayon) tourne imiform^ment antour 
d'un de ses diam^trea (Vaxe de la-fignre) en partant d'une -^ rf line po« 
sition initiale; supposona encore qu'un point P parte d'ane dea ex- 
tr^mitaa A de laxe et parcoure la peripherie de ce rercle avec un 
moaTement ^(alement nniforme et tel que, loraque le plau du cercle a 
fait un tour complet, le point P ait decrit un quadrant.*) Par le con- 
cours dp ce double mouveraent le point P traw?ra sur la sph&re une 
courbe. qui est rnnalogue de la sj)ir.'ilp d'Archiinede, et qu'on peut bien 
»ppeler [ce que nous ferons) ♦spinile du Pappus». 

Ponr la represpnter anHlyti<(UPment uous nous serrirons d'un 
Systeme de coordonnees poiaires sur ia sfihere: ä savoir l'arc q du grand 
cercle compris entre le point considere et le point Ä et l'angle co qne 
l'arc AP fait avec la pi s tion initiale du grand cercle mobile. Alors 
les couditioua imposees au mouvement donneut tout de suite la reiation 

<i) « - 4p 

qni est precia^ment T^ioation polaire de la ooorbe dont il 8*agtt. 

A Taide de oette ^qnation il est aise') d'^tablir nne propriet^ me- 
triqne dont jonit la conrbe de Pappue et qni n'a paa ecliapp^ ä oe 
g^om^tre. En effely la diffifrentieOe dS de Taire balaj^ par Tare AP 
lonqne le point P decrit la conrbe, a'ezprime par la formnle 

rf/S — iJ*(/c}(l -cosp) 

1) CoUectione» maAemaUeae (ed. Hultachi, p. 264. 

2) Cette derni&re condition peut bien 5tre .^npprinif'o sans qu'il en resulte 
la perte d'an hon norabre den propri<?tes de la cuurbe eu qucBtion; en Tötant 
oa voit naitre toute une clasae de courbes, quelques -uuea algebriques, d'autre& 

iiaiuoeiiduitea. 

8} Comp. m<m cnTrage Lt teieme e$tttu ndP euUtM Gnda. Libio II: Jl 
periodo arganUo deffo geomtria gncut p. 18. 



Ly Google 



4ß Omo Lomu: 

ou bien, ä cause de requatiou d l, 

en uMgnni d^puis p » 0 jugqu'a p ^ od troure: 

fif-4iJ»(p-smrt;-4JR*(;-l)- 
Mais la sm&GO £ de la demi-ephäi« est — 2xE\ par caBseqnent 



egalit«' (\n\ exprime la propriete citee. 

2. Füur {)arvenir ä une representation des coordon; de la 
Spirale de Pa})pus fonction d'un paraiuetre, iious clmisirt us im 
Systeme daxes cartesiens orthogonaux, ayant Fax-' <]es ^ parallele a 
l'axe de la figure. Alors, si a, h, c sont les co»)iduuuoe8 du centre 0 
de la spbere et x, z Celles du point on aura 

— a + i( sin p • OOS s»y y «« 6 + ^ sinp • smo», — e + üoosp, 
c'estrikrdire, cause de requation (1), 

OU bien 



(8) 



y — 6 + -j- (cos äp — cos 5^) 
B «e + jRcosp. 



Or si l'on pose < — tg^ , ce.s eiiuaiious m trauslorment en d auiie-s qui 
donnent ./ . y, z corame fonetions rationnelles eritifTes de degres ^ 10 
de la variable i. Cela prouve que (taadis que la Spirale d'Archimede 
est uiie conrbe transeendente): 

Im Spirale de Pa^pm est um courbe raliomieUe du dixicme ordre}) 

t) Tocii le moade sait qns las aaeiMM ont eanau naa eowbe gauolie <f« 
giMrtridai« win: o'sst oelle dost s'sat terri Arcliytat ponr rfiioudre le pKoUeme 
de IMIos. Mais, si je ne me trompe, personne juHiiu' ä präsent n'avait fait la 
remarqne qu'il» en ont considf^rt' nne ä'nn dog^rt' aus^i elev^ que la spirale de 
Pappus; M. Gomes Teixcira, qui a appliqu^ ä cette courbe les m^thodea et 
les fhteries de l*aaaljse ütfinitäsiiindc (voyei ton Tratadot de la» 
noMk$i Madrid 1906, p. 591—684), a'a pas xemarqii^ aa moins ezplidtemeBi, 
qa^il t'agisssit d'ime eourbe algArique. 
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n est en general plus avantafjeux de conserver p comme variable 
iudependaiite et par suite les equations (2) ou (3) comuie equations de 
la courbe. 

3« De ces equations ou tire 

81 donc on pose 

ou aura 

d'oü, par l'elimiiiatioii de q, 

(4) «-J2eiii|^; 

c'eet l'eqtiatioji, en coordonnees pcilaires ti, ^ de la projection ortho- 
gonale Sur le plan xy, de la Spirale de Pappus; or requation (4) re- 
pi^sente uue rosace,*) donc: 

La proji'ction orthogonale de la Spirale de Pappus sur tM giaH 
mrmal ä Vaxe est um rosace (du dünetne ordre). 

On parvient a deux autres courbes du mkme ordre, mais qui 
n'appartiennent, a ce que je crois, ä aucune classe conuue, eu projetant 

la Spirale de Pappus (sar le plan xz, c'est-a-dirc) sur un plan parallMo 
a la positiou initiale du cercle mobile ou bien (sur le plan yz, c'est- 
a dire^ ^nr nn plan parallele a Taxe de la ligure et normal ä cetfce 
posiUou initiale. 

Si an contraire on projette la cuurbe du centre 0 (a. b, c) de lu 
pphere donuee Bur le plan xy, on parvient ä la courbe ayant les €qua- 
tions suivantee: * 
e(8in 6g — 8iu ^9) j. c (cos 3g — cosöq) 

tco»g » S'"'* Scö^i 

Or ces equatious donnent 

et si Ion introduit derechef les variables tt, q> definies ci-deB8a8y on 
arhve ä i'equation polaire de la projection: 

(fi) ff - c ig ' 



l) Comp. ßpuidU o^eftraMdk« tMu2 transzendente ebene Kurven (Leipzig 1902, 
B. O. Tenbner), p.S97 et ndv. 
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Or e«tte eqaation represente m Dceud^); donc: 

La pyojedmi de la spirale de Fappus faite du centre de la sphere 
oii eile est tracee sur un plan normal u Taxe est un nfpud (du dtxienie ordre). 

4. On peut representer grapkiquement d une uianiere assez commode 
ia spirale de PappuK en ayant reeours a la metbode de Monge et en 
choisiBsant les })lans liorizontal et vertical de projeetion paralleles resp. 
aux plaiis xy et xz de la ri preseutatiou analvtique. Marquons (voyez la 
figure) les points 0~{0', 0") ei Ä^{A', A") avec les conditions que 
A' comcide avec 0' et que 0'{^A\ 0'\A" se trottTent mr la m§me 
ordovmSe (e^est-a^dire Bur la m^int p^rpeodienlaire ä la ligne de terre). 
Alora tooa lei points i^els de la sph^e dona^ se projetteroni hori- 
zontalement (▼erticalement) a rintärienr du oerele (on T^) de centre 0' 
(ou 0") et rajon IL Soit B — {B\ B") la position ä laquelle am?e 
le point ^n^ratenr de la courbe lonque le grand eercle oonsider^ 
a &it un tonr eomplet antour de Taxe de b figure. Divisona le 
qnadiant Ä*B** en on certain nombn» n (p. ex. 8) de parties €gales et 
faieons snbir la mdme divieion au cerole Tj; numi^reions lee points de 
dinsion de manik« que la num^tion proc^de eur le qnadrant de^" 
rers et enr depub B' duiB le eens de la rotation du jgnuid 
cerole g^n^teur; soient iV'et P' deiix poiuts de divisions homologues etP" 
le point ou 0" B" est coupee par l'ordounee de P. La corde NHN 
du oerde F, sera la projeetion verticale d'un petit eercle de la sphere 
stur lequel tombe le point de la spirale de Pappus relatif au quadrant A P. 
Or celui-ci se projette Terticalement dana le quadrant elliptique dont 0"A" 
et 0"P" sont les demi-axes; par consequent M" n'est que le point o': 
ce quadrant elliptique est coupe par la droite NH. Mais ee quadrant 
et le quadrant eirculaire Ä" B" sont des figures correspondant^s dans 
une athnite dont 0"Ä" est l axe et B P" un couple de poiuts homo- 
logues; donc M" est le point qui correspond dans cette affinite au 
point N. Pom le ronstruire il suffit ovideiuinetit de det<»miiner le 
point K oü äc coupeut ies droites B"N et (J 'Ä et d nuir ee point a P 
cette droite coupera NÄ" au j>oint ]\f" eiierche. L'ordounee du point 31" 
rencontre le rajoa 0 P au point JI . En rep^tant cette constructiou 
sur les n points N on parvient a w points 3f ( M\ M") de l'arc A B 
de la spirale; variant n on parvieii*iiu a aatunt de points que Ton 
Youdra de cet arc. La courbe complete est formee par quatre arcs 
pareila. 

Menons la droite OM et detenninons sa trace horizontale Mi \ le 
iieu des points Jf^ est le «nceud» (comp, n^ 8), projeetion de la courbe 

I) Ouvr. citö dans la noto pi6c., p. 184. 
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fnite du point 0 sur un plau u l uxe de La figure; et si l'on considere 
le point M comme place aur la correspondante geueratrice du cjlindre 

AtvliiT 4«r M«titM»Mfc «ad Fhyiik. m. MIm. XU. A 
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qni projetto la conrbe siur le pnmier plan, M poniFa') se rapr^ienier^ 
par la m^ode de la projectxon emtrale, par la notation 3f= (Mi ; M', 0 

5» Nous allons nous proposer la recherche d'un procede pour 
construire les deux projections de la tan^ente daus uii poiut quel- 
conque 3f de la spirale. Remarquons avant tout que les equations de 
la tangente ä la spirale sont 

^ ^ ^(6co8&^ — SoosS^) " ^(68mö( — SBinSf) — sin 

0^ XfTfZ sont les ooordoamteB d'un point qaekonqne de cette droite^ 
tMidiB que les eooidonn^ x, m dn point de eoatact sont donn^ 
par les lelaÜona (3) on (S). 

Remarqaons ensoite que la projection de la tangente est la tan- 
gente de U projection; done la projection borizontsle de la tangente 
en Jf ä la qpirsle est la tangente en Jf ' ä la conrbe (4). Or de oette 
eqnation on tire 

Tatonr de la sonsHDonnale pokire; eette Tslenr pronTe que si Ton mtoe 

le Segment Ü'C tei que 1 äugle M'OC soit egal ä dans le sens positif 

du mouvement et que M'C ~ H, et si Ton marque Ic. point D tel que 
O'D = \ Ö'Cy la droite DM' sera la nonnale en M' de la projection 
homontale; la tangente sera donc la perpendiculaire de M' a DM\ 
Quant ä la projection verticale, on en connait dejä un point {M.")\ 
il auffira donc d'en trouver im autre: il est bon de prendre comme 
point aiixiliaire eelui, T. la tangente dont il s'agit perce le plan 
horizontal qui passe pnr lo rmtre 0 de la spbere donnpe. Les co- 
ordounees de T se deduisent dep 'Vpiations (6) en j faisant ^»jv; 
les relatious qui en resulteut donneut: 

Wr*^ X-x' + T=y* - jß« Cöt«p(oos«p + lösin« 9), 

Or pour constniire cette valcnr on peut sV prendre de la maniere 
suivante. Prolongeons la droite HM" jusqu'au point / de mauifere qu'on 

ait HI=^4HN. Comme Taagle A' O 'J^ est ^gsl a.^ et O E'^Econg, 
IH^AJttmfff on ania 

sin'p ; 



1) Yott pour eette noietion mu VorUtm^en 4lbtr dantdUude OwMlrüf 
I, Bd. ^paig 1907), p. 9$. 
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eoiwfcnuBimB a -pHamk le tviuigle 0"IJ jrectangle eu 0'* et doiit Tangle 
aiga O^IJ 8oit ^gal ü p; U yiendra 

Si donc on porto ä partir du point j|f' mu la direction positiTe 
de la tangenie t' le B^gmeut MTmm 0"J, Fordonn^ qni passe par T 
oonpeara en la dioite 0"B\ M^T' sera la projeetion chereh^ 
▼erticale i". 

^ On peut lemarqner que, lorsqne le poini M d^crit la spinley 
le poiat T' dtfteimme Sur le plan horizontal la conrbe doni lee ^uations 
sont (eomme il est fa«sile de ▼oir) 

X a — ^j^^ (cos 2(> — cos 4^ — cos 6p), 

F— 6 — g-- (sin 2p >- 8m4p — sin 6p) . 

Cette courbe est la projeetion horizontale de la seetion de la 
developpable osculatrice de la spirale de Pappus sur le plan horizontal 

mene par 0; il s'ensuit que la tangente u en T' a cette courbe est 
la projeetion horizontale de la trace sur ce plan du plan oseulateur 
en Jlf a la spirale; u" tombe evidemment sur 0"B " . Gr Ifs clroites 
t = (f\ t") et » s (m'j m") sufiiseut evidemment pour deteriniuer le plan 
(iscnlateur en Jf Tpoint quelconque) de la spirale. Rien ne pronve, 
ctjie u(iant, qu'ou ue puisse pas trouver pour ce plan une constructiou 
plus simple; nous engagtous les lecteurs ä la chercher. 

GSnes, dO octobre 1906. 



Streiutrdaie in der RftcUeitnng elektrisclier Bahnen. 

Von Carl Michalke in Charlottenborg. 

1« EUktriseb betriebenen Straßenbahnwagen wird am einfiuihstett 
tmd wirtsdiafOichsten die erforderlidie Energie zagef&hft, wenn die 
Schienen sur Fortleitnng des elektrischen Stromes benutzt werden. In 
der Regd wird der oberirdisch gefOhrte Fahrdraht mit dem positiToi, 
das Gleis mit dem negatiyen Pol dar Gleiehstrommaschine Terbmidett. 
Die Yerwendong der Schienen Ar die Bflckleitnng des Stromes gibt 
jedodi za Tersehiedenen StSrongen Veranlassong. Hauptsächlich stSren 
die ans den Sehieuen in den Erdboden entweichenden Strsustrome, die 
sogenannten vagabundierenden Strome. Es ist nämlich im allgemeinen 
nicht mö^ch, die Schienen ToUkommen Ton dem umgebenden £rd- 

4* 
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bodon zu isolieren. Die gut leitenden Schienen befinden acli in einem 
weniger gut leitenden naek tinsetnen Richtungen hin unendlieh aus» 
gedehnten Medium, in dem eich nodi andere dektrisch gut leitende 
Kdrper, me z. B. 6aft- und WaaBerrohre befinden. Dnreh das Abirien 
der Shöme aus den Gleisen in den Erdboden ▼erden die Schienen 
snm Teil entlastet, der Spannungayerlust wird rermindert. 

Die ans den Gleisen entweichenden Streoströme durchdringen teil* 
weise nudi die in dem Erdboden Torhandenen metallischen Leiter. Da 
dar fenehte Erdboden im wesentlichen elektroljtisch leitet, so bringt 
der Strom an den StdloB, an denen er ans den Leiten^ etwa den Ges- 
und Wasserrohren, anstritt, diemische Zereetaungen herror, durch die 
die Lebensdauer der Rohre vermindert wird. 

Die StrenstrQme in der Erde Teräiidom auch die örtlichen Werte 
des Erdmagnetismus der Größe und Richtung nach, können daher 
physikalische Meßgeräte auf weite Entfernung hin stören. Die Streu- 
ströme können in Telephon-, Telegraphen- und Signalanlagen eindringen, 
wenn bei diesen die £ide cur Rückleitung benutst wird, und können 
auch in diesen Störungen rerursachen. 

Während alle diese letzteren Störungen der unmittelbaren Heohach- 
tnnp unterlienren , können Kohriinfressungen ganz unbemerkt vor sich 
gplr^n, sodaß größere Schäden erst nai-h »'iupr laiiLfpr^n Reihe von 
Jahren bemerkt werden. Dies und der hohe Wert der ausgedehnten, 
gemeinnützigen Zwecken dienenden Kohrleitungeu gab Veranla.ssung, 
daß sich die lechuiker aller Länder auf das eingehendste mit den 
Fragen des Schutzes der Rohre gegen die Streuströme beschäftigten. 
Diese Fragen sind nach vielen Richtungen hin durch Rechnung und 
Beobachtungen verfolgt worden. Rein experimentelle Untersuchungen 
lassen meist bei der Schwierigkeit der Materie um* örtlicli gültige 
Schlußfolgerungen zu. Bei der mathematischen Behandlung muß man 
sich mit Näherungswerten begnügen, da der stete Wechsel der Boden- 
beschaffenheit, die Tcrinderiiche Lage und Venehiedenartigkeit der im 
Erdboden befindlichen Metallmassen, die Begrenzung des Bodens durch 
Hauerwerk und dergl., der Grundwasserstand usw. die Verhaltnisse 
ortlich und seitlich ändern. Diese Diskontinuitiit in der Leitfähigkeit 
des Bodens beeinflußt stark den Verlauf der Streuströme in der Erde, 
sodaß sich genaue Fanktionswerte nicht aufstellen lassen. Es muß 
jedoch die Rechnung der Beobachtung zu Hilfe kommen, wenn Regeln 
aufgestellt werden sollen, nm schon beim Ban einer Bahn auf die Ge- 
fahrdung der Rohrieitongen Rftcksicht nehmen, den^ TOraussichtlichen 
Verlauf der Streustrdme in der Nihe d«r Rohrldtungen bestimmen 
nnd die sweckdienlichsten Schutzmaßnahmen treffen zu können. 
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Den Verlauf der Erdströme in größerer Entfermmg, sowohl seit- 
lich von den Glüi.^cn als auch in größerer Tiefe zu verfolgen, hat viele 
Vorteile; fQr die Frage der Gefährdung der Ilohrleitimgen kommt aber 
im wesentlichen Richtung und Dichte des Stromes in der Erde in 
Betracht, der ron den Rohren zn den Gleisen Terliuft. 

*2. Gewöhnlich ist der positive Toi der Glcich.stronuna.scliiue mit der 
Oherleitunp; der elektrischen Bahn, dem Fahrdraht, vorlninden, während 
die Schienen an einem oiit r mehreren Funkten (»SchieiienßpeisepuTiktenj 
mit dem negativen Pol der stromerzeugeuden Maschine verbunden -ind. 
Die Schienen bilden also die Kückleitung des Stromes. Die aus den 
Schienengleiseu in den Erdboden austretenden Streuströme verbleiben 
zum Teil in der Erde, um an geeigneten Stellen wieder zu den Gleisen 
zurückzukehren, ein Teil, und dieser interessiert besonders, dringt in 



I 




IIIIII I II I I 1 I 1 I I I 1111 
i i* ^ l l l * 

Fi«. 1. 

die Rohrleitungen ein. Parallel zu den Gleisen besteht also noch der 
Stromweg: Erde, Rohrleitung, Erde. Es sei im folgenden zunächst 
ai^enommen, daß der Strom im weBentiichfln yon den Gleisen nach 
Rohrleitungen fließe (Fig. 1), wie dies Ton Haber^) bei nicht zu 
großer Rohrentf(raBnDg beobachtet wurde. 

Der Ton der Oberleitung durch die Wagenmotoren den Gleisen 
zufließende Strom sei rom Endpunkt der Strecke ans gerechnet / («). 
Der Wert hangt ron der £ntfenmng und der Belastong der Wagen 
ab. Sind die Wagen in geringen Abständen gleichmäßig Qber die 
(unrerzweigte) Strecke Tertefl^ so kann man setsen 

m - -Ir» 

wenn x die Entfernung Töm Endpunkt^ L die Lange der ganzen Strecke 
(gewQhalieh freitragende Streike genaiintl nnd der gesamte Maschinen- 
strom ist. 

1) ZeitMhr. iBr Etektroehemie 190S, Iß, 40. 
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Der Strom J in den Gleisen ist gleich dem zugeführtea / ver- 
mindert um den in die Erde entwichenen Betrag i 

Ist der Widentand dei Oleiaes i&r die Streekenemheii W,, wo ist 
ear £Br die Strecke dx f^eich W^dx. Entspreehaid aei der Bohrwider^ 
■tsnd Ar die Stnckcneiiiheit W^, alio fOr die Strecke dx gleich W^dx* 
Ist das Potential an einem Gleiepunkty das entsprechende am 
Bohri 80 ist 

-dV,^JW,dx, -rfF,-iPr,rf*. 

Ist w der Üheigangswidenitand f&r die Längeneinheit vom Gleis nach 
dem Rohr, mt ist der auf der Strecke dx fibertretende Strom 

Banns folgt 

Nun ist: 

<!»/ tPIjx) _ ^ 
ifjf*— dx* rf«»' 

folglich: 

- + w.) + m - - 0. 

Unter der Annahme^ daß die Strecke gleichmäßig belastet ist ^I(x) — 
md ^ = 0, demnach 



dx* w Lif ™ * 



Die Auflösung der Differentialgleichong ergibt, wenn «' — — — 
gesetet wird. 

Die Konstanttti sind ans den Grenzwerten zn bestimmen. Um ist 

J^O für 3;-0, 
J'^J^ für X ^ Lf 

demnach 
Dies o^bt 
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demiiMh erhÜt man für den GleiMtrom: 

unter d«r VomusgetKiiiigy daß den Gleisen gleichm&Big Strom zugeführt 

wild — Werden andere Yoranaaetwnigen ftlr I((g) gemachly 

80 ändert eieh die Differmtialgleiehaug. Bandet nxAk z, B. nnr ein 
Wagen am Ende der Strecke, so ist I(x) » const. 

Der Sireuätrom i ergibt sich aus i = 1 — J ^ — Ji 

Für die praktischeu Bedürfnisse geeigneter sind einfachere Gleiehuugen 
in Annäherimg. Wenn man Zähler und Nenner des £iponential- 
ausdru^^ks von üleichnng (2) in Üeihen entwickelt, erhält man den 
Näherungswert 

Der Höchstwert von i" wird erreicht für a; — • 
FOr diesen Wert wird 

^^^^ ' e«? + i*(M',+jr,)" 

Am Anflug nnd am £nda der freitragende Strecke ist der Strea- 
«trom NolL 

Nnn wer ^ — — /TT, oder 

Der Spmnngsfednsi Ubug» der gmsen freitragenden Strecke L des 
Oleieee iat 

oder angenSheri: 

tr oo , d.h. wenn dnreh Isolierang der Schienen die Bntwicke> 
long von Streuströmen verhmdert ist, wird Jg^' » « 
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Wird der Wert fDr (Gleichung (3a)) in Gleichang (2b) eingeeetst» 
so erhalt man als Höchstwert IQr den Erdstrom 

X 0,76 7, 

Der Hdchstwert des Erdstroma hingt demnach Ton dem Produkt ^ 
lAnge Zt der firntragend<ai Strecke und der Spannung auf dieier 
Streeke ab. 

Dnreh das Entweichen von Strom ans den 'Gleisen wird das 
Spannnng^efalle in den Gleisen Tennindert Der Spannungsrerluit 
vermindert sich bei gleiehmlfiiger Schienenbelastnng um 

# jr V jp _ _ 

— XI, - ^. = 12 «? + iL*(W, + * 

Obwohl die Vfrmiüderung der Spannung in den Gleisen durch 
Verminderung des Qleiswiderstaudes (starkes Schienenprofil, gute Stoß- 
▼erbindnng, geringe Belastnng mit Strom) die ^twickelong Ton Erd- 
strSmen Tennindert, gibt geringer Spannangsrerlnst in toi Gldsen 
m»ch nicht Sicherheit gegen großes Stromentweichen, da E, auch bei 
kleinem w und kleinem W, klein wird. 

Die Spannung im Rohr längs der Gleise ist ^-^ — — iWf,dXf woraus 



Die Spannung im Kohr auf der ganzen Strecke L ist demnach: 
angenShert: 

^^^^ nw-^tL*{W^-^w^ w. 

Die höchste Spannung in den Rohren ist proportional der in den 
Gleisen. £s ist: 

Er. J 

Das Spnnnnncjsgefälle nähert sich demnach unisomehr dem der Gleise, 
je größer der Kolirwiderstand W^^ je länger die freitragende Strecke 1* 
und je kleiner der UbergaiigKwiderstÄnd ic ist. 

Ist der Erdboden bei /u großer lüntfernung von den (i leisen gleich- 
mäßig leitend, befiindeii siL-h also keine Kohrleitungen in der Nähe, so 
verzweigen sich die Ströme gesetzmäßig. Die Aquipotentialtlächen ftlr 
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.ein«n soldten Fall ra bestimmen und bo die Spannung zwisehen Gleis 
nnd den cuuelneB Punkten der Erde su finden » hat meist nur theO' 
retisehee Interesse, da hierbei die Erdstrome nnr m den Gleisen selbst 
Korrosionen Tennlassen. Sind parallel zu den Gleisen in nicht zu 
weitem Abstände Rohrleitangmi verlegt, so ist die Spannung zviachen 
Gleis und Rohr: 



(5 



dx * ' 



oder angenähert: 

(oa) e — 

Demnach ist der ans den Gleisen oder Robren auf einer Strecke dx 
(z. B. auf eine Länge Ton 1 m) aastretende Strom 

Es treten die Höchstwerte für die Spannungen zwischen Gleis und 
Rohr und demnach auch für Strömung zwischen Gleis und Bohr am 
Schienenspeisepunkt (x » X) und dem Endpimkt der freitragenden 
Strecke (x = 0) auf. Der Strom in den Rohren selbst ist an diesen 
Stelleu Null. Sind mehrere Schienenspeisepunkte vorhanden, setzt 
sich also die Gleisstrecke zwirchen zwei Speisepnnkten aus zwei fi'ei- 
tr^nden Strecken zusammen, so wechselt an den Enden der frei* 
fragenden Strecke der Strom in den Rohren die Bichtung. 

In der Ihitfernung y- vom Endpunkt der freien Strecke ist bei 

den Voraussetzungen^ unter denen die Rechnung durchgeführt wurde, 
die Spannung zwischoi Gleis und Bohr Null (neutraler Bereich); es 
findet demnach keine Strömung zwischen Gleis und Rohr statt, wahrend 
der Bohrstrom (Gleichung 2 a) seinen Höchstwert erreidit. Ist der 
Fahrdraht mit dem pcwitiTai Pol des Generators verbunden, so ist 
nach dem Endpunkt der freitragenden Strecke hin der Erdstrom Ton 
den Gleisen nach dem Rohr gerichtet Infolge der Wasserstoff- 
polarisation wird das Bohr gesehQtzt (Schntzhereich), während nach 
dem Speisepunkt hin die Stromricfatung umgekehrt ist Im letzteren 
Bereich (Gefahrbereich) werden die Bohre konrodiert| falls sich das 
Eisen nicht passiv (unangreifbar) yerhäl^ was jedoch im Erdbod^ fruit 
nie der Fall ist. 

Anch im Schutzbermch sind Konrosioneu nicht völlig ausgeschlossoi. 
Sind s. B. Bohrleitungen Ton Tersehiedenem Widerstanjde in Ter- 
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sobiedener Enifemang Tom Gleise Torhandeii oder Rohrleitnagen imd 
eiw» nahezu widerstandslose Gbtindwasserleitimg Ton großem Qaer- 
Bclmitt^ so sind, wenn die Übergangswidentande««;' und tr", die Leitungs- 
widerstande Tf^ nnd W'J sind, die Spannungen zwischen Gleit und den 
Eohrleitangen (unter Vemachläesigung der Verschiebongen, die durch, 
den Slsronura^leich auftreieD) angenähert: 

Die zwischen den Rohrleitungen auftretende Spannung ist 

e -t" ^ap-^x^y 

C enthSlt die Sehieoen- und Bohrwideistande, Übergangswidemtande 
und L&ige der freitngendffli Strecke, hn. Sehntsbesirk z. B..wQrdeii 
StrSme Ton den Gleisen in den Rohrleitungen, außerdem StrSme ron 

Rohrleituuijreu mit sTröfierem — ' * au solchen mit Ueinerem zijljl^ 

IT IC 

verlaufen. In den Straßen ist der Rohrwiderstaiid wegen des wechsehiden 
Querschnitts und der vielen Abzweigungen nicht auf giößere Länge 
konstant, weshalb eine genaue Berechnung schwierig, wenn nicht un- 
möglich ist. Würden die Widerstandswerte konstant sein, so würde 

im «eutaüeo Berich (fte x - ^g) k«»* Sp«u>»ag iwi«iea deu ei.- 

seinen Rohrleitungen bestehen. 

Verlaufen parallel zum Gleise mehrere Rohrleitungen Toneinander 
isoliert oder metaHisch verbundeni so ist in den entwickelten Gleichungen 

fQr die Leitfähigkeit des Rohrs J,- die gesamte Leitfähigkeit ^"i^^» 

für den Übergangswiderstand w alsdaun ein mittlerer Wert zu setzen. 
Für TT), = 0 wäre dann der Höchstwert für die aus den Gleisen aus- 
tretenden Streuströmo tT^'j-eben, in dem auch etwa durch ürnndwasser- 
leitung abgefangene Erd^iti-rtme enthalten sind. 

Da durch die InVuunogcnitiit Krdhodfiis und die Unstetig- 

keit <ler in Hetraciii koKiniLMnifii \\ idei stauilsw » rie die liechnungs- 
ergebnisöe beeintiußt werilen, »iud durch Eecbnung aUein Toll- 
kommen zuverläSBige Zahlen nicht zu gewinnen. Es unterstützen aber 
die entwickelten Gleichungen wesentlich die Beurteilung über die 
GruÜe und den Verlauf der Streuströme und geben wertvolle Anhalts- 
I)uiikte für die L ixtersuchungen und die zu ergreifenden Schutzmaß- 
uahmeii. 

3. Der Messung unmittelbar y.ugänglich sind unter Anwendung 
geeigneter Maßnahmen die Spannungen zwischen Uleisen und Rohren, 
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zwischen verschiedenen liohrleitimgen, ferner die Spannungen längs 
der Gleise und der Rohre. Der Strom in (»iner unverzweigten Rohr- 
leitung kann ans S]mnmmgsmessungen bestimmt werden, wenn der 
Widerstand der Rohre bekannt ist. 

Der Rohrwiderstand kann am TOrteilhafteeten nach Betriebsschluß 
gemenai weiden. YoniiBaetBaiig irt hierbei, daB laogs der Meßstrecke 
keine wesentliehe Stromeiilwdehiiiig nach der Erde sUttfindet Er- 
foiderlidi ist eine Starkstromqnelle, die enteprecbend Fig. 2 an die 
Bohrleitung an den SteUen Ä und S resp. A nnd C angescUoeeen wird.') 
Der Strom J versweigt sieh in dem BohrleitnngnietE. Ein Teil J 
fließt direkt zwischen den Anechlaßpnnkteay den aus den Gleisen in 
die Bohre gdsogten Streostrom Tcntiukend oder sdiwftohend. Wird 
glmehieitig die Spannung an den Klemmen ah innerhalb AS nnd 



.AJL. 



-ßh 



i; — > 



h'lg. t. 



der Spannung e an den Klemmen ed gemessen, so ist, wenn «| nnd 
die bei Anschluß an AB gemessenen Spumungen, e[ die Spannungen 
hei AnscUuB AC sind, und «T der Meßstrom ist: 

(e, — f j) J ' «I 

Dies sind in Ohm gemessene Widei^^^tände. Der Widerstand pro 
Längeneinheit wird durch Division mit der Meßiänge gefunden. Ist 
der Rohrwiderstand der Meßstrf'<^ken bekannt, so kann nach Absi halten 
der Meßbatterie aus den Spannuugsmessongen oder während des 

Betriebes der Bohrstrom t ermittelt werden: t « » • Sind in 

den Meßstromkreisen Polarisatiönsspannnngen s. B. in den Bohrmuffen 
Torhnnden, so sind diessi falls sie gegenüber den gemessenen Speainungen 
in Betrscht konunen, bei der Berechnung su berttcksiehtigen. Solohe 
Polarisationsspannungen lassen udi nur nach Betriebsschluß ermittdn, 
wenn keine StrSme Ton den Strsßenbahngleisen oder Anderen Sfaom- 
leitungen herrfthrend die Bohre durchfließen. 



1} JoaiB. für Qasbeleaditg. v. WasMrvenovg. 190T, S. SSS. 
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Carl Mjchalxm: 



Ist in Fig. 3 d«r Strom J so geregelt, dafi ^ = 0, also — 0 
wird, 10 ist cT 

Ist das Rohmets so an^delmt^ daß die StavmTerieüiiiig im Bohr- 
nete dureli das elektrisehe Abschalten der Strecke ÄB^ aof der der 
Spannungsabfall anf den Wert Null gebracht ist, nicht wesentiich ge- 
ändert wild, wie dies meist autreffisn dflrfte, so gibt J 6iso. Rohrstrom 
an. Bei dieser Meßanordnung würden bot bei A und B MeßdiShte 
anEuschließen sdn; es wflrden daher die Bohre nur an zwei Stellen 
freizulegen sein, während bei der genaueren Anordnung mit Wider- 
standsbestimmung an drei Stellen die Rohre freigelegt werden mflssMu 

Die Spannung in den Gleisen ist am Torteilhafteaten mittels 
Ueßdrähte zu messen. Wesentlich ist die Kontrolle der Stoßyerbindungen 
an den Stoßstellen der Schienen. Fehlerhafte StoßTwbindungen mit 
großem Widerstand können durch Schienenstoßprdfer ermittelt werden. 



Diepe enthalten ein Differentialgalvanometer, das gestattet, den Wider- 
^^tl^lld lier Stoüverbindung mit dem Widerstand' eines Schieuenstilcks zu 
vergleichen. 

Beim Messen der Spannung zwisclicu Gleis oder Kohr und dem 
Erdboden oder zwischen verschiedenen Stellen in der Erde ist auf die 
Polarisation an den Mefid^±roden Rücksicht zu nehmen. Um Polari- 
sationsfehler zu Terraddai, Terweodet Haber') unpolarisierbare Tast- 
elektrodflxi. Sie bestehen aus einem Glaszylinder, dessen Boden durett 
eine kleine poröse TonzeUe abgeschlossen ist. Das Glasrohr ist mit 
einer Paste Ton Zinksulfat gefOUt, in die ein Zinkstab mit oben an- 
gelötetem Meßdraht taucht Die Spannung Ewischen Eisen und der 
Tastelektrode, die genau bestimmt ist, wird bei den Messungen be- 
rücksichtigt. 

Die Erdstromdichte, von der die Stärke der Korrosion der Rohre 
ablegt, kann mit dem Hab ersehen unpolarisierbarsn Stromdichte- 
messer ermittelt werden. Dieser besteht aus awei aufemander gel^^ten 
Silbeiplatten, die in einen Holzrahmen eingeapaxmt werden. Die Platten 



1) Haber u. Gol dach midi Zeitsebr. für Elektraehemie im, Bd. 12, B. 49. 




t 



Fif. «. 
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■werden auf den Außenseiten mit einer Paste von essigsaurem Silber über- 
strichen, die durch ein Pergamentblatt abgedeckt wird. Hierülier wird 
noch eine Schicht Erde gestrichen. So hergestellte Apparate werden 
an geeigneten Stellen eingegraben. Bietet der Apparat dem Durch- 
gang de» Erdstroms den gleichen Widerstand, wie der venlriingt« 
Erdboden, verdichtet er also weder durch gesteigerte Leitiahigkeit den 
Erdstrüui, noch zerstreut er die iStromlinieu durch zu hohen Wider- 
stand, so durchdringt den Apparat ein Starom, der dem wirUidken 
Erdstrom entspricht An« der Gewichtanmfthme der einen PlftHe durch 
galyatüsehoi Niedenichlag, oder der Gfewiohteaibiinhme der anderen 
Platte dnroh chemisdie ZenetBimg kann die Stromdichte herechnet 
irerden. Ein fthnlichee* Yerfahren wie in Fig. S ftlr die Ermittelung 



^1 ^ 




Fig. 4. 



der Kol)rstrome verwandt wurde, kann auch für angenäherte Bestinimimg 
der Erdstromdichte benutzt werden Zwei Knpferplatten, isoliert auf- 
einander gelegt, werden in Holzrahnu ii eingespannt nach Haberscher 
Angabe mit Kupfers ulfatpaste bestrichen und durch Pergamentblätter 
abgedeckt, ähnlich wie bei den Stromdichtemessem aus Silberplatten. 
Von den Kupferplatten werden Strom- und Spannungsdrähte heraus- 
geführt. Ist die Spannung an den Kupferplutteu kunipensiert (e — 0), 
so gibt J ^Fig. 4j den Erdstrom für die Größe der Kupferplatte 
an, TwaisqpeeetKty dafi die Kupferplatten senkrecht zur Strombahn sich 
hefinden. Um den Erdstrom nach Orofie und Rtehtnng sa beatimmeiiy 
irttrden drd rechtwinklig zaeinander etehmde Stromdidktemener an- 
snordnen sein. 

An der TrennnngtBflSche zwiaciien Sdiieiien oder Bohren und dem 
Erdboden kann ein Übergangswiderstand Torhanden sein, wenn die 
Berfihnmg von Eisen nnd Erdhoden nicht genOgend innig ist. Je 
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CiBL MicBAun: 



f«i]diter der Bodea ist, um so iimiger ist die Berflkraiig, um so ge- 
ringer ist der Übergangswiderstead an der TreonflSelie^ auch w«ui die 
Rohre dareh isolierenden Anstridi sehetnW geschfitet sind, da die 
Fenclitigkeit in die feineren Bisse der Jbdienehidit «ndringt Kaeh 
den Messn]^;en von Haber ist bei lenditem Boden der Übergangs- 
widerstand an der Bertthnmgsflaehe von Bohr nnd Erdboden gegenflber 
dem Ijeitongawiderstand der Erde Tersehwindend klein. 

Der gesamte ans dem Rohr aastretende Strom wirkt zersetsend^ 
wenn das Eisen aktiv (angiifE^^hig) ist und der Erdbod^ nur elektro- 
Ijtisdi nicht auch gleichzeitig metallisch leitend ist. Mit passivem 
(unangreifbarem) Znstand des Eisens im Erdboden dürfte in der Praxi» 
nicht zu rechnen sein. Obwohl der Erdboden auch in völlig trockenem 
Znstande etwas leitend iet| also metallische Leitfähigkeit vorhandea 
ist, so ist sie doch gegenüber der elektroljtischen Leitfähigkeit dea 
gewöhnlich feuchten Erdbodens verschwindend klein. 




1 1 1 1 1 1 1 1 1 i I 

i'ig. i. 

Sehr Bchwierig ist die Messung des Übergangs widersttmds zwischen 
Gleis und Rohrleitung. Würde nach einer der üblichen Widerstands- 
mefianordnungen, etwa nach äet Brfi<dcenmeihode mit Telephon, der 
Widerstand bestinunt werden, indem die Mefileitungen einfach an einer 
Stelle an Rohr nnd Schienen angeschlossen würden, so würden nn- 
EnTorlissige Werte gewonnen werden, auch wenn eine Qleisstreelce nnd 
eine Bohrstrecke vom Gleis- resp. Rohmeta getrennt würde. Unter 
bestimmte Voranssetanngen, woui die Leitfahi^eit des Erdbodena 
außerhalb des Rohrs als homogen angenommen wird, die parallel ao 
den GImsen verlegte Rohrleitung kdne Absweignngen beutst, nnd 
Gleis und Rohr auf der ganzen Strecke gleiohmifiig leitend sind, etwa 
bei eigens an den Me&Teraucben anf freier LandstraBe TCilegten Lieitang»- 
strecken, könnte der Übergangswiderstand aus Messungen bestimmt 
werden. Wird am Anüang der Strecke L Gleis und Rohr unter 
Spannung gesetzt, so treten längs der ganzen Strecke Ströme swischen 
Gleis und Rohr über. Unter den gemachten Voraussetanngen wfirde 
die Strömung normal zu der Gleiarichtnng verlanfm, es würde also 
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für jede Entfernung der H(»hrstrom gleich dem Gleisstrom sein. Die 
Meßstrecke L sei genügend lang, so daß die W irkung der iuuden Ter- 
nacliliissigt werden kann. 

Sind l\ und die üleis- oiler Rohrpotentiale, so ist unter Ver- 
wendung der früher gewählten Bezeichnungen (Fig. 5) 

/V v\^^ ^'^r 

d\\^ JW.dx, ä V\ = - J W^dx 

Zur Bcsummung der Kunattuiten und hat man die Grenz- 
gleichoDgen „ <IJ <, *, . dJ ^ . 



folglich 



Der Strom am Ende der Leitung ist 

Am Antehlußpimki der HeBbatterie ist der St»>m 

Ist am Ende der Strecke kein Widerstand zwischengeschaltet, 80 
daü uur durch die Erde Ströme vom Gleis zum Rohr fließen, so ist 
J,^0— 0. Dies ist der l all, wenn — e^Cc''" + c"'") =» 0, d. h. 

ist Wird dieser Wert in die Gleichung fttr «/x^^ eingesetzt, so wird 
Nach einigen Umfoimimgen eriüUt man hieoraoe w » j ftnier 



(7) 



log !L±£fIllf! 
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Cabl Miohaueb: 



Es wurde hiernach zur Bestimmung des Übergangswiderstandes 
das Memeu der Spannung am Anfang und £nde der Strecke außer 
dem Meßfitrom und der Länge der Meßstreeke eiforderliefa sein. lat 
w g^bnde% so ksnn nach Bestammung Ton a anch W, + bereehnet 
werden« 

(Die einseinen durdi Bfeseimg gefandenen oder angenommenen 
Widerstsndsirerte sind soaammengestfdlt in Hichalke, „Die vagabun- 
dierenden Str5me dekfarischer Bahnen", Braunschweig 1904.) 




VI«. <. 



4* Die Strömung zviechen den Oleisen und der Rohrleitung kann 
«of Grand der bekanniMi Eirchh off sehen Gesetse der Strom* 
▼eizweigung^) Terfolgt verdoL 

Sind Qi und Qf (Fig. 6) xwei Qndlpnnkte, so sind die Strom- 
bahnen Bogen Ton exzentrischen Kreisen, deren JlCittelpnnkte anf der 
Geraden M liegen, die in der Mitte von QiQ^ anf dieser Verbindungs- 
linie senkrecht steht. Die Orte gleichen Potentials sind (ApoUonische) 
Kreise. Für jeden Kreis ist das Yerhältnis der Entfernung der Peri- 
pheriepunkte Ton und konstant ÄBQ^Q^ sind harmonisehe 



1) Vogg. Ann. 1846, «4, 49T. 
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Punkte auf der YerbindungsUnie QiQ^. Ist D der Abstand der Queli- 
pnnkte, AB'~2R, BO - x, so ist ^ - , 

Bei homogonem BohmiAtorial yerlftofen die Rohrstrome im wesent- 
iichsil in der Längsrichtung des RoHres. Die äußere Peripherie des 
Rohrquerschnittes stellt daher einen Aquipotentialkreis dar, der (ex- 
-sentrisch) einen Quellpunkt umschließt. Die Strombahnea schneiden 
-senkiecht den Ä4|aipotentialkreis. Die Stromlinien treten senkrecht 
ma dem Rohr aus. 

Nach Kirchhoff ist für einen Peripheriepunkt P eines Aqiii- 
potentialkreises die Spannung g^eu den Punkt 0 in der Mitte Ton Q^Q^ 

wobei ond die Entfemiuigen des Peripheriepvinktes P Ton den 
<)nellpnnktML und sind, e dw spezifische Widerstand des Erd- 
bodens, d eine (knne) Rohrsfam^e ist «T bedeutet den gesamten 
lEwiscben den Qacdlpnnkten ^| nnd flieftendem Strom. 

Die Gleichung kann, wenn nur das PotentisIgefSUe Vka^ der 
Oeraden Q^Q^ betrachtet wird, gesofarieben werden 

cJ , L — ix 

Ben Gleisqnerseluiitt kamt mao sicli ersetst drafam dordi eine 
äquivaloite Kreisflicbe, deren Peripherie eboifidls ein Äqoipotenttalkreis 
darstellt. Die Gleise befinden sich an der Grensfliche von leitmdem 
und nichtleitMideni Medinm. Ffir die Beebnung sei annSdist mk' 
genommen^ daB Rohr nnd Gleis allseitig Ton bomogenso Medien nm- 
4chloBsen seien, wobei die gesamte Leitfilh^keit etwas zu hoch an- 
genommen wird* 

Beseiehnet man die Groflen links Ton der Mittdlinie die einen 
Äqnipotentialkreis vom Radius oo darstellt» mit dem Index 1, die ent- 
spreebendsn recbts mit dem Indsac 2, so ist 

Je 1 L — 2x. Je , LA- ix. 

Die Spannung swisehen Gleis und Rohr ist dann 
Es ist 

AnUr dm Ibthmatlk nnd P^lk. HL Balte. XIL 6 
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£s sei hieraus ist zu berechnen 

^1 2 (a + ii\ + ' ^» ~ 2 . « + J^, 4- M^) ' 

Werden die Werte in die Gleiebnng fUr € eingesetsty so erhalt man. 
nach einigen Umrechnimgen 

Der Widerstand zwibclieu Kohr uiid Gleis ist für die Uoiiriänge resp. 
Gleiulänge d: 

wobei sieb die Werte unter den Wurzelzeichen nur durch den Sum- 
manden 41{^E^ unterscheiden. 

Ist der Radiuf /?o unendlich groß, will man z. B. den Übergangs- 
widerstand vom (rh-is zum Tirnndwasser bestimmen, so ist. wonn man 
bei nicht zu kleinem Alistaud den GrundwasserBjiiegel als Äquipotential- 
fläche gelten läßt, für oc : 

c . y«^P2^ 4- )/ä 

Die OI)erfiüolie den Rohres fiir die Länge d 'iBt21{^xö. Die mittlere 
Stromdichte am Kohr ist demnach 

H o - Jt\ nd 

Ist das Eisen aktiv und wird der Erdboden als nur elektrolytisch leitend 
angenommen, so wird, wenn t Betriebsstunden im Jahre der Strom J 
zwischen Rohr und Gleis fließt, durch den auf der Strecke d ana- 
tretenden Strom Jt l,{}42 ^ Eisen im Jahre zersetzt. 

Der Widerstand des Erdbodens ist je nach der Menge der in ihm 
gelösten Sal/.e selir verschieden ! ehmiger Boden hat im allgemeinen 
einen geringen, Sandboden euieu hohen spe7.ifi<?chen Widerstand. Die 
Widerstünde für ein abgegrenztes Stück Erde, etwa im Holzkasten, 
lassen sich leicht mittels Teleidionmeßbrücke messen. Im Mittel kann 
mau annehmen, daß der Widerstand zwischen gegenüberliegenden 
Flächen eines Kubikmetera Erde etwa 300 Ohm beträgt. Unter Be- 
nutzung der entwickelten (ileitdiungen erhalt man, wenn man für die 
Gleise, reichlich gerechnet, einen äquivalenten Kreisdurchmesser von 
20 cm und für das Rohr einen Durchmesser von 1 m annimmt, bei 
einem Rohrabatand von 1 m einen Üherleitnngswidentand Ton 0,183 Ohm 
jf&r 1 km. Ffir dünnere Rohre wird der Widerstand bei gleichraii Ab* 
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stand großer, steigt aber nicht in gleiclieni Verhältnis, als der Rohr- 
dureluiMiser abnimmt Für Rohre von nur 10 cm Durchmesser ergibt 
sieb imier sonst gleidien VerhaltniBsen ein Überleitnngswiderstaud Ton 
0^ Ohm flBr 1 km. 

Haben die Rohre, wie diee gewöhnlich der Fall ist^ größeren Ab- 
stand Ton den Gleiaen, so wSchst der Übergangswiderstand, lud zwar 
in bedentend geringerem VerhSltnis als der Abatand. Ffir ein Bohr 
Yen 50 cm Doiehraeseer wflrde bei einem Abstand von 50 cm von den 
Gleisen 4er Widerstand fir 1 km Rohrlaage 0^155 Ohm^ bei einem 
Abstand von 2 m 0^57 Ohm sein. 

Die Stromdiehte ist nicht gleichnulßig fiber den Rohmmiang ver- 
teilt Die mitÜere Stromdichte ist unter den obigen Annahmen bei 
1 m Abstand für ein Rohr von 1 m Durchmesser bei 1 Volt Spaanimg 
zwischen Rohr und Gleis 0.0174 Amp pro qdm, fttr ein Bohr von 
50 cm Durchmesser 0,0313 Arap/qdm, für ein Rohr von 10 cm Durch- 
messo' 0|120 Am|0idm. Es sind demnach bei gleicher Spannring des 
Gleises gegen daj Rohr und gleichem Abstand dünnere Rohre stärker 
gefährdet als Rohre von größerem Durchmesser. Durch den grOfieren 
Rohrmderstand der dünneren Rohre in der Längsrichtung wird ent- 
sprechend den früher entwickelten 01eichuTi<?en eine p^eringere Spannung 
gegen iWp Gleise erzeugt^ da die Spannung längs der Hohre sich um 
so mein drr der Gleise nähert, je größer der Rnhrv iderstand ist. Sind 
jedoch liiinnere Rohre in Verbindung mit stärkeren, z. R. bei Ab- 
zHeiguiii^en für Hansanschlüsse, so sind die dünneren Kohre starker 
gefährdet als die dickeren. 

Die Stromdichte auf dem Bohr ist, da der benachbarte Aqui- 
potentialzylinder nicht mit der iiuhrüache konzentrisch ist, auf der den 
Gleisen zugewandten Seite größer als auf der entgegengesetzten. 

Ist C (Fig. 7) der Mittelpunkt eines Aqnipotcntialkreisos mit dem 
Radius J2, der von der Mittellinie M den Abstand a hat, C der 
Mittelpunkt eines Äquipotential kr eises in der Entfernung x', so ist 

Sind die Kreise unendlich nahe, so ist der Stromübergang von einer 
Potentialfläche auf die benachbarte (also auch die Stromdichte) dem 
Abstand der Kreise umgekehrt proportional Es wird R' — dM, 

x' — xt^ äx. Man erhalt dx^— §44: * Beaeichnet man den Abstand 

der Kreise auf der abgewandien Seite mit difp 9ovtdy-{-21{'-\-dx^2R 
oder dff + 2dlt -^dx^O, woraus 

d^- ^ ^ -{-dx^O oder 

6* 
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Dies Verhiltnu stellt dss YerhSlAou der Strottdichtea auf der den 
Gleisen sagewuidten und der abgewundtea Seite des Bohres dar. Seist 
man für x den ftlr den Abstand des Rolues yon der Mittellinie M 
(8. 66) geifiindenen Wert (x^) ein, so erhalt man 



(9) 



lg + i?, + St) 



Die JStronidichtt; auf dem Rohre kaim auf folgende ^\'oi8e be 
rechnet werden. Es ist fUr eine Äquipotentialfläche (llobrobertläche 
von geringer Länge d) 

eJ - L — ix 




««. T. 



Die Spannung zwischen zwei unendlich nahen Äquipotentialflächen, die 
anf der den Gleisen zugewandt«i Seite die Entfernung dx haben, ist 

, 2jLcdx. 

nd{L* - Ar'- 

Der Widerstand für einen Rohrstreifen Ton der Lioge d und den Breite ds 
ist bei einem Abstand dl (Fig. 7} 
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Die Siromdiclite (Strom pro Flächeneinheit) ist Uemuach 

,t i JLdx^ 

Beseiehnet man die xnitklrae Stromdichte am Rohr mit so ist 

"«js^lS» * «Mi * 

Setzt man für L und die gefundeneu Werte ein, so ist 

V - 1 A« + « j'^« ' ^« +_2 ^. jtL^ 

Für die Bestimmung tou ^ hat man die Gleichnngen (Fig. 7) 

- «• + (Ä' + dlf -H 2«(Ji' + rfO cosg», 
+ + oder + rfJB- - « 

Ifen «rh&lt so 

dx _ X 

dl H-\-x — Hcoiff 

Unter BerQeksi^tiginig d» Indizes für die eine Seite von dw Mittel- 
]inie aus 

^ _ ?! - 

<fl Jl^ -i- — B^ cos (f) ^ 

Es ist dies das YerhSltnis der Stromdiehte an irgend einer Stelle 
des Rohrs zu der maximalen, den Gleisen sogewandten. Fttr ^ ^ 180^ 
eigiU sieh das (3. 68) gefbndene Verhältnis. 

Die Stromdichte V ist 



(11) «' - J" y(«+gJ?.)(«+2ii,) (g + g^) « 



«(«+2 (a -f 21, «f CM9) (1 ^eoaqp) 

Der Höchstwert auf der den Gleisen zugewandten Seite (f&r 9 ~ 0) ist 

(IIa) y — • 

Für qp ^ 180°; also auf der den Gleisen abgewandten ^eite des Hohrs, 
erhält man als den Niedrigstwert 



/11h\ i' - 1 Va(« + 2 Jg.)(« + 8/g,)(a + 8Jgt+8ig|) 
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Zur Berecluumg des auf einer Sektorfl&elie swiechen und ip^ 
austretenden Stromes setzt man in obiger Gleichung 



Man erhält alsdann 



_ 9t • 



9i 

wobei y = tg ^« Für — ^j, — 360" wird tj — J! 

Für ein Rohr von 10 cm Durchmesser in 1 ni Eutternun^ von tl»»ii 
Gleisen Ijetragt bei 1 Volt Spannung^ unter den früher gemachten An- 
nahmen die mittlere Stromdichte am Kohr 0,120 Milliampere. Die 
höchste Stronidichte ist hierbei etwa l,Oi> mal so groß, als die mittlere, 
also rund (Jjl31 MiUiamptn«'. Dils Verhältnis der größten Stronidichte 

zur geringsten ist 1^4 Für ein Rohr von 100 cm Durchmesser 

worden unter sonst Reichen Verhaltnissen sich folgend» Werte er- 
geben: Mittlere Stromdichte am Bohr 0,0174 Ampere, die hdchste 
Stromdichte ist 1,915 mal so hoch wie die mittlere, also 0,0246 Am- 
pere {)ro qdm, das Verhältnis dw höchsten zur geringsten Stromdichte 

ist 3,68. 

Für dünne Rohre ist demnach nicht bloß die mittlere, sondern 
auch die höchste Stromdichte größer als bei den dickeren Rohren. 

Die ermittelten Werte galten für den Fall der Einbettung ron 
Gleis und Rohr in homogen leitenden allseitig unbegrenzten Boden. 

Für Straßonbahnglpise trifft dies nicht zu. Die Gleise V)efinden sich an 
der (iron/.schicht von einem Leiter fErdboden) und einem Nichtleiter. 
Die nach den entwiclveUcn Formoln berechneten Werte sind daher 
nur Grenzwerte, die etwas zu hohe Korrosionsströme ergeben. Die 
Äquipotentialflächen sind in diesem Falle nicht mehr Zylinderfläelien 
von kreisförmigem Querschnitt. Angenähert kr»nnte man den Betrag, 
um den sich der Stromübergang vermindert, berueksiehtigen, wenn ohen- 
stehende Gleichung benutzt wird. Es würde dt-r lletrag des Stroms ab 
zuziehen seiu, der aus der freiliegenden l'läche austreten würde, wenn 
diese nicht von Luft, sondern von Erde begrenzt wäre. 

5. Korrosionen treten an Rohrleitungen nicht auf, wenn elektro- 
lytisch wirkender ätromauslaitt aus d^ Bohren verhindert wird. 



üigiiized by Google 



Stceuströme in der Kückleiiuji^ elektrischer Bahaen. 71 

Um den Stromauitritt aus den Rohren ungefahrlicli zu meehen, 
ist schon wiederholt Torgeschlsgen worden, die Rohre an den Stellen, 
wo sie posiÜT gegen die Gleise sind, metallisch mit diesen zu verbinden. 
Ferner wurde Tersuch^ dnrch Erdung der Bohre die StrOme ungefährlich 
«hmleiten. 

Die metallische Verbindung tou Hohr uud Gleis kann zwar an 
der Verbindungsstelle die Spannung zwischen Rohr und Gleis nahezu 
aufheben, durch ciiit' sololie Verbindung werden jedoch die Rohrströrae 
erh("iht. Siud die einzelnen Robre im ganzen Net/, raetallisch gut 
leitend verbunden, so könnte wohl durch eine derartige Maßnahme die 
Rohrleitung geschätzt werdeu; es werden aber gleichzeitig auch die 
Erdströme vermehrt, die in benachbarte metallisch nicht verbundene 
Metallmaasen eindringen und an diesen Zerstörungen veranlassen 
können. 

Auch durch Erdung der Rohre an den gefährdeten Stelleu kann 
die Stromüberleitung zwischen Kohr und Gleise begünstigt-, die Rohr 
strtinie können verstärkt werden. Durch Verwendung v(jn gewöhnlicheu 
Erdplatten kann nicht viel erreicht werden, da der Stroniübertritt vom 
Rohr zum (ileis nur in dem Maße vermindert wird, als die Spannung 
verniindi-rt wird. Soll die Krduug wirksam sein, so muß, da die 
Äquipotentialflächen von niedrigerem Potential die Rohrleituugeu ganz 
umsehließen, auch die Erdung rings um das zu schützende Rohr er- 
folgt^n. Dies kann durch ein weiteres, mit dem zu schützenden Rohr 
metallisch verbundenes Rohr geschehen. Dieses Schutzrohr nimmt als- 
dann die Korvorionen auf. Eine wiche Schutzmaßnahme kann praktisch 
nicht ftber den ganzen Gefahrhereich au^;edehnt werdm, hat daher nur 
rein ÖrÜiche Bedeutung. Sie kann z. B. von Vorteil sein, wenn Rohr* 
leitungen nur an bestimmten Stellen, etwa an Kreuzungen gefährdet sind. 

Größere Bedeutung haben die Maßnahmen, die eine Venninderung 
der Rohxströme bezwecken. Nach den entwickelten Gleichungen wird 
dies erreicht, wenn der Gleiswiderstand, ebenso der Gleisstrom, mögliehst 
vermindeil^ der Rohrwiderstand, ebenso der Übergangswiderstand von 
Gleis zur Erde oder Rohr, möglichst erhöht und die freitragende Strecke 
mö^iehst kurz gewählt wird. 

Der Gleiswiderstand kiMU durch Verwendung starker Schienen- 
profile und möglichst widerstandsloser, unter dauernder Kontrolle ge- 
haltener Stoßverbindungen klein gehalten werden. Den Rohrwidei-stand 
etwa durch isolierende Stoßverbindungen zu vergrößern, mac^t tech- 
nische Schwierigkeiten, ist aber anscheineod mit Erfolg schon versucht 
worden. Voraussetzung ist itlr eine derartige Maßnahme, daß es ge- 
lingt, die Entwicklung von Erdströmeo, die die erwähnten Rohr- 
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leitimgeii dnrebaeteen können, in hohem Maße zu Termindeni. Ebenso 
ist eine dauernd gut su erhaltende Isoliemng von StraBjenbahnj^eiMak 
schwierig. 

Um die Linge der freitragenden Strecke va Termindem nnd die 
Gleise Tom Strom teilweise zn entÜastetty nm so die Potentialnntendbiede 
im Oleisads nach Möglidikett «n vermindern, wei>den die Glase an 
voachiedentti zweckmäßig ausgcwäliU- n Stellen gespeist. Um an den 
Schienenspeisepunkten die Potentiiile nahezu gleich zu halten, werden 
in die Speiseteitungen gewöhnlich Widerstände geschaltet, die während 
des Betriebes den Betriebsverhältnisseu entsprechend passend einregulieri 
werden. In die Leitungen zu den Gleisen in der Nähe der Zentral- 
station werden die giößten, in die Leitungen für die entferntesten 
Anschlußpunkte werden keine Widerstände eingeschaltet. Die Verhält- 
nisse sind hierbei so zu wählen, daß entsprechend den entwickelten 




Fig. 8. 



Gleichungen das Produkt von Spannung in den Giesen und freitragender 
Strecke möglichst klein ist Diese Anordnnng ist wegen ihrer Einfach^ 
heit viel im Gehraneh; sie hat aber den Nachteü, daß in den an- 
geschalteten WidwstSnden vid Arbdt Tet'brancht wird, nnd daß hei 
Änderungen in der Stromverteilung im Schienennetz die Widerstände 
nachregidiert werden mfissen. Änderungen der StromTwteiluDg kSnnen 
durch Änderung des Fahrplans oder V^rlSugnong der einzelnen Bahn- 
linien auftreten od«r auch im Laufe des Tagesbetriebs, wenn s. B. die 
eine Bahnlinie volUg stromlos ist, während eine andere an die Reiche 
Zentrale angeschlossene Linie starken Betrieb hat. 

Vorteilhaft sind, besonders wenn es sich um lange Speiseleitungen 
handelt) die sog. Kappschen Saugdynamos, die in die Schienenspeise- 
leitungen eingeschaltet werden. Es sind dies durch den Oberleitungs- 
strom erregte Maschinen. In der Schaltung (Fig. 8) sei x vom End- 
punkt der Strecke gerechnet, die Belastung sei gleichmäßig nnf der 
strecke Terteüt. £s gilt dann für die Strecke vom Endpunkt bis 
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«7,»^' Die Spannung zwischoi den Endpunkten dieser Strecke ie^ 
wenn W der Widentand fttr die Langeneinlieit ist: 

Ist der Strom der Saugdjnamo, so ist auf der Strecke zwischen 
und L der Gleisstrom 

- X ~ 

die Spannung zwischen Ueu ISpei6epuukieii X*^ tiuU L 
t 

Soll an den Speisepunkten Potentialgleiehheit herreehen, so mnft 
J(L + A) - ^^.i' 9eia oder 

WQrde man hiemacli L, = ^ wählen, fttr wdehe YerhUtnisse die 

Spannung in den Gleistn den niüdrigsteu Wert annimmt, so würde die 
Länge der freitragenden Strecke, ebenso der Höchststrom in den Gleisen, 
auf den dritten Teil verringert werden. 

Stimmen die Speisopunkte fUr Oberleitung und Gleise ortlich uber- 
ein, 80 stimmen, gleiche Stromverteilung in Oberleitung und Gleisen 
vorausgesetzt, auch die Speiseströme für Oberleitung und Gleise über- 
ein, i^tj gibt dies schon eine Xontrolle für richtig bemessene Schienen- 
speisung, falls nicht noch durch Messen der Spannung zwischen den 
Speisepunkten eine weitere Kontrolle vorgezogen wird. 

Die Spannung der Saugdynanio muß den Spannungsverlust der 
Saugleitung decken. Je mehr Saugleitungen und in je kilrzerem Ab- 
stand dien irorliaiiideii sind, um so mehr ähnelt die Anordnung mner 
Dreileitenalage, in der die Sehienen als Hittelleiter dadurcli, daB ümen 
Ströme Ton yersehiedener Richtimg von zwei Seiten zugeführt werden, 
TOD Strom entlastet werden. 

Ein Dreüeitemets .in der Weise kerzusteUeUi daB bei zweigleisigen 
Bahnen ftr das eine Gleis du poaitiTer, für das andere ein negativer 
Fahrdraht Terwandt wird, wahrend die Gleise den Nulleiter bilden^ 
macht wegen der Isolation an Exenznngen teehnisohe 8ohwierig> 
keiten. 
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Unter Terwendong tob nur wenig Ssngleitmigen können dem 
Dreileitersystem ähnliche Verhältnisse geschaffen werden (Fig. 9). Es 
werde wieder gleiehmaßige Yerteflnngder StreckenbelastuDg augenommen. 
Die Schienenspeiseleitung sei am Ende vnmittelbar in einzebuHi Ah- 
stinden dorch Widerstinde mit dem Gleise Terbnnden. Die AYawe^' 
widerstände seien WifW^, • • *, die ron Strömen s» " ' dttrchflossen werden. 




iS^-r, ftf^ 2^r^ 
Fl«. «. 



Die Widerstände in deu einzelnen Teilen der Speiseleitung seit-ii r\ , r^, ■ ■ 
die von den Strömen J^yJ^,--- durchflössen werden. Wenn an den An - 
schlufipuukten Poteutialgleichheit herrschen soll, muß sein: 

Jifi — »jipj — 0 

• ■ • • 
« • • 

• • • 

femer: 

f • 

* k 

• ♦ 

Die Ströme i müssen der Belastungsverteiluug auf der Strecke ent- 
sprechen. Bei gleicfamiJSiger Streckenbelastung müssen die Abanug- 
ströme i gleich sein, « >- — . . . — » J^. 
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Hieraus ergeben eich fOr die AbKveigwiderat&nde die Werte: 

«?, — ri + 2r, + Sr, ^ 

^1 + 2*1 + -^r, -r • • -h wr,. 

Die Siromstiirke in der Speiseleitung nimmt naeh dem Ende ku 
ab. Der QaerBehnitt kann demnadi Mnier jedem Abzweigpunkt kleiner 
gewihlt werden. Würde man, wie dies bei Verwendung ein&cher 
Speiseleitangen erforderlich ist, dieee bis ztm Ende gleich stark 
iriQilen, and würden die Ansclüufiwiderstande in gleichen Abständen 
angeschlossen^ so würde Ti^r^^ - * • ^r^^r sein. Es ist dann 

— r(fi + 1) Der Spannungsverlost am ersten Abzweigwiderstand, 

um den H?p Maschinoxispannung erhöht werden muß, um die verlangte 
Spaümiui^ zwischen Gleis und Oberleitung zu erhalten, ist unter den 
gemuchteu Voraussetzungen 

also 

Jr n 

TD 

nr ist der Widerstand des ganzen Kabels. Ist dieser JR, so ist e — ' 

Gegenüber der Anordnung der Scbienenspeisung mit nur mnem 
AnscUuBpunkt der Speisetoitang hat die zuletzt beschriebene An- 
ordnung den groBen Vorteil, daß die Lange der freitragenden Strecke 
ohne Venn^mng der Speiseltttungen beliebig Torringert und die 
Schienen in hoh«n Maße Ton Strom entlastet werden könnoL Dies 
gesdiieht für die ganze Oleisstrecke, wenn die Speiseleitung bis an 
das Ende der Strecke geführt wird. Bei Terzweigten Bahnnetzen 
kSnnen die Abzweigwidenitiiiide (w) durch Abzweigspeiseleitungen 
ersetzt werden. Dieses Speisesystem kann in einzelnen fallen auch 
mit den vorher erwihnten Systemen mit einfachen Speiseleitungen 
unter Einschalten von Widerstanden oder Saugdynamos Terbunden 
werden. 

Es gibt noch eine Anzahl von Maßuubmen, die gegen die zer- 
störende Wirkung der Streuströme getroffen werden, die aber zum 
Teil nur örtliche Bedeutung haben. 



76 Cabju Mjoulxk: Sirexutröme in der Kückleitung elektmcher Bahnen. 

Die Gleise ganz y<m der StromfUining «aasQMliHeBesiy ist an» 
techaiBChen miil wirtoehafmicheii 6rllode& in Tielen EUlea nicht su* 
^iagig; werden aber die Oleise aneh nur ieihreite sor StromfUhrung be- 
nntst, eo ist eine ToUkommene Beeeit^ong der Erdstrome nieht- 
m^ljeiL Es sind in diesen Flllen dann Haßnaihmen la treffen,, 
um die Stromentweiclmng m^idiat niedrig sii halten. Von ieitnL 
der Beteiligten ist dea Erdstromfn^n dauernd die grSOte Beachtung- 
geschenkt worden. Bei der Schwierigkeit des StofPs sind umfangreicho 
Untersuchungen eifbrderlicb und Aufgaben physikalisch -chemischer 
Art zu lösen, um die zweckdienlichsten Schntzmaßr^eln aufxusteUeaD, 
ohne die WirtBchaftlichkeit einselner Anlagen in Fnge su stellen. 
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Herzog, Josef, und Feldmann, Cl. Die Bereohnung elektrischer 
Leitungsnetee in Theorie niid PMxis. 2, Auflage. 2 Teile. Berlin 

190o, 1905, .T. Springer. 

Als im Jahre lb93 dit' erste Aufla<r** des Werkes «i-schien, war es 
noch müglicb, die Grundlagen der Leitungäberecbnung in einem müßig starken 
Baude erschöpfend zn hebandeln und dahei nooh die wichtigsten Eigenschaften 
der Konsumapparate zu besprechen. 

Die jetzt vollständig vorliegemle zweite Auflage, deren Vorwort 10 Jahre 
später datiert ist, umfaßt 2 starke Bände, wobei es sich nocli als notwendig 
erwies, um den ümlang des Werkes nicht uoch grüßer isu gestalten, die 
Besprechung der Konsnmapparate &flt Tcllstftndig xn unterlassen. 

Das Werk hat sich durch die sweitc Auflage den ersten Platz, den ihrer 
Zeit die erste AutTape einnahm, wieder erobert; es dürfte weitaus da- voU- 
«tändigite Werk über das ganze mit dem Leitungsnetz zusarnmenhiingende 
Gebiet der Elektrotechnik sein, und jeder Ingenieur, der auf diesem Gebiete 
auf der Hohe sein will, muß das Werk eingehend durehstadieren. Der 
Biesenstofif, der in den zwei Bänden zusammengetragen int, spiegelt die 
rasche Entwicklung der Elektrotechnik getreulich wieder, das Suchen nach 
einer exakten Erforschung ä^r Vorgänge, trotzdem gerade die theoretische 
Verfolgung der Netzberechiuitig insofern eine sehr undankbare Au%abe 
ist, ab bei ihxer Übertragung in die Praxis mit so viel angenommenen 
Faktoren (Konsum, OleioliieitigkMtsfaktor) gearbeitet werden muß, daß eine 
Übercinstirnnrang von Bechnung und tatsKehlichem Verhalten nie su er- 
warten ist. 

Es hat den Anschein, als ob durch die FtLlle die Einteilung des Stoffes 
gelitten hat. Allerdings iarSgt hierin wohl auch der Umstand bei, daß die 
swei BSnde nicht gleidiseitig erschienen sind, sondern in einem Zwischen- 
raum von ly, Jahren. Dadurch sahen sich die Verfasser genötigt, jeden 

Band als abgeschlossenes Ganzes /u lictrai hten, und man kann den zweiten 
Band als erweiterte Auflage des ersten bezeichnen. Die von den Verfassern 
gewBblte Zweiteilung „Strom- und Spaunungsverteilong in Netsen** und 
„Dimensaonierong der Leitungen** ist eine zu gekünstelte, die einerseits zu 
einer willkürlichen Zerreißung des StoflFes, anderseits zu Wiederholungen ge- 
führt bat So finden sich z. ]i. im ersten Kapitel des ersten Bandes unter 
Stromarten einige Augaben über Zwei- und Dreiphasenstrom, weitere uud 
zwar gerade ötrum- und SpannimgSTerteilung im ersten Kapitel des zweiten 
Bandes. So finden sii^ die Tenehiedenen Netsbereobnungen im ersten Band 
abgeleitet und an Beispielen erlSutert, im zweiten Band an weiteren Bei- 
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spielen noch einmal AusfBlurlieh behandelt (Transfiguration, Gleiolinngs- 

methoden, Berechnung der Fernleitungen). Es Vire jedenfalls für das Ver- 
ständnis alKr Ableitungen vorteilhafter, wenn gleich die ausführlichen 
Heispielf sich au diese an.-^chlif'LSen wnrdpn. Die Bimen^ioniening dor 
Leitungen ist eben iceine seihstäudige Aufgabe, wie z. B. die Kunütruktion 
einer Dyoamo ans den Bedinnngsdaten, sondern ergibt ddi ans der Sfemn* 
nnd Spannnngsverteilung ganz eindfuti]L' durch das Ohm sehe Gesetz. 

Die-^pr PnTil<t i^t aber anch der einzige Eiuwatid, der sich fTPfrcn das 
Werk erli^'l'f^n iülit, ahge«>ehen von eini^pn hclanf^'losen Benu-rkungen, di© 
bei der uun l olgenden Besprechung der ein/einen Kapitel zu macbeo wären. 

Dem ersten Kapitel des ersten Bandes sehickeft die Verfasser eine 
EinleituiiiT voraus, welche zuerst eine Klassifikation der Anlagen bringt. 
Der Vollständigkeit halber wären dip^pr hik Ii die vfischiedenen Bahiisyst.emp 
einzureihen, sei es als Ompi<e für sich, sei es als rnterabteilung der 
einzelnen Stromsjsteme. In groben Zügen wird sodann die großartige Ent- 
wicklung der Starkttromteehnik nnd insbesondere der elektrisdien Vorteihmgs- 
^steme besprochen. Den Schluß der Einleitung bilden Angaben flbw die 
Literatur, von den ersten Abhaiidlnntren ülier Leitungshereclinnügen bis zu 
den ausführlichen Werken d^r Jetztzeit. Unter diesen wäre auch die im 
zweiten Band erwähnte Abhandlung von Frick (Zeitschiift fQr Elektrotechnik 
1894) und das Buch Ton Qalluser and Hausmann der VollstlUidigkeit 
halber ata&nnehmen. 

Im anschließenden Kapitel werden zunächst die Gnindhegriffe über 
elektrische Enertrie luid tjtrömung erläutert, sndann das Ohmsche Gesotz 
in seiner vereinfachten Form fUr Gleichstrom und seiner allgemeinen Form 
fOr Wechselströme bebproch^. Diese Betrachtung fftbrt dann znr Behand- 
lung der Biohtnngswiderstftnde, der Diagramme der Str5me und Spannungen^ 
dttren Anwendung an dem Bei^iel der Ermittlung des Spann ungsabfalles in 
induktiv belasteten Tjeitun;ren pezeipt wird. Bei der Ableitiui-.' der Formel 
für die Sekundärspannung ist aut Ö. 60 in dem Ausdruck für AJJ^ ein 
kleiner Druckfehler unterlaufen, insoiem es nicht J>F sondern DF^, femer 
in der ersten Fonoel für nicht JEj sondern E[ heifien mnfi. Sehr in-. 
struktiT sind die Diagramme und Kunrm fBr die Strom- nnd Spannungs- 
verhültnisse bei Variation der Belastung und der FhasoLverschiebung ffir 
eine gegebene Femleitung. 

Im zweiten Kapitel werden zunächst ^e ein&chsten Leiterrerbindungen 
nnd im AnschluB Üeran die Verwendung von komplexen 6r5ßeii zur Dar- 
stellung von Richtungsgrößen besprochen. Gerade bei der Berechnung langer 
Fernleifnncren bietet diese Darstellungsweise j»Toße Vorteile und ist daher 
die Aufnahmt; der li<;chenoperationen mit diesen Größpu wohl bertjchtigt. 
Sehr prägnant ist die Definition des BegrifTes „Uichtungsgröße" als ^Strecke 
mit Inbegriff der Lage.** 

Bei der anschließenden Behandlung der PuBllelscha.ltung von Wider- 
stünden werden, neben den rechnerischen und trigonometrischen | auch die 
graphischen Methoden iu erschöpfender Weise besprochen. 

Die Verfasser gehen dann zur Besprechung der Sekundärcrscheinungea 
bei Fernleitungen fiber und geben die theoretisdien ChruncOagen zur Bereehnong^ 
der gegenseitigen und eigenen Induktion. Im letzten Teil des zweiten 
Kapitels werden die Eigenschaften des allgemeinen Wechselstromtransformatora 
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und der Synclironniascbine'i nr Hmirl von Diagrammen erlüutert, um hipr- 
durch zu zeigen, daß diese Kouäuiuapparate als Eichtungswiderstünde auf- 
ge&flt w«rdeii ktenen, welche unter sich oder mit Ohmedieii Widerstanden 
aaeh dm bereits abgeleiteten Prinzipien kombiniert werden dflrfen. 

Das (Irittf Kapitel ist Jer Theorie der Leitungsnetze gewidmet. Als 
Einleitung werden die Uauptgesetze der Detemiinantenrechnunf: und dor 
linearen Gleichungen aufgeführt; sodann wird gezeigt, wie sich ganz allgemein 
fDr jedes Nets ein Gleiclningssjstem aufstellen liflt, bei welcbem die Ktioten- 
pnnktepemumgen die Unbekannten sind. Es folgt sodann die Besprechung 
des Satzes von der Superposition der Ströme und Spannung, femer der 
Kirch hoff sehen Regeln, und als Anwendung derselben wird in ausführlicher 
Weise die Maechenstrommethode, die Transfiguration der Netze und als 
^8diln0 des dritten Kapitels die Energiererteilnng besprochen. 

War das dritte Kapitel theoretisch aufgebantwi allgemeinen Netzen ge- 
widmet, so werden im vierten Kapitel praktische Netze zugrunde gt lejrt. 
Als erste hierfRr «»eeignetp Methode ist die KonvergenzTriethodo iiufgetührt, 
sodann das äehwerpunktsprinzip und die Verlegung der Belastungen in die 
Knotenpunkte. Gerade das letztere Prinzip spielt bei den in der Praxis 
anwendbaren Beredinungsmetboden eine grofie Bolle und ist die Grundlage 
fOr eine Reihe anderer Methoden. 

In dem nn>vh]ießenden B'i-pi«d wird die Anwendung dieses Prinzips 
an der Spamiungsmcthode gezeigt. Als Strommetbode folgt die Schnitt- 
punktsmethode imd schließlich wird die Transfiguration von Netzen an einigen 
Bmspieloi erlSnteri Nadidem so die Grundzttge der Tersehiedenen Berseh- 
nungsmethoden gegeben wurden, handelt der nächste Abschnitt von dem 
Einfluß der veränderlichen Belastuntren, wie sie den praktisch allein vor- 
kommenden Verhältnissen entspre« lien. Den Schluß des ^^crten Kapitels 
bildet die Besprechung der graphischeu Methoden, welche im allgemeiuen 
in der I^raxis keine grofie Bedeutung erlangt haben, ausgenommen bei der 
Berechnung langer Fwnlntungen, auf welche die Verfasser im letzten Kapitel 
des ersten Bandes zu sprechen kommen. Dieses Kapitel behandelt in ein- 
gehender Weise die Erniittluug der Strom- und Spannungsverhültnisse an 
langen Femleitungen, ferner die überaus wichtigen Erscheinungen beim Ein- 
nnd Aussehalten derselben. 

Der zweite Bnud wird durch einige Worte über die an praktische 
"Seiz^ 7M st^Ilendeu Bedingungen eingeleitet. Mit Recht wird auf die 
Wiclitigkeit der Frage der Erwärmungen von Leitungen hingewiesen, deren 
Erforschung bis in die neueste Zeit hineinreicht und zur Zeit auch die 
^herheitskommission des Verbandes besch&ftigt, om marimale Stromstirken 
für die vexachiedenen Kabdiypen und die Terschiedenen Verlegongsartea 
fwtzulegen. 

Im ersten Kapitel werden die verschiedenen Systeme der direkten 
Stromverteilung erläutert. Beim Seiiensystem wäre ein Hinweis auf dae 
Oleichstrom^Hochspannungssystem von Thnry zu empfehlen. Bei den Er- 
satzwiderst&nden Ar Bogenlampen wftren die Drosselspulen aufzuftthren, 
• welche die Spannungsregelung durch Veränderung der Phasenverschiebung 
erreichen und gegenüber den induktionsfreien Ersatzwinden den Vorteil eines 
sehr geringen Eigenverbrauches besitzen. Nach den Seriensjstemen gehen 
die Ywfitfser zu dos mi^eicb widttigeren FaraUdsebaltungssystemen flbsr, 
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deren einfadiater >'aU, die verzweigte Leitung an dem Beispiel einer Haiis- 
installaftion erltatmrt wird. 

Den Schluß des ersten Kapitels bilden Angaben über das Drei- und 
Fünfleitersyst^^m, ferner über die Mehrphaseiisy>teme, Angab(f»n, welche zweck- 
mäßiger im ersten Band Platz gefunden hätten. Das zweite Kapitel führt 
zunächst den Begriff der Löaelibarkeit und den damit eng zusammenhangenden 
Begriff der ElMfcuiiKt ein und bringt aodann die Bedingungen, weUdw ein 
Nett mit Rücksicht auf Motoren erfüllen muß. Bei B^[»echung des Wecbsel- 
strommotorenbetriebes ist anf S. 55 der Ausdnick normale und maxiniale 
Belastung des Motors gebraucht. Dieser Begrilf hat sich leider sehr ein- 
gebürgert, obwohl er für Motoren und Generatoren leicht irreführend ist 
Er stammt aus don Dampimaschinenban, bei welehem er inaofBra. berechtigt 
ist als unter Normalleistung die Leistung zu verstehen ist, bei welcher der 
Dampfverbrauch ein Minimum ist, während unter Maximalleistung die maxi- 
male Dauerleistung zu vernt^hen ist. Bei Generatoren und Motoren ist nur 
der letztere Begriff festlegbar, eine zwischen Leerlauf und dieser maximalen 
Danerleistnng durch irgend wel<^e Sondereigenachaften bes<mders berror- 
tretende NonnalleistQng gibt es nicht, und deshalb ist dieser Begriff au 
▼erwerfen 

Sodann tultjen Absciiniite über das Wesen und die Berechnung von 
Speise- und Auägleicbsleitungeu. Den ÖcbluU des zweiten Kapitels bildet 
die Behandlung der asymmetrischen Belastung rom Breileitenudagen und Hehr- 
phaaensystemen. 

Das dritte Kapitel ist der wichtigen Frage der Erwärmung elektrischer 
Leitungen gewidmet, welche erst in den letzten Jahren insbesonders durch 
die angeführten Arbeiten von Dr. Apt. Wiikens eine bedeutende Klärung 
erfahren hat. Die Verfaaser besprechen hierbei die Erwirmnng bei blanken 
Dräliteii, bei isolierten Leitungen nadi den v« r>( hiedeutm Yerlegungsarten 
und bringen a\it-h die neuesten Belastungstabellen fEUr Nieder^MUmongskabel, 
wie sie vom Verbände aufgestellt wnrden. 

Das fönende Kapitel behandelt die Dimensionierung der Leitungen 
Tom wirtschaftlichen Standpunkt aus. Es i^re wttnsehraswert gewesen, 
wenn die Verfasser etwas ausführlicher auf den Gleich zeitigkeitslaktor, d. h. 
das Verhältnis der maximal gleiclizeitig auftretenden Stromentnahme zu 
dem installierten Werte, eingegangen wären, da dieser Faktor das grund- 
legende Moment aller Netzberechnung ist Gerade bei diesem Kapitel wäre 
auch ein Hinweis auf die Statistik der Vereinigimg der ElektriritKtswerke 
nützlich gewesen, da diese das einzig zuverlässige Material für wirtadialt- 
liche Daten ausgeführter Anlagen bildet und für Betriebskostenberechnungen, 
approximative Ansehliige, Kontrollrechnungen von allergrößtem Nutzen ist. 

Im füntten Kapitel werden die verschiedeneu indirekten Stromayäteme 
behandelt nnd zwar zunidist die Verteilung mittels Akkomulatoren, wobei 
die Dimensionierungen der Zellenschalterleitungen in überaus ausführlicher 
Weise behandelt werden. Anschließend folgt ein Abschnitt über Verteilung 
mittels Transformatoren, Motorgeneratcren und rotierender Umformer. Den 
Schluß de^ Kapitels bildet ein Vergleich der verschiedenen Yerteilungsarteu 
in bczug auf die «rfordaüdie Mmge au Leitungsmetan. 

Das sediste Kapitel, das umfiuigrsiehate dies zweiten Bandes, umfaßt 
die Berechnung geschlossener Leitungsnetae, wobei die Verfismer in der 
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Hauptsache die im mten Bande angugebenen Voc&hran dureh grSfiere Bei- 
^ide illustritTpn. 

Auch das siebente Kapitel baut sich im wasentUcben auf die im ersten 
ßaod gegebenen Daten über Fernleitungen aut. 

Sehr interanant ist der Abscbnitt über die TTrsaohen und OrSße der 
Ableitung, welche bei der heute herrschenden Tendenz mit der Spannung 
immer höher zu gehen (auch in Deutschland sind z. Z. 2 Anlagen mit 
50 000 Volt im Ba\i) eine immer größere KoUe spielt. Eine ausführliche 
Abhandlung über diesen Punkt findet sich in den Transactions of the 
AuMrican fiulitata of Eleetrical Engineeis (Mftns 1904), in welcher von 
H. R Ryan fttr die maxiniale Spannung bei einem gegebenen Querschnitt 

die Formel gegeben wird: EU« • ^/g^^ >< 85<)001og^(r >< 0,7). Alle 

MaBe in inches, die Temperatur in Fahrenheit gemessen. 

An zwei Beispielen werden die verschiedenen Methoden erläutert, was 
gerade bei diesem Kapitel besonders dankenswntt ist, da es sich um Bech' 
nnngen hundelt, welche noch nicht allgemein bekannt sind. 

Den Schluß des zweiten Bandes und damit des ganzen Werkes bildet 
das Kapitel über Leitungen für elektrische Bahnen. Ein ausführliches Bei- 
spiel ftbor eine Oleidislromlinie zeigt die Aufotallung des graphisdien Fahr- 
planes, die Ermittlung des Krallbedarfts, die Berechnung der Speiseleitungen 
und der Schienenrfiokleitung. Zum Schlüsse ist noch auf die Grundzflge 
zur Berechnung einer Wei liif^latrombahn hi?ifTP wiesen. 

Die Aussüittung des Ii uchos, der Druck und vor allem die große An- 
xahl der Zeichnungen sind erstklassig. Nur mit der Art der Litentur- 
angabe kann ich mich mdit befreunden. Will man öne Angabe nach* 
schlagen, so muB man sich erst überzeugen, wo das betreffende Kapitel zu 
£nde ist, da man <;'->n>it unfehlbar die An^^abe des uilchsten Kapitels aufschlugt. 
Es empfiehlt sich entweder alle Nachweise am Schlüsse jedes Bandes zu 
vereinigen oder aber, was für den Leser das bequemste ist, dieselben als 
Fußnote auf der betreffenden Seite anzubringen. 

Ulm. M. NeübtIttsr. • 



V. AppelL ilidmmkta d*aiM]yBB mafhdmattqn« A ToMee den ing^ 

nieuzs «« dM jüKfMim, 2"* Ed. 690 p. 4^ Paris 1905. Ganthier- 
Villars. 

In 25 Kapiteln gibt Appell eine sehr reichhaltige Darstellimff der 
DifTfrential- und Int-egralrechnung, einschlieüiich ausgedehnter Anwendungeu 
auch auf die Differentialgeometrie des llaumes, femer die Integration einer 
Reihe von Differentialglwchungen, die Theorie der trigonometrischen Beihen, 
viele bestimmte Integrale, Anniherungsmetlioden für die Integration (mecfaar 
nisdie Quadratur) nsw. 

Der deutsche Leser stiiunt, welche Kenntnisse in dem „elemeutareu" 
Buch als von der Schule her bekannt vorausgeseti^i sind, z. B. die DÜfe- 
rentialiontr^ln' und die Differentialquotienten der elementaren Funktionen* 
Exponentialfunktion usw. 

Der „elementare" Charakter andrerseits zeigt sich doch hei manchen 
Definitionen (stetige Funktion einer Veränderlichen » ligne iainterrompue 

Archiv der MathfetuftUk ubd FhjrtUc UL KaU^ XII. 6 
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— p. 4; Vettanschbarkttit der Differentiatioii bei einer Funktion von zwei 

Veriinderlichen — p. 11), während wieder in dpr Kinzelausfährung der 
ResuitÄte, sobald es sich nm physikalische oder geometrische Probleme 
handelt, sehr weit gegangen wird (genaue Berechiiuug der SthvtiugimgS' 
dauer des Fendela mit ReOienentiricMiuig des elliptischen Integrals p. 193, 
TCn-her Bogenlänge der Ellipse p. 187). 

Auf fiip reiche Fülle kann hier nnmöglich er til'-'^ rangen werden (z. B. sind 
der Differentialgeometrie des Raumes allein ffint Kapital gewidmeti). Auch 
IntegraüOQsapparate werden aubführlioh behandelt, wobei der harmonische 
Analysator vielleielit nodi bfttte berflckskditigt werden. kOnnen. 

Was an Durchbildung und Vollendung die Wezke von Picard und 
Jordan in der h'vhsten Analysis bieten, das gibt Appell für ein „ele- 
mentares" (man miiü aber die Grenze, was die extensive Seite betrifft, sehr 
^eit ziehen!) mehr der Anwendung gewidmetes, nicht auf funktionent^eore- 
ütdi^ Feinheiten und kcmplisierte Funktionen sich entieekendes Gebiet 

Leipzig. H. LiEnKAiiN. 



B. Omi. WnlBlming in die VektonoMlTila mit Anwimilmutn auf 

die mathematische Physik. Mit 81 Figuren im Text 98 Seiten. 4*. 

Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Der Verfasser ist ein eifriger Verfechter der Ansicht, daß die moderne 
Elektrodynamik als „natürliche Bechenmethode" die Vektorauaiysn» fordert^ 
und tritt sehr «neigisiBh dem sum Teil von hervorragenden FczsidiaEn gezeigten 
aktiven und passiToi Wideistand entgegen. 

Inhaltlich zeigen die drei ersten Kapitel, welche in der Hauptsache 
d^T Algehra und Analysis der Vektoren gewidmet sind, natürlich eiK^e Ver- 
wandt&chaft mit den Darlegungen des (nach Vollendung des Manuskripts 
erschienenen) ersten Bandes von Ahrahams ElektrisitiUnlehre, 

Was nun die Aimemkiiiffen beliifit, so Iwingen acfatni die drei erstsn 
Kapitel mancherlei, s. B. das zweit* n icht erste!) Kcplersche Gesetz (S. 16), 
die Schraubenbewegung eines elektrischen Punktes im Magnetfeld ( S. 22) usw. — 
Die Zerlegung eines Vektorfeldes in ein lamellares und ein soienoidales (S. 59), ' 
die unter der Vorauraetzong einer bestimmten Ordnung des Verschwindens 
im Unendlichen auageAhrt ist, hat Blumenthal inswisehen unter aU- 
gemeineren Annahmen bewiesen (Math. Annalen 61, S. 235 ff.). 

Es folgen im vierten Kapitel Anwendungr-n auf Hydrodynamik (Helm- 
holtz' Wirbeltheone), elektroljtische Verschiebung und Elektrodynamik. 
Die Maxwellschen Gleichungen werden ans dem Biot-Sarartschen Gesetz 
und dem Farad ayseben Aiduktionsgeseta «kUbrt» and swar mit Hilfe dea 
Stnkessflhen SatMS ans Vektorintegralen ge\^onnen. Besonders aeigt die 
damit verwandte, aber zuerst noch die IVrnul für die Strömung durch 
eine veränderliche Fläche (S. 50) erfordernde Ableitung der Hertzschen 
Gleichungen für bewegte Körper die Macht der Vektoranaljsis. Es ergibt 
mOk nimlieh unmittelbar, daB die Gleichnngeo auch ftlr ein hewe^ohea 
Koordinatensystem ihre Form behalten. 

Mit der Lorentzscheu Elektronentheorie schließt das inhaltreiche und 
in seinem vierten Kapitel für ^icbtphysiker etwas knapp gehaltene Buch. 

Leipzig. ^* LlEBMANM. 



Digitized by Google 



88 

€. Burali-Forti. Lesdoni di Geomeferia metrioo-proiettlYa. 308 p» 4^ 

Torino 1904, Fratelli Bocca. 

Seit Cremona 1860 der kineniatischen Erzeugung der Kurven dritter 
Ordnung von Orassmann gvdadit hat und die t,mMiode tr^ ezp^ditiv« 

et tres curieuse**, ä'm AusdeluiDngilehre, ins rechte Licht gesetzt Batte^ 
pflegten italieniscbe MatheraatiVpr Ti)it Vtpsond^^rpr Vorliebe dio so lange un- 
beachtete Schöpfung des deutschen Meisters auszubauen und anzuwenden. 

Das vorliegende Werk, welches eine sjstematiscbe und didaktisch 
Iddite (9) Einfäunmg des vaat Physik, Meehaoik und dantellenden Geo- 
metrie Notwendigen geben soll, ist ein neuer Beweis dafQr. 

Im < rst n Teil werden, nachdem das Produkt von vier Punkten als 
mit Vorzeichen behafteter TetraederiBbalt definiert ist, durch die Forderung 
der assoüativen Multiplikation die Produkte von drei und zwei i'unkten 
in ihrer geometrischen Bedeatnng dednkftiT gewonnen, ebenso speaeUe 
Aggregate (z. B, die Vektoren als DiflFerenz von zwei Punkton, der Sdiwer* 
pTinkt als Summe usw.). Sodarn T^ ird die Vektoranaljsis in Grassmanns 
form auf Kegelschnitte usw. augewendet. 

jüer zweite Teil bringt die geometrische Deutung der allgemeinen 
Aggregate („Fomationen"), s. B. die Deutung der aUgemeinen im Baum 
als linearer Komplex und die Einführung der projektiven Geometrie, deren 
Ausbau mit Behandlung der Kegelschnitte (Pascal und Brianchon) der dritte 
Teil gewidmet ist.. 

Im vierten Teil gibt der Verfasser einen kurzen Abriß der Diäereatial- 
geometeie, wo die yektoMonehnung wieder die IbuptroUe spielt Sogar die 
KlaMiflration der singuliiren Ponkte von Raiunpunkten findet sich hier (S. 205). 

Es folgt ijn fünften Teil eine Darstellung' der projekÜTen BaOBI- 
geometrie einschließlich der Flächen zweiten Grades, 

In einer SchluBnote werden noch kun die Rotationsflächen konstanter 
KrUmmnng entwickelt 

Leider fehlt ein Saehregiiler, auch sind die BAckrerweise nicht sefaf 
reichlich, sodaß schon aus (?i(^.«;eni Grunde da.s oben vom Beiforenten ein- 
geigte Fragezeichen wohl nicht 'ynn?. unberechtigt ist. 

Während die Vektoranaljsis ja muner mehr an Verbreitung gewonnen 
hat, wird man doch sagen kOinnen, daB die yvA mehr Ahstaraktiott er- 
f<wd^de Punktreehnnng kaum mm Allgemeingut und wohl noch weniger 
zum didaktischen Ausgangspunkt der Geometrie werden wird, ohne damit 
ihrer namentlich in der gewaltigen Kunzeutrationskraft liegenden Bedeutung 
nahe treten zu wollen, f&r die Burali-Fortis Werk einsprechendes Zeugnis ist. 

Leipzig. H. Liebmasn. 

H* Wieleiteer« BiMioinvihi» dar hShmtn ilteteaMMü Xnrvm 
fOr d«B ZaitalMMihTim von 1890—1904. 58 S. Lsipsig 1905, Otlifdwn. 

Das Heft gibt eine systematische Übeviddit von etwa 1400 Arbeiten 

des genanntes Gebietes, mit Benutzung von ftwa 300 Zeitschriften. Den 
Schluß bilden die 500 Autorennamen, alphabetisch geordnet. — Eine wert- 
volle Ergänzung zu den Werken von Loria und Wieleitner selbst über 
algehvaasohe Knrvenl 

H. LmMaiix. 
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T. I^ebeau. Sux uu uouveau ourvigraphe. J. Neuberg. Sur les 
lignefl trac^s par le ctirvigraphe Victor Labe&n. 39p., 14 p. Bni- 
xellM 1904. 

Der Apparat besteht im wesentlichen aus zwei beweglidwa Dreiecken ABC 
und DEF, bei donpn dio Seifen A C und FK ührijjens nur znr Versteifung^ 
der fBr je<lp Bewegung beliebig einstellbaren Winkel A BC = w und FBE ^ X 
dienen. ABC hat einen Grad der Freiheit; es gleitet uiit der Seite BC 
«ttf einem festen Lineal. Die Kurve wird von irgend einem mit dem sweiten 
Dreieck festverbundenen Punkte beschrieben. /> liegt immer auf SA, FD 
geht durch einen mit dem Lineal, also mit der Zeichenebene f»'st verbundenen 
Punkt O. Um die Hewegung des zweiten Dreiecks vollstiindig zu b^'^tinimen, 
wird entweder die Länge der Strecke 1)1/ {H ist der Schnittpunkt von JjF 
und SC) kotutant gelialten („konolioidale Bewegung''), oder die Länge der 
fitrecke BH („Bewegung mit konstanter Projektion" — die Projektion BU 
von DU, also die Projektton parallel ta AB auf BC oder die LineaUcante 
iat konstant). 

Die konchoidale Bewegung gibt je nach Wahl der Konstante und Ein- 
salsong dee Zeiehenstiftes eine Reike von Kurven dritter nnd vierter Ordnung 
(Opkinride, Kis^oide, Konchoide, Kappakurve usw.), die Bewegung ,^it 

konstanter l'rojektion" Kegelschnitte. 

Herr Leheau gibt kurz die Be.'ichreibung des Apparats und die 
Resultate, Herr Neuberg, der über kinematische Erzeugung algebraischer 
Kurven viele Untenuehungen angeetellt hat, die Theorie. 

Leipzig. H. LlEBHAMK. 

N« I. LolMtschewskj, Paagtoaetria <m prMm g^om^trie foiid4e 

rar tme th^orie g^ndrale et rigoureuee des parallöles. (Reimpres- 

sion fac-simile conformo ti l'edition orifinale) 63 p. Paris 1905. 

Der — leider ohne Vorwort und A inner kungcn , ja ohne i^ngabe, wo 
und wann das Original erschienen, — gegebene Neudruck ist sehr will- 
kommen. In der Sammlung gelehrter Abbandlangen, verfitßt von Professoren 
der kaiserlichen Universität Kasan zur Erinnerung an deren fünfzigjähriges' 
Bestehen (Kasan 1856) hat T.. zuerst seine Pangeometrie in französischer 
Sprache veröffentlicht (S. 27Ü-— o-tu), Prof, Engel charakterisiert in seiner 
Ausgabe und Übersetzung zweier geometrischen Abhandlungen L.'s (Leipzig 
1899) das Werk dahin, daß es gegenttber den froheren Abhandluagen L/s 
nioht viel Neues bietet. Der alternde L. will aber hier noch einmal seine 
neue Geometrie, die jetzt sogenannte ..nichteuklidische Geometrie", eindring- 
lich in Erinnerung bringen, verweüt z. Ii auch bei der Frage, ob in unserem 
Räume die euklidische oder die „Pangeometrie" gilt — Reierent bat bei 
seiner mit Faragrapheneinteilaog, Figuren und Anmerkungen versehenen 
Übersetzung der Pangeometrie (Ostwald's Klassikersammlung, Nr. 130) Ge- 
legenheit gehabt sich zu überzeugen, daß das Werk nur ,,an wenigen Stellen 
mit umständlichen Rechnungen belastet ist", und daß „der V'^erfasser der 
Pangeometrie sich noch im vollen Besitz seiner Geisteskräfte zeigt" \^Engel). 
Im flbrigen waren manche kleine üngsnanigkeiten sn verbessern, die aber 
hier nicht aufgexBlilt werden können. 

Leipaig. H. LinnMAint. 
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U. C. E. Martns« AstronomlscJtie Erdkunde. Ein Lehibuch angewandter 
Mathematik. Große Ausgabe. 3. Aufl. Mit 100 Figg. XVI und 473 S. 
Dresden 1904, C. A. Koeh. 

Dem durch Reichhaltigst dee Inhalte und peinlidbste Genanigkeit in 

der Ausftihnmg bekannten Werke hei seinem Neu-Erscheinon einige 11< ;;l<'it- 
worto mit auf den Weg zu geben, ist eiit lankbare Aufgabe. Das Buch 
^eriüUt in zwei Abschnitte: I. Der Steiuhiiinnul. II. Die Erde. «) Kugel- 
gestalt, ß) Größe, y) Bewegung, d) ellipsoidiscbe Gestalt. Ohne Übertreibuug 
darf man sagen, daß ans jeder Zeile desselben ein reiehes Wissen mit einer 
pädagogischen Einsicht gepaart spricht, wie man es selten in einem Buche 
findet. Damm mngp ps in keiner Lelupr-Bibliotliek fehlen: es i<!t ein Rat- 
geber lür jeden Lehrer, der in mathematischer Geogi'uphie unten'ichtet. 
Vornehmlich aber sei es als Prämie oder Ge.schenk für die Primaner unserer 
höheren Lehranstalten empfohlen. 

Einer kleinen Einzelheit Erw&hnung zu tun, möchte i( h na ht unter- 
lassf^n. Auf S. 25 gibt JIr. ^^fartus eine ErklUnin«: dis Wort'-; Theodolit, 
indem er unt^r Berufung auf We igand und Hugo Bieliiig wahrscheinlich 
macht, daß das Wort durch Verschmelzung des eugUscheu Attikelä Ihe mit 
dem nrsprflnglieh arabischen alidade, das zn athelida bei englisehen Autoren 
des 16. Jahrhunderts geworden, entstanden sei. Demgegenüber gibt neuer- 
dings (Preuß. Jahrbücher. 1904. 110. S 362— 3G4) Hr. Didolff eine recht 
plausible Erklärung aus ^{aiouuti schauen, üd(6g) Weg, Bahn, und ki&{og) 
Stein, Fels. Denkt man aich die Meßscheibe ursprünglich als Steinplatte, 
was viel Wahrscheinlichkeit fttr sieb hat, so wflrde unser Wort soviel als 
„Wegsehanstein*^, t^Streckenmefiplatte", „Entfemnngsmeftscheibe** bedeuten. 

E. HAnüTZSCHEL. 



Bruno Schulze. Das militärische Aufhehmen unter besonderer Be« 
rücksichtigung der Arbeiten der Königlich Preiißisohen Landes- 
sul'uahme nebst einigen Notizen über Pkotogrammetrie und über 
die topographiwdieii Arbeltan Deutaohlaad beiiaehlMurter Staaten. 
Nach den auf der Kffnigliebea Kriegsakademie gehaltenen Yorbttgen be- 
arbeitet. Mit 139 Abbildungen im Text. XIT und 805 S. Leipug 1908, 
B. G. Teubner. 

Der leider inzwischf^n verstorbene Verfasser war Ohof der topographischen 
Abteilung der Landesaufnahme. Sein Werk bedarf keiner Empfehlung, es 
hat sozusagen einen amtlidien Charakter, indem es die bei E. 8. Mittler 
und EMin zuletzt 1883 ersdiienene „Instruktion" für die Topogn^pikm der 
topogiaphi-schen Abteilung der Königlich Preußischen Landesaufnahme wissen* 
schaftlich durchdringt und vertieft. Demgeiuäß ist das Arbeitsgebiet der 
TrigoMometriftchm Ahiniutuj der Landesaufnahme, dem der Afferent seine 
Monographie ^^as Erdspltäroid und seim AbhUdum/\ Leipzig, Ii. G. Teubner, 
1908, gewidmet hat, nur sehr kurz, desglmi^en das der httrtogrt^iidtm JJb- 
ieilm^ a^ir im ümriß geschildert. Die Reichhaltigkeit des Inhalts und der 
auf das PrHkfieche gerichtete Sinn des Werkes möge durch die folgenden 
Angaben eriliutert werden: 

Geschichtliche Entwicklung der Topographie, ganz besonders in PrenBen 
6. 5— Ifi. Organisation der prenSischen Landesaufnahme. 
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L Teü Die Vorarbeiten für die topographische Aufnahme*, ö. 18 — 54. 

n. T«fl. Die topographiflche Aafhabne. A. — F. TnstrnmenteikkttDde, 
insbesondere 6. Der Meßtisch und seine Hilfsinstrunieute. S. 56 — 116. 
Anwenduug des Meßtiscbapparatcs. Die praktische Ausführung der mit 
dem Meßtisch vorzunehmeuden Arbeiten ( Stationieren; Höhenbestiiiirnungj. 

Die Darstellung von Grundriß und Bodenformen bei der Autiiahme 
8. 158 — 300 (Signaturen, Schriftproben, Sehiclitlinien). 

Die praktische Ausführung der Aulhahme eines MeBtiadiblattes. Die 
Tag^sarbeit des Topographen im Zmammenhang. FeitigsteUung der Auf- 
nahme im Winter. S. 2(i1— 337. 

IIL Teil. Die kartographische Verwertung der Meßtischaufnahme. 
NolSzeit Uber die anBerpreaiiBüKihen Vwmessungs- und KttrtÜHmngBarlieitenf 
und 2¥rar in den denischen Bundesstaaten und ferner in Österreich, Ruß- 
land, Frankreich, Itelien, Schweix, Belgien, Niederlande, Dftnemark, Sehweden, 
Norwegen. 

Referent möchte das Werk zum Studium allen Kollegen empfehlen, die 
Lut hBbm, ihten Unterricht in der Trigonometrie in Obersekwida «ind 
nima mit Bflokaidit anf die Fraxis lebensvoll und anregrad ta geslaltMi. 

E. Habhtsbchel. 



H* Beeker« CtoouwtrisoliM Zetehnmi. Neabearbeitet Tcn L Yonderlinn. 
3. Aufl. llit 290 Vig. und 33 Tafeln im Text 186 8. Leipng IdOS, 

Göschen. 

Das Buch hat eine Reichhaltigkeit des Inhalts, die bei seinem niedrigen 
Preise geradezu staunenswert ist Indem daher der Verlagsbuchhandlung 
das hlKAiste Lob m spenden kt IQr ihr Bestreben, Kenntnisse in der Geo- 
metrie in immer weitere Kreise dringen zu lassen, 'mSchte Referent nicht 
zurückhalten mit Wflnschen, deren ErfUlung fttr die nSchste Auflage er Ar 
ausführbar lUlli 

Die erste Angabe des Werkchens (IbÜöj durch H. Becker enthielt 
«nf der Bfickseite des Titels einen Binwe&s auf Werke, ans denen Beispiele 
entnommen sind: Owen Jones, Grammatik der Ornamente; Fr. Sales 

Meyer, Handbuch der Ornamentik; Hoffstadt, Gotisches ABC; Eggers, 
Tielirbnch des Zirkelzpichnens. Eine solche Angabo ist wissenschafthVh und 
weist zugleich den Anfänger darauf hin, daß es auch noch Werke des be- 
treffenden Gebiets gibt, die umfassend«: sind ab das ▼erliegende. Sie be- 
wahrt sngleicfa den Autor vor dem Yorworf des Ffa^fiats, als s. B. ans 
Eggers Büchlein Teile des Textes wflrtlioh übernommen sind. Da der 
Hinweis auf die oben genumten vier Werke jetzt fehlt, wünscht Keferent 
denselben wiedei'hergestellt. 

Im einzelnen folgendes. S. 22, Autgabe 10 und 11 fehlt bei der Rek- 
tifikation des Heises die doch so notwendige Angabe, daß nur eine Niäte- 
rut)(;skonslrultioti gegeben wird. S. 33 unten: Man macht (?) eine Strecke 
AH ^ ') Im? cm? Ref.), Ik schreibt um A mit AC einen Kreisbogen und 
tragt auf Htm (?1 doch wohl als Sehne! Ref.) CD = 3 (??) ab . . . Größere 
Sorgfalt im Ausdruck wäre hier wohl am Platze. S. 46 g) findet sich die 
An^be 10 von S. 33 nnnStigerwetse und ohne Hinweis wiederholt S. 56 u. IT. 
EllipsenkonstarnktLonen: warum fehlt die bekannteste von allen, die Faden- 
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koDätruküon? S. 59« Fig. 131: ^llipseukonstruktioii von Leonardo da 
Tinci** itfc liiiisasafl«lMiil 8. 198 n. ff. Erkllnui|r «nd figOrlieli» Erlintonmg 
des Stordisdtnabtte kOnnte viellddit in dem Abechnitt über das VerUemeni 

und V pri^roßem von Figuren hinzugeftigt werden. Referent steht nieht taif 
das Bückleiu im ganzen als sehr empfehlenswert zu bezeic)inpn 

_ E. HaEN iZSCHRL. 

K. "Vater. Dampf und Dampfmaschine. — Neuere Fortpckritte auf 
dem Gebiete der Wärmokrattmaschinen. Aus Natur und Geistes- 
welt Nr. 63 u. 86. Leipzig 1905, 1906, Ii. G. Teubner. 

Die Teubnersche Sauiniiung ,^us Natuc und Geisteswelt'' steht in 
4er ersten Ilnie der ImeUdDdlerisehen ünteroehmen, die einem weiteren 

Leserkreise gediegene, toe ^vliklidien Fachleuten geschriebene DarsteUiingfni 
begrenzter Gebiet© zu sehr nifdrigem Preise vMTnitteln wollen. Gegenüber 
den zahlreichen, mit vielen Bildern und m^ist s^hr oKfrHnchlicht'm Texte 
versehenen, weder ihrem Gehalte noch ihrem Treist- imch al.s „populär^* 
sn beieiclmenden Bflohers, die mehr der fluchtigen Neugier, aLi wirUidiem 
Interesse der Leser dienen können, verdienen solche Bestrebungen die Teil- 
nahme aller FacbkreisB. Denn gut geschriebfue, einfache Dtirstel langen 
können auch angehenden Fachleuten wesentliche Dienste leisten, da sie 
unter Vermeidung schuiiuäiiiger feierlicher Form eiueu einführenden Cber« 
bUdc gewahre n «nd sehr anregend wirken kOnnen. 

Die beiden Torliegenden Bfindohoi entsprechen nach Anlage und 
Durchführung vollsttlndig den Anfordornngen, die sich aus ihm Zwecke der 
t^ammlung ergeben. Unter richtiger Auswahl des Stoffes bietet der Ver-- 
fasser eine von klaren schematischen Skizzen begleitete Darstellung der 
KolbendnmpfiBiasdnne «nd der neueren Erscheinnngen auf dun Gebiete der 
Wixmemotoren, in der Abflielit, einen Einblick in die physikalischen Vor- 
gilnge bei diesen Maschinen zu geben. In einfacher verständlicher Sprache, 
was hier besonders hervorzuheben ist, und mit nicht gewfjhaliehem Lehr- 
geschiek hat der Verfasser für jeden zum Nachdenken willigen Leser alle 
womitliehea Oesioliftqpiuikte entwidtelt 

Li der Einleitnng des ersten BAndehens sind zun&chst einige elementare 
Grundbegriffe der Mechanik erläutert. Dieser leidigen Notwendigkeit können 
sich Schriften für weitere Kreise immer noeh nicht entziehen, da diese von 
dem bunten piiyäikalischcn Allerlei, das ihnen die Mittelschule bot, erfahruug- 
geuSA einigermaBen Uare Vnntelluugea der notwendiggtea Grundbegriffe 
im allgemeinen nieht mitbringen. Nicht doreh ihre Schuld. Der Erfolg 
der dadurch veranlaßten propädeutischen Einleitungen kann leicht bezweifelt 
werden, eine sorgfältige, wie die vorliegende, wird aber mindestens den 
Wert einer selten ganz überflüssigen Auffrischung haben. Wie üblich, ist 
bei Sntwii^ung der Begriffe Kraft, Arbeit, Lostung in dieser Beihenfnlge 
Terfishren. - Beforent hat gelegentlich sngunsten mögliehster Ansohanlichkeit 
anch die umgekehrte Beihsitfldge versucht, wie hier im Intercs.se gemein- 
verständlicher Darstelluneon ^rwühnt sein mag. Dem Zwecke der Arbeit 
entsprechend, ist in den einleitenden Abschnitten auch das Wesen des 
Kdbemndikators erlftutert, und mit Hi]£» der daran gewonnenen An* 
schanungeii die sun&dist wichtigsten thermodynamisohen Eigenschaften 
der Oase. 
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Mit dem sweüm Abaefanitt», dem Waaserdampfe und seiner Eneagung 
gewidmet, tritt der Ver&sier in seiii eigentliches Thema ein tmd gibt zu- 
nächst einen eehr klaren und anschaulichen Überblick über die Physik des 

r'ampfes, in der nur vielleicht, um Mißverständnisse zu vermeiden, mehrere 
Beispiele fUr die Außere Verdampfungswärme bei verschiedeoen Drucken 
dienlieh sein dfirften. Leider gibt den beigegcbene Diagramm der Dampf- 
winnen wohl den Ghamkter der eiasdnen Wimekorven wieder, ihre Hafi" 
Stiibe ftiy nm^ aber nicht zu einander, und darunter leidet der Wert des 
Diagrammes fttr den vorliegondon Zwock überhaupt. Im Znsammenbang 
damit müüten auch mehrere Textstellen verändert werden. 

Bei Betrachtung der Dampfkessel ist von der Mitteilung von MTftxme* 
dorchgangsIcoSfBxientm Abstand genommen, die im Keaselbau ja anch kejne 
Verwendung finden. Immerhin würde aber eine kune Erwähnung der die 
fra<.'-lif'))f'n W^rto hcdingendf^ti Yerluiltnisse d(»n EinWiek in die Vorgänfre 
erleichteru. Die Bemerkung auf Seite öO über die Dicke der Kesselwand 
könnte leicht so mißverstanden werden, als ob die praktisch in Frage 
kommenden Wanddicken emen wesentlichen EinfluA anf den Winneübergaag 
hätten, was tatsächlich doch nicht der Fall ist. Einige Andeutungen Aber 
die Feuerungen und die höchst verwickelten Vorgttnge bei der Verbrenunog 
würden nicht überflüssig sein. 

Die Betrachtung der eigentlichen Dampfmaschine geht von deren 
historisdier Entwicklung ans. Dabei erscheinen abor die Verdienste Watts 
Tiitht vollkommen gewürdigt. Watt hat zwar durch Aufnahme der Si hwung 
radmaschine und sorgfältige Ausbildung ihrer Einzelheiten die spätere Au 
Wendung höhertn T>nickes ermfvglirht. pr selbst hat aber immer an der 
Kondensatormascbxne mit ganz niedrigem Kesseldrucke festgehalten. Sein 
gritfltes, erst sp&t richtig erkanntes Ywdienst um die Kolbendampfmaschine 
muß vielmehr in seiner klaren Anschauung von dem Wänneanstausche 
zwischen der inneren Zylinderwand und dem eingeschlossenen Dampfe ^re- 
srhen worden, der Ijahnbrechenden Erkenntnis, die bei Watt zunächst ihren 
Ausdruck fand in der Erüiidung den vom Zyliuder getreuuteu Kondensators. 
DaB dieser Kempankt dar heutigen Dampfiinasohtnentheorie nicht greifbarer 
hervortritt, wenn auch einzelne Bemerkungen an verschiedenen Stellen dar- 
, anf biiuleufen, kann fl}»erhaupt als eipentlielier Mangel der vorliegenden 
Arbeit enipfun<b.'n werden. Das Verhalten des Dampfes in nassein. trockenem 
und überhitztem Zustande an den inneren dampfberilhrteu MetallÜücbeu 
des Zylinders bei wechselnden Teroperatnren, gegen dessen sehSdliche Folgen 
keine noch so wärmedichte Umhüllung des Zylinders schützt, vermag allein 
die tatsächliche theoretische tnierlegenkeit der mebrstnfigen Expansion (trotz 
grußerer dampfbertihrter Flächen 1, den günstigen Einfluß des Dampfmautelsi 
(der auffallenderweise nicht erwähnt wird», beigemischter Luft, des Dampf- 
8lens, der Dampfttberiutsnng (trotz größerer, die schftdliche innere Konden- 
' sation scheinbar hegOnstigender Temperaturdiiferenzen) sv erklär< n. Gerade 
weil diese Erkenntnis, zu der Watt den Grund legte, erst in den bt/.ten 
Jahrzehnten gebührend gewürdigt wurde, während man noch in den 70er 
Jahren den Fort.schritt vornehmlich in der mechanischen Ausbildung der 
Dampfinasehine, besonders der Stenerung suchte, sollte sie in einem modernen 
Buche mit besonderem Nachdrucke hervorgehoben werden, auch in einem 
elementaren, was um so leichter geschehen kann, als die streng physikalisch» 
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Behandlung der fraglichen Erscheinungen ohnehin noch in weitem Felde 
tteht Damit wftrd« nuk audi d«r Nntaen des ftberliitsten Dampfes «Airfer 
erläutern lassen, als dem Veriasser ohne voriiei^gdldlidft niBammeiilktseiide 

Betrachtung der FlSchenwirkung möglich war. 

Dagegen sind die kinetischen Verhältnisse der Kolbendampfinaschine 
so vollständig behandelt, wie der Umfang der Arbeit zuließ. Ihr praktischer 
Weit wird dadnreh wenenflieh eilidht, daß Shnliche VerOffentlklimigeii ge- 
wöhnlich garnichts darüber mitteilen. 

Den Schluß des Bändehens bildet sehr richtig eine allgemeine thermo- 
dynamische Betrachtung, die ein l rteil über den wirtsehaftlieheu Wert der 
Ilamptmaschiot; ermöglicht. £s ist hier wohl zum ersten Maie und zwar 
mit GtAck in einer fOr weitere Kreise bestimmten Behandliing der Dampf- 
maschine von dem Entropiediagramme Gebrauch gemacht, das fdr mehrere 
bestimmte Beispiele durchgeldldet ist. Das Vorständuis dafür würde noeh 
gefordert werden, wenn die mechanisehen Bilder zur Ver.sinnlichung der 
nicht leichten Begriffe noch weiter gefiihrt und für die Entropie selbst ein 
naiheliegendes meohanisehes Analogon gegeben wfirde, schon um die hier 
unvermeidliche Lflcke genauerer Begründung weniger fShlbar tu machen. 
Auch dürfte noch größere Vorsicht beim Vergleiche mit den mechanisehen 
und elelftrischen Größen geboten srin, da die zufällige Entwicklung gefügt 
hat, daii wir Wärmemengen, im Gegensatze zu Gewichten und Elektrizitats- 
mengen, selbst schon in Eneigiemaß ausdrucken. 

Das sweite Bündchen beschiftigt sich mit den jetzt besonders lebhaften 
Bestrebungen, größere Gasmaschinen mit billig herzustellendem oder von 
den Hüttenwerken unmittelbar gehcitenen Gasgemischen zu betreiben, mit 
der Dampfturbine und Gasturbine, endlich mit den in neuerer Zeit wieder 
▼eisiichten sogenannten Abwttnnonaschinen. Ss handelt sidi hier also mn 
ganz jnnge Eiseheonnngen der Technik, die der Verfasser ersichtlich mit 
besonderem Interesse und bei aller räumlichen und sachlichen Beschränkung 
doch so vollständig behandelt hat, daß seine Arbeit als leicht und angenehm 
lesbare Übersicht nicht bloß weiteren Kreisen überhaupt, sondern auch 
weiteren Fscfakreisea wiUkomnen sein wird. 

Namentlich mit Rfldcslcht auf diese letzteren Kreise erscbeint aber bei 
Beschreibung der Gaserzeuger eine genauere DarsteUoug der Bildungsweise 
der Gase am Platze. Die üblichm Au^drficke „unvollkommene Verbrennung", 
„besehränkter Luftsutritt^' usw. sind zu unbestimmt und werden entbehrlich^ 
sobald man alt Bedingung tHr die milchst ToIIstindige Reduktion der 
immer znniehst gelnldeten CO^ zu CO genfilgend hohe, gltihettde Kohle- 
sehicht bei entsprechend mäßiger Durcbströmgeschwindigkeit angibt. Auch 
die .,außerordentlich hohe" Temperatur des hier als „Luftgas" bezeichneten, 
wesentlich CO als brennbaren Bestandteil enthaltenden Gemisches beim 
Anstritte ans dem Generator, femer der praktische Einfluß der verschiedeneu 
Diflbsionsgesehwindigkeit der hier in Betradit kommenden Gase bm BUdong 
der Zylinderladung, endlidi die niedrigere Temperatur bei der Verbrennung 
von H gee«^'nüber von CO wcrdf n l'"7\veifclt werden. I>ie ])arstellung der 
SchwierigkeiiKu, die großen Gasmaschmen genügend zu kühlen, wirkt nicht 
rscht fiberzeugend. 

Bei der Betraditung der Dampfturbinen macht sich wieder der Übel- 
atand bemerkbar, mechamsdie Gmndbegriifo verwenden zu mflssen, die nicht 
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Toransgesetzt werden sollen. Es ist aber für denHuibli«^ in die Azbeits» 
weise der Turbinen wenig Orderlidi, den hier wiektagsten Begriff der Be- 
wegungsenergie nur mitzuteilen, weil seine Ableitung tu. weit fahren %\*ÜFde, 
ohne \hn wf^nitrsti'Tis dem Empfinden näher zu bringen. I>:i5 l iBt sich un- 
sohwer erreichen, wenn man etwa ausgeht von einer labelle der Fall- 
gesehwindig^ten und Fallhöhen, die auch der noch ganz Unbewanderte 
mit dem UoOen Begriff» der Besehleunigung aufstellen kann. Auf diesem 
Wege gelangt man sehr ansehanfidi zu der Schätzung der Bswegniigseiiergie 
in Arbeitsmaß und zn der rusammenfnssfndeu Formel selbst, auch zu 
dem Begriffe der Masse, dem man eine Bemerkung über das icnestrische 
Mafisystem anhängen mag. Bei einer solchen, übrigens auch ganz kurzen 
VorbareituDg wOrde sieh die Mlihe, die der Verfsaser dem Tnrbinenelemente 
gewidmet hat, noch mehr bezahlt machen. Ähnliches lieBe sich sagen von 
der frtinstigsten ümfangsgeschwindipkpit ciues Turbinenrades, die sich etwa 
am Peltonrade leicht ermitteln ItlBt. Die ^^hr hübsthe Übersicht über die 
jetzt wichtigsten Systeme von Dampfturbinen wiirdeu durch solche knappe 
Hinweise nur gewinnen. Eine besonders Betonung des thomischen Vor' 
zuges der Dampfturbinf" gegeaftber der Kolbenmaschine, nämlich der gleich- 
bb ihnndou Temperatur des Dampfes an denselben Flächenelementen, erscheint 
nicht überflüssig. 

Das Wesen der bis jetzt, mangel^i «iues brauchbaren Kompressors, uoch 
nicht lebensAhigen Gastuihine konnte in Anlehnnng an die Qasmasdiine 

einerseits und die Dampfturbine andererseit.s selir fiiBlidi daigeetellt werden, 

während der Bericht über die Abwörmemaschiuen — zu denen man eigent- 
lich auch den besondfrs behandelten Rat t au sehen Wärmespoteher zahlen 
müßte — vomehmlicii die neueren Versuche mit schwefliger Säure berück- 
sichtigt. 

Im ganzen verdienen die beiden Arbeiten in besonderem Maße die 
Bezeichnung „lehrreich", denn sie bewältigen umfangreiche Stoffe in wohl 
abgemessrnpr Beschränkung mit den einfachsten Mitteln, deren Aii; und 
Verwendung auch für Lehrende vou Interesse sein wird. 

Berlin. A. ßoTXH. 



Arwed l uiirinann. Aufgaben aus der aualytiaoheu Heohanik. Dritte 
yerbesBerto und vermehrte Auflage. Erster TeU: An^ben aus der 
analytischen Statik fester Kflrper. Mit 34 Fig. XII und 906 S. 

Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 3,60 JC 

Diese rühmlichst bekannte AufgaVunisanimlung hat in der neuen Auf- 
lage eine nicht unbeträchtliche Vermolirung des ünit'angs ert'iihren; sie 
bietet auf immer noch verhältnismüßig kleinem Kaum in ihren Itiü Auf- 
gaben ^e Fftlle schOner Anwendungen der DiSinrential- und Litegralredmung. 
Besonders willkommen werden vielen die sehr ausfllhrlidien üteratumadl- 
, weise am Schlu^^s* jedes Kapitels sein. 

Strafiburg i. £. Paul Epstuv. 



Yermisclite Mitteilungen. 



Ii AnlsabeA und Lelursätzd. LosoBgan. 
A* Avli|al|pii vn4 IidinitM. 
180. Dm knfaisditt Panbel 

f — «» + «i* + «I** + ö»«* 

ist das Enengnis cinM StrmhlenlilliQlMls und einer gleichseitig-hTperbol^Mdiea 
ParaUelstrahleninvolution , welche den Sehniit einer gewdhnHdien Parabel 

und eines Parallelstrahlenbüschels projiziert. Beide Strahlenbüscbel sind 
projektiv und erzeugen eine gleichseitige Hyperbel, derpn Asymptoten z — 1 
und 1/ — 0 sind und deren Potenz — ist Dieser geometrische Zusammen- 
hang ist ans der Kurvengleidraag hsraileiten. 

HolsmiiideiL G. Komb. 



181. Gegeben eine Cassinisohe Kurve (in rsehtwinkligen kaiteatsdieii 

I. Wenn a' > r', besteht die Kurve aii"^ '2 ^''trpnnten oval-ähnlichen 
Stücken, deren eines das Spiegelbild des andern (tür die y- Achse als Spiegel) 
ist Unter allen Ellipsen, die mit dem einen Kurventeil einen Brennpunkt^) 
gemeinsam haben, diejenige xn findsa, die sich dem Oassinisdien Orale am 
besten anschließt. Dam ist der Abstand der Ellipse vom Oval, gemessen 
auf der Ovalnormalen, zu betrachten, dieser hat filr jode der erwähnten 
Ellipsen irgendwo ein Maximum, und nun soll diejenige Ellipse gefunden 
werden, für die das Maximum seinen kleinstmöglichen Wert besitzt. 

IL Ist (^>(i', so besteht die Kurve ans einem gesehlosscoiett Zuge, 
^ bei festem a und hinreichend großem e eine eUipseiahnliche Gestalt 
aimimmt. Es soll wieder die Ellipse bestimmt werden, deren Brennpunkte 
die der Cassinischen Kurve sind, und die sich dieser möglichst gut an- 
schließt Ebenso ist der Radius desjenigen Kreises um 0 als Mittelpunkt 
SU hestimmeu, fOr den -die grSfite Abweidinng xwisdien den beiderseitigMi 
Peripherien, gemessen auf der Normalen der Onssinisdieii Kurve, ein 
ICinimum ist. 

Potsdam, 4. Februar 1906. Otto MBumma. 



1) Z. B. den, der die Koordiuaten x » a, y — 0 hat. 
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B. Ldünngen. 

Zu 9 (m I, S. (8t. Jolles). — „Es ist (iurch geometrisch» 

Betrachtuu^eu zu imgeu^ daU die Differenz co — sin o bei iniinitesimalem a> 
von dritter Ordnung unendlich klein wird." — Es ist geometrisch evident» 
dftß Ittr jedm zwiaehra Null und « entiialtetieii Winkel o die Ungleichnng^ 

2 sin g < » < 2 tan j 
hestebt, weil « am EinheitBkreiM den Bogen, 2 sin ^ die hienugebörig» 

Sehne und 2 tan " die zur Sehne parallele Tangente, suv.eit sie /.wisclieu 

die Bchcnkel von co fällt, bedeutet Aus dieser Ungleichung folgt durck 

Subtraktion von sin a 

2tm — >iniD<fii — 8inei<2 tan ^ — sin «. 

Nun iit aW: 

28in -j- — sin A> 2 nn ^ 1 1 — eoe ™ ° "^'^ 4 4 

2tan^— siniB — 2tMi*^l— cos* *^ —» 2 sin* ^- tan ^- ; 

also haben wir: 

8 sin*^ co8^-<« — 8in«<2 sin- ^ tan 

Da man liekaaitlilicii bei infinitesimalem Winkel den Sinus und die Tangent» 
durch den Ilogen uq*1 den Kosinns durch 1 ersetzen kann, SO eiiiilt man 
hieraus, wenn io intinitesimai ist, 

g- < » — Sin © < Y • 

Die Differenz, vt — sin a ist also bei unendlich kleiuem u intiuitei>imal von 
der dritten Ordnung. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 



Zu 10 (Bd. I, 8. 207) (St Jolles). — „Es ist der Wert toh 

CC 

^ 2*+* sin" -*lcos \ zu bestimmen.*^ 

Erste Lösung. — Setzt man in der identiadien GlMcfaang 

J;[r(*)-/-(*-i)]-/t«)-r(i) 

die willkttrlicbe Funktion 

/-(»)- 2'- «.j,?^, 

80 wird 

/■(i) -/•(* - 1) - [I rin - ; «» ^^]- 
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Da aber aUgemein 

^ sina; — „ sm 2x = siu'' cos*!, 

90 ist 

/•(*) - 1) - 2*^* sin» ^* 
und die obige Idientitit lantet: 



^2*'*'* sin* Icos H — 2""^ sin -~t — sin«. 



Lißt man n ins Unendliche wachsen, so wird daraus: 



Zweite Lösung. — Es ist durch eine einfache Betrachtung klar, datt 

die Glieder der Folge 

aj » c0 — sin », a, II» — 2 sin , o, -» « — 3 sm , • • — « — n sin ^ 

mit wadisendna ii unbegrenzt abnehuMn, aodaß also üm ^ 0. Es gilt 
daher folgende identiBeh« Oleidmng: 

«»1 - («i — \) + («., - \) + («<. — «I.) H ™ 

worin die iDdiceä , , , • - - beliebige Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
Änd, die nur der Bedingung 1 < t'i < «3 < tj < • • • genügen müssen. 

Wählen wir nun 2, i| » 4, ^ — 8, • • *, allgemein ^ — w gekt 
die angeführte Identitftt Aber in: 

• - d« • -^(2" ä. ^ - 8— «n .) =^2" - . (2 ri. ^ - in -".-,)• 

UTim. iat abw, wie man leicht findet: 

2 sin - — sm -~| ^ 2* am' — . tos . . , • 
Wir haben also: 

— d» — rin'-5, ,0. -ij. 

• ■1 ' 

Die Annahme führt zn folgende Oleiebnng: 

üj — sin ü 3" sin ^- — 3"~* sin -ß-r\ 

oder naeh kurzer üqifonnimg: 

» — sin » =» 4 ^ S" " ^ sin* 

Ganz ähnliche Überlegungen gelten bezüglich der Folge: 
i^a'tane» — o, i^»2tan^— », A|<— 8tan~ — o», b,^— «tan^— «, 
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welche < ^ vorausgesetzt^ ebenfalls eine Reihe von unbegrenzt abnehmendea 
Gr6fi«n bildet. Es ist wieder lim 6^ « 0, daher die Ideutit&t: 



worin wieder 1 <«i<ii|^l|<-* - eine unendliche Anzahl gans«r, posi- 
tiver Zahlen bilden. 

bt hier a. B. — S", so eriiSlt man folgende Formel: 

«=1 ^ ' «Ml ^ ■ 

Andere Annalunen Ittr liefimi i Wii dw Foimein. 

Ansng (Böhmen). _ ^ stnd. mtlSk, J. Krdo. 

Za 16 (Bd. I, S. 370) (£. N. BarUien). — D&iMmtrer qne * 



8« 



<a* cos» © + b*«n* €fi* ** * 

2.f 

"»" Y (a«iin*e+»We)^ (a* -f ft^«- 

Setat man in dem ersten Ihtsgral 9 — 9, so wird es: 
s« 

J (a*ttn«9 + ft*'coiVP " I)««»» Umrechnimg de» ZlUei» 



ergibt 

— [a*sui><;p + fe«cosVl [(a* + 6»)« sin^ cos^ -(a'ein'y + &*cosV)], 
woraus die beiden Integrale hervorgehen: 



ix 



/a*Bin *y + yeos*y 
a^ik'^+FeöP^."''- 



Zerlegt man das Litegrationsintenrall toh J,: J^J-\-J und setst t 
aweiten S.ummanden 2» — 9 » §0 IlbeRengt man sieh, dafi 
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wird. Durch weitere Zerlegung: ^ — ^ erhält ma^j; 



Durch die Substitution 9 geht dieses Integral über in: I ^^»^j^f^yij 
IMe Helliode der Ftetidlnriielumrlegimg lieftrt: 

Du «nto Integral rechter Hand ist beikannlilkli ^; das sweite -^^^s f ■ Müttun 



Das Integral J^ geht durch dieselbe Teilung des Integiaiaonsuitervalls mit 
nachfolgender Substitation tg^ — t lüm in: 

4(a -(J^.y + 6*coB»9)« ^'^^ 

Durch Zerlegung in Fartialbrüche zerfällt letzteres Integral in eine Sunune von 
lisr Integralen: 

-wo die Konstanten die Werte haben: 

» ^' » ^ - 

(a«+.*W — («» + »V(a«-6«)' 

_ a*&' p ^ 

■^S ~ (n* -L — » tat . 



(a« + 6«)«(a* - 6*) ' (a« — **)* 

Die vier Integrale ergeben: 



dt 1 « / dt 1 « 
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I 

Demnaicb nimmt das Integral die Fonn an: 

j \ ^h*^ 1 ««' _L— 1— 1 

«der 

Mitliin wird das vorgelegte Integral: 

•'i + •'t " ~ät:f tt + ai_^|,t=-^,^l,, 

ist immittelbar ersichtlich, dafi, wenn das Integral «T^ vernachlässigt 
■würdf, der absolute Wert (l»^.s ursprünglichen Integrals ungeiindert bliebe. 
Das von Herrn Bnrisien angegebene Resultat ist hiermit zu berichtigen: 

Ö**" ff+»t)t ' «« heißen: --np,,. 

Berlin, den 18. November 1906. stad. math. Wermbr Gabdbckb. 



Zu 149 (Bd. X, S. 327^ fE. Lampe). — Erste Lösunjr: Zwei 
<jreraden einer Ebene schneiden sich in C unter dem Winkel y\ im Punkte P 
der beliebigen Kurve JT ist die Kurventangente gezogen, die die Geraden 
in A und B sobneidet; der Flicheninbalt des Dreiecks ABC ist A. Za 
beweisMl ist, daß A einen größten oder kleinsten Wert erreicht, l) wenn 
die Tangente in P dnn-h C geht, 2) wenn P ein Wendepunkt der Kurve 
K ist, 3) wenn P die Mitte von AB ist. Bekanntlieh wird bei einer 
Hyperbel der Tangentenabsdmitt zwischen den beiden Asymptoten durch 
den BerOhrungspunkt gehklftet, und der Flächeninhalt des von dMi Aiym* 
ptoten und diesem Tangenteuabschniit gtbildeten Dreiecks ist konstant. 
Unter Beuiit/ut'rr dieses Satzes ergibt .sich leicht, daß Dreifcke, gel)!M"t 
von KurveiitHngenten, der«u Berührungspunkt das Tangentensegment zwischen 
den beiden gegebenen Geraden halftet, Maxima oder Minima sein müssen. 
In der Tat kann dann die Kurve in der Umgebung des Berühnuigqmnktea 
durch einen berührenden Hjperbelbogen von infinitesimaler Ausdehnung (mit 
den beiden Oeraden als Asymptoten) ersetzt werden. Eine nnendlifb kleine 
Variation ^er Tangente ändert dann hu dem Flücheniuhalte des Dreieckes, das 
durch die Tangente und die beiden Geraden gebildet wird, nichts, woraus 
folgt, daß dieses in diesem Falle ein Maximum oder Minimum fein muß. — 
Femer ist klar, daß das durch eine \Vendetangente und die beiden Geraden 
gebildete Dreieck ein Maximum oder Minimum ist, weil die durch die Wende- 
tangenten :iul' den beiden Geraden abgeschnittenen Strecken stp^s gleieh- 
2eitig beide Maxima oder Minima sind und weil der l'lAcheninhalt des be- 
traehteten Dreieckes dem Produkte dieser Abschnitte proportional ist. 

Analytisch kann man so schließen: Die beiden gegebenen Geraden 
seien Achsen eines schiefwinkeligen Koordinuten.system.s. Die Oleichung der 
Kurve sei in sogenannten Plückerschen Lmienkoordinaten gegeben: /'(t. t) 0. 

— ^ und — ^ sind die Abschnitte der Tangenten auf den Koordinaten- 
achsen, die miteinander den Winkel y einschließen. Der Flächeninhalt des von 
«iner Tangente und den Koordinatenachsen eingeschlossenen Dreiecks ist 



üigiiized by Google 



Vermiidite Mittoilnngm. 



97 



also J — Wenn wir von dem aelbstYentindlichen Extremum ^ 3» 0 

Sttt) 

absehen, wolches dann entsteht, wenn u und r unendlich sind, d. h. , wenn 
dif bptrpöende Tangeate durch den ürj>prung des Koordinatensystems hin- 
■durchgeht, so wird A dann ein Maximum oder Minimum, wenn miv eia 
Miymm^"» od«r Ifoximmn wixd, also wann «d« + 0 ist; d. 1l die 

KviT» kann an dar Bwfifanuigntdle ersetst werden durch einen Bogen der 
Hyperbel «1; = const., deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind. 
Außerdem ist diese DiÖ'erentiaigleichung noch erfüllt, wetin = 0 und 
gleichzeitig dv ~Q ist, welches die bekannten Bedingungsgleichungen fdr 
«ine Weadetangente sind. 

Anfiig (Böhmen). sind. math. J. Katro. 

Zweite Lösung: In dem Eoordiiiateiisjstem, d«S88n Achsen die Geraden 
CA. und CB sind, sei . 

•die Gleichung der Kurve iv, uad man setze 

d« da? » » d«« rf«« ^ ' 

Die Tangpnt« im Kunrenpunkte V schneidet von der Abszi^senai lise die 
Strerkü CA =• ^ — -,— und von der Ordinatenachse die Strecke CB ==y —y x 

y 

*b; mithin ist 1 

— ■ y ' • gSiny, 

wonuti man durdi Ptfferentiatioii erhBlt 

^ y''(y+y'^)(y-y * „:„ „ 
ix* -p^ a^y- 

JDie grSBten oder Ueinsteii Werte Yon J treten also ein, wenn entweder 

y" — 0 oder y + y'««*»0 oder y — y'« — 0 

ist Die erste dieser Gleichungen liefert die Wendepunkte der Karre A'; 
«na der sweiten erkKlt man in Verbindung mit der Gleichmig CB jr — y^ds 
y » jCBy d. h. Punkt P ist die Mitte von AB\ aus der dritten Gleiehnng 
und der filr CB ergibt sich CjÖ = 0, d. h. Punkt P itt einer TOn den 
Punkten, deren Tangente durch C geht. 

Um WBL entscheiden, welche von den ausgezeichneten Werten des 
Dreiecte ABO Ihxima und welche Minima siod, bilde man den sweiten 
Differentialqnotieiiten der Funktion nSmlicb 

Hieraus ergibt sich 

1. ftlr y"= 0: diM Funktion J wird fin Maxiraum oder #in ^^"^"""1 1^ 
je nachdem y''(y-hy Jj(y — y' x) negativ oder positiv Lst; 

2. fUr y 4* y'^ — 0: die Funktion A wird ein Maximum oder ein 
Hmimum, je nachdem y'^y" — ^ — yT^y^ und y' entgegengesetstes 
-oder gleidws VorteidMii b^Mn; 
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3. für y — y'x = 0: die Funktion J wird ein Muunmn ote 
Jilinimmn, je nacbdem positiv oder negativ ist. 

Zu beachten ist dabei, daß die Funktion A negstiT werden kanu^ 
nUnlidi wenn die Strecken CA und CH ala Aliszisse und Ordinate Ter- 
8dii«d«n6 YoneidiesB baWn, daB Wmt d«r W«rt J^O niolit nur «an 
MiniDiTun, sondern auch ein Muxmnm sein kann; ferner, daß der absolute 
Flächeninhalt des Drüecks ABC fßr ein negatives A Lei Eintritt des 
Maximums eraan kleinsten Wart, bei Eintiitt des Miniirnimg aber einen 
größten Wart erreicht 

Anwettdung auf die Kam y — • s*^ 6^ + U« — -6. Man knm 
die Glfliolnuig aelmiben 

jr«(«-l)(«-2)(«-8); 

die durch sie dargeetallte Kurve schneidet demnach die Abszissenachse in 
den Punkten x ^ 1 , ri» 2, « ^ 3 nnd die Ordinatenachae in dem Punkte 

y •= — 6. Man iiudet 

y' ^ ax» - 12a: + 11, i^' = 6a;— 12, y"'=6, 
- (2x» — 6x»4- 6)» X . 

^ ««»-Wit+u ¥»^3'. 

dJ (eg — H)(tg' — 18g» 2 2x — 6) (2a;» — 6g* + 6) £ 

dx (8x» — 12« -f 11)» • ^ sm y. 

Au?trp ' CM ebnete Werte von A treten ein för 

(l)x=2, (2) 2x*~ 9x'+ llx- 3 = 0, (3) x' - 3x* -|- 3 =» 0. 

Gleichung (l) liefert den einzigen Wendepunkt der Kurve (xj = 2, yi = 0); 
das zxigehörige y' ist — 1; die Tangente schneidet von den Koordinaten- 
achsen die gltticben Strecken CA ™ Ci^ — 2 ab, und J^'-^ 2siny ist ein 
Haxinnun« Aus Oleidrang (2) orhllt man die drei Punkte 

_S 8 S + j/ö __8-f>^ 8— 1/6 

a»— j, 8 " ♦ ^3 ^ j ~ i *4 ~ 9 » 

2—" 

Dies sind die Punkte, die das Tangentensegment AB iiaibieren; die zuge- 
hörigen Werte Yon J sind 

^2 v| ein jr, ein Minimum, 

Af^^ — 2 sin y, ein Maximum, 

A^ — — 2 sin y{ ein Minimum. 

Durch Gleichung (3) sind die Punkte* bestimmt, deren Tangenten durch C 
gehen, für die also J — 0 ist Ihre AUzissen sind 

_ 

" 2 COB 10" ' *» 2 cos 60« ' *» 2 cog 70» ' 

Da die Funktion y' positiv irt in dem Intervalle von »^ — oo Ina 

g — 2 — {1/3 und negativ in dem Intervalle von 2 — 1]/3 bis 2 -f |)/8, 
da ferner a% und in dem ertten Intervalle lieg«i'und im swnten, so ist 

Jf^O ein Ibximum, 

A^mm 0 ein Maxitiiiun, 
^ 0 ein Minimum. 
Prenzlau. W. Stegehan». 
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Zv 160—152 (Bd. X, 8. 827) (6. Kubt i). — Ertte LOanngeii; 
Auf dem Kegelschnitt X »j^ise^^Xfix^ oder J^Tsa^^— o-J — 0 inflB die 
Jhmkte P| and durch 

«qA* + «jA + Oj — 0 
bestimmt; femer seien üj und ^ die Kegelschnittpunkte A » — - — und 

1 . ~ ^. IH« OI«ichimg dm Stiahla P^P^ i«t 

£r ist d«r gemeiiiMnie Stnhl der beiden Strablenbüschel, die als Grund" 
strahlen 

(1) a^»i + 0 und 0 oder A^M^ und iliilt, 

(2) X, » 0 und OiX, + a^x, » 0 oder A^A^ joA A^Ji^ 

hftben. In dem besonderen Falle — 0 lallen beide Strahlenpaare mit 
dem StraUenpaar A^A^ und A^A^ soMinmen; es iit ^ — A,; A^PiPf 
ist eise Omde, imd die Punkte J,, A^, P^j rind hannoiuMdie Punkte 
des Kegeledinitti. 

Es seien jetzt vier Punkte P|, 2*^, Pg, 1^ dee Eegebchnitte JT -> 0 
durch die Gleichung 

OoA* + %A« + a^i» + fl,A + - 0 • 

gegeben. 8e4rt man hierin k* ^ - und i ~ = so erhUi mu die 
Glsiehung eines Kegelsehuitts 

der durch die vier Pankte P geht Man kauu diese Gleichung in den 
Fon&en a^(ooar, + ajX,) + x,(a,x, + a,T, + a^x,) - 0, 

schreiben. Demnach gehört der Kegelsefanitt J?» 0 erstens dem Kegelschnitt- 
bflschel an, das durch die Btrahlenpaare x, = 0, a^^r^ -\- n^x^ ^ titkI 
iCg — ' 0, OjiCi + ajXj + a^a^ — 0 bestimmt wird, und zweitens demjenigen, 
das durch die Stiühlenpaaze ie^ » 0, UqX^ + a^x^ + a^j-, — 0 und — 0, 
OgX] + a^x^ 0 bestiinmi wärd. Hierin sind die 8tnUen x^^O nnd 
» 0 die Dreiecksseitai A^A^ tind iti^lf; der Strahl o^x^ 4' ~ 0 

▼erbindei die Punkte A^ und A — — der Strahl Og«^ + — 0 die 

Punkte j4, und k = — der Strahl u^x^ -p «jJ", -f- a^ r, = 0 geht durch 

die beiden Punkte a^X^ a^k a^ = 0 imd der Strahl OqX^ + a|je| + «i^t'^O 
durch die Punkte a^k' -j* «jA -J- = 0. 

In dem beeonderen lUle Og — 0 ist eine dar Wursela der gegebenen 
Gleichung vierten Grades, etwa A^, unendlich grofi, und Punkt P4 fällt mit 
dem Punkte A ~ 00, d. L. mit zusammen, so daß nur 3 Punkte übrig- 
bleiben: die (lleichung reduziert sich auf eine Gleichung dritten (irades. , 

Es seien nun die drei Punkte P^, Pj , ig des Kegelsehuitts K d 
durdb die Gleichung + a,A« + a,A + o, - 0 

T 
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gegeben; dann l&ßt sich zeigen, dafi, wenn 1 — 1, «> 0 mmtt dieser Punkte 
ist, die beiden anderen joi^e^mal die Schnittpunkte demjenigen Sekante sind, 
die den Schnittpunkt der bei^ien Strahlen 

mit dem Schnittpunkte der b>ndon Strahlen 

i«» + V» " ^0^1 + «»«I 0 

verbindet. Es sei t — 1, also der Punkt X»A(«0. Die Qleichnng 
des Strahls P^Pg ist 

oder, weU -(a, + i,)-^ + Ai ond a,*»-- ist, 

Addiert man hierzu die Gleichungen 

— (ffi + + ^i-»'») = 0 und a,it, -f OjXg — 0, 

so wird die linke kielte gleich Null. Die Gerade P^l'^ R«lit abo durch den 
Schnittpunkt der beiden Strahlen arj ijjr, — 0 und a^x^ + OjX, = 0. 
Addiert man fsmer die Gleiehnngen 

— Ajitio-Ti + fljXj) = 0, 
so wird die linke Seite ebenfalls gleich Null; denn es ist 

Jt5(«i + «eii) ^5(^1+^) Uisi. + ^^+W+i|^^ (»i«t+«s)- 

Die Gerade P,Pg geht also ancfa durch den Sehnittpnnkt der beiden Strahlen 

«I + — 0 und a^x, + a^x, = 0. 

Die liier in Betracht kommenden Strahlenpaare erhält man aus dem 
schou vornaiidenen Punkte i\ oder l = ki und aus den o Punkten oder 
o 

As* *~ folgendermafien: Der Strahl A^Pi treffe den Kegelschnit JT— 0 

mm «weiten Male in P^; dann ist Pi der Punkt ;i — — 1^; daher ist 

X, H- Aä^ = 0 der Strahl J,Pi', Xj + ^iX, -» 0 der Strahl iljPi'. Fenwr 
sind a^x^ -f- f^^^-^ = 0, a^r, r/jj-, = 0, OqZ^ + a,Xj = 0, OjXg a,x, ■- 0 
der Reihe nach die Strahlen A^B^, ^i^i -^-^i ^^i^. Ber Schnittpunkt 
S der Strahlen Ji^ und Ii, liegt auf dem Strahl o^a^ — a^x, — 0 
oder A^S; demnach ist a,x, + OjX, «- 0 oder der vierte harmonische 
Strahl des BQschels A^ (^1,, A^: S, Q^). Der Schnittpunkt T der Strahlen 
A^Ri und -^i-ß] Hegt auf dem Strahl — =» 0 oder .4, 7*; demnach 
ist a^x^ + a^Xj = U oder A^Q^ der vierte harmonische Strahl des Büschels 
{A^, A^ \ T, Q^). Man findet also der Reihe nach die Punkte PI, S, T 
und d^ SteaUen A^Qn A^Q,- Sohneiden sich dann die Strahlen A^M. vnd 
AfQf in U, die Strahlen A^P'i und A^i^ in V, so ist UV derjenige Strahl, 
der dnn Kegelschnitt A' 0 in den Fimkten P| and P| oder i. *<• jl, und 
jl trifft. 

Prenzlau. W. Stegemann. 
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Zu 1 50 (Bd. X , 3 2 7 ) (G. K 0 b e r). — Die awei Punkte + ttj X + o, =. 0 
des Eegelsohmttes k =^ : — : sind die Scbnittponkte eines Strahles, 
den kw«i StrthleobQadiel gemein hili«n. Welche StnUen heeAunmeo heide 
BBadml? Welche Btiahlai eigeben eidi in dem besonderen lUle 0? 

Zweite Lösung. — Die zwei Punkte, in denen die swei Sirahlen 

ao-r[ -|- rtjTiTj -}- •-» 0 den Kegehrhnitt x^x^ x* zum zweiten Male 
schneiden, sind die Schnittpunkte des »Strahles a^^x^ -i- a^x^ + a^x^ 0^ 
welcher sowohl den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

«0-^1 + «1 J*» 0 , j-5 = 0 

als auch den Sehnittpunkt der beiden Strahlen 

ff j a*j 4- "« J's ^ 1 Xj — 0 

enthält. In dem besondpren Falle ttj =^ () sind beide Strahlen beide Mal 
x^Xy — 0; der dritte Strahl beider Büschel ist dami af^ji\ -j- ajjr, = 0. 

Holzminden. G. Kober. 

Zn 151 (Bd. X, 837) (6. Kober). — Die Tier Punkte 09!* + 0,1* 
-f <i,A' + Ajl -{- «4 " 0 des Kegelschnittes i — Jtj : a:^ ■= : sind die 

SchnittpDnkte eines zweitt^n Kegelschnittes, die zwei Kcgelbü<chel gemein 
hahen. Welche Strahlenpaare bestimmen beide Büschel? Welche B^onder- 
heit ergibt sich *in dem FaHe «- 0? 

Zweite Löinng. — Die vier Punkte, in d#nen die vier Sfcrnhlen 
a^x\ ^- Ojif % + OfSf^ + Ob^^ + A««!} ^ 0 den Kegeleehnitt aej 
zum zweiten Male schneideOt sind die Schnittpunkte der Hyperbel 

^0^1 + f^i^i^i + ^ ''i ^3 + H*»^ + *'4^ ^«IcJ*» eowohl die Sdinitt- 
punkte der Strahlenpaare 

(a^Zi + «1 -^-s + «2-^3) ^1 0 , (a^x^ + »4«s)«» — 0 

als auch die Schnittpunkte der Strahlenpaare 

mithin zweimal die drei Punkte 

(ttoX, + ai X,) X3 - 0 , {a^Xf + a^x^ afi — 0, — 0 

wie anfierdem die beiden Punkte 

+ a|«|) («.«i + «i«^ + a4«|) «• 0 , 

enth&lt. Im Fundamentalpnnkte XiX^ — 0 wirl dieser Kegeleeludtt von 
Oj^i + «^s^s °» 0 berOhrt; «eine Tangenten in den beiden andern Doppel- 
punkten sind: , , , v 

(«0*1 + fli*t + «1«%) s — «e 5 » 

« («1*1 + «»% "f •4«i) — «» ! «4 • 

mitiiin StraUeo desjenigen Punktes, in weldiem sieh die beiden StuaUeo 

ffjT, + OsJjj, — 0 , a,ir, + a,«, =» 0 

schoeiden. Itu Falle =^ U wird der gesuchte Kegelschnitt m x^x^ — 0 
von a^a^ + a,a% — 0 berObri 

Hohminden. G. 
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Zu 152 (Bd. X, 327) (0. Kober). — Ist A - A,. = 0 einer von <hn 
drei Punkten a^A' + a^i' + «jA + = 0 des Kegelschnittes A =- jr^ : =■ : x,, 
so ttnd di« Iwid«!! aadereii Punkte jedesmal die Sehnittpmikte derjenigen 
Sekante, welche den Schnittpunkt der beiden Strahlen Xj + A^jr, « 0, 
OjXj + ajXj — 0 mit dem Schnittpunkte <l»'r beiden Strahlen — l^r^ ^ 0. 
^0^1 ^i^s — ^ verbindet Wie folgen diese Strahlen aus dem vorbandenen 
Punkte A — A^ = 0 und den gegebenen drei Punkten «<_iA + =» 0 des 
Kegelsdinittes? 

Zweite LOenng: Die Entwicklung Ton f(k) — f{l,): (1 — 1^ = 0 gibt 

OoA* + (a^l, + a,)l^ (>r„A* + a, A,. + o,) = 0 

als Gleichung der gesuchten Punkte. In ihnen wird der Kegelschnitt 
i «» iCj : •-' X, : von der Geraden 

geschnitten, welche die beiden Stnhlen 

+ + W + + «1*8) - 0» 

deckt. Der hier benutzte Punkt k k^'^' 0 des Kegelschnitts ist dem vor- 
Itendenen Fünkte i i| — 0 demelben koigngiert, d. h. der iweite Sehnitt- 

punkt der durch diesen Punkt gehenden Sekante Xj — Afx, <=> 0. Die beiden 
Punkte aber auf x^ — 0, die mit der gegenüberliegenden Fondammtaiecke 
SU verbinden sind, sind die Schnittpunkte der beiden Strahlen 

welche die auf 0 and 0 geworfenen Fkojektionen der beiden 
eisten und der beiden letsten ron den drei gegebenen Punkten Terlnnden. 

Hohminden. G. Eobbr. 



Zu 164 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). — Gegeben sind die Kreise 
K mit dem Durchmesser Äß'=2R und K' mit dem Durchmesser A'B^2r. 
Beide Kreise berfihren sich in B. Nimmt man als Anfangspunkt nnd 
A'B als positive x- Achse eines rechtwinkligen Koordinatensjsteöaus, so ist 
die Gleiehnng des Kreises K 

[»-(2r=FÄ)]» + y»-Ä* 

und die des Kreises K' 

Das obere oder untere Vorseichen ist zu nehmen, je nachdem sich die 

Kre'ise von \nnni oder von außen berühren. Dunh den Punkt Ä' leg'"* 
man den beliebigen Strahl y Ir. der den Kreis A' in Q und den Kreis 
K' in Q' schneidet, und trage aut dem Strahl von A' aus die Strecke 
A'P^ Ä'Q — Ä'Q' ab. Dann sind die Absetssen von Q und Q* 

*i npii — bsw. as, - j--^. 



i^iyui^cu Ly V^OOQle 



Vcnsiaehto Mittelltingai. 



lOS 



mithin die Abaoisae ¥oa P 

j^pp 

Setzt man hierin i = ^, so orliält man die Gleichung des Ortes von P, 
^ h. die Gleichung der als Kreis-Kisaoide heAeichueteu Kurve, nämlich 

+ y'X«* + ± au«) - 4r(± Ä - r)y« - 0. 
lUr Jl oo wild hieraus 

alio die Kissoide des Diokles; fttr iZ » 8r, wenn sieb die KreiM K und K' 
TOn innen berühren, 

(x« + jf^{x* + + ira;) - 4rV ^ 0, 
4* i. die Kardioide. 

Hiemach läßt sich die Kardioide als Kreis-Kissoide konstruieren. Um 
«1 seigen» dnB diese Snengongsweise der lUrdioide der Mmrt flbHeheii 
Äquivalent iat, leieihne man noch den Kreis mit dem Bondimesser 
AA' = 2r. Der durch A' gelegte Strahl treflFe K" in S. Nach dem ge- 
wöhnlichen (konchoidalen) Verfahren erh&It man einen Kardioidenpunkt X, 
wenn man auf dem Strahl in der Bicbtung ¥on S nach A' die Strecke 
SX « 3r abtiSgi STim ist, weil die Kreise IT' nnd kongruent sind 
und Ä' ihr innerer Ahnlidiettspunkt ist, 8A' ^ A'Q\ also A'X^SX 
-^8A'^3r-A'Q''-A'Q-A'Q'''A'P\ ibiglieh flUt Z mit P ai> 
nammen, was zu beweisen war. , 

Prenzlau. W. SrEaEMANK. 

Eine ahnliehe LOsnng von stud. matb. A. Wieferich (MOnster i. W.). 

Bed. 

Zu 155 (Bd. X, 338) (H. Wieleitner). — Man zeige, daß die acht 

Berührungspunkte der ^gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit den 

Radien 7^ und r, wenn der Mittelpunktsabstand a ^ y2(Ü' + * ''5^- '^wf 
zwei zueinander senkrechten Geraden liegen, deren Schnittpunkt die Zeutraie a 
im VecUatnis JRf sr* teilt 

Erste LUsnng: leh lege der Betraohtnng ein nH^winkligesKoordinatett' 

.System zugrunde, dessen Ür8|»ning in dem Mittelpunkt des Kreises mit dam 
Radius JR liegt, und dessen jr-Achsp mit der Richtung der Zentrale a zu- 
sammenfällt. Sind (x^, uud (x^, yx) die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes auf dem Kreise mit dem Radius Ii bezw. r, dann mOgen die acht 
Bertfarnngsponkte der gemeinsamen Tangenten beseichnet werden mit 

woboi "«ich die indice^ 1 und 2 auf die äußeren, 3 und 4 auf dip inneren 

Tangenten beziehen. V ermöge der Relation u «— ^^2 (Ä* -j- ergeben sich 

die Längen der äußeren und inneren Tangenten gleich JB bezw. R — r, 
Analytiscik ausgedrOAkt, ist 

(1) (*«-*J' + 0«-y;)*-(Ä + r)» . (-.MJ 

(2) ix» - x:y + (y» - ynY -(R- r)\ (— ».4> 
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Beftchtet man noch, daß f&r die Punkte und die GleicKungen 
(3) 4-^pf'=J{' bezw. (jr; - ö)« + .v;- - r« 

gelton, M die Gkichiuigen (1) und (2) über in 

ax!, — (x^xl + — J?" — Br + r". 

Üxuix fol^ aber aus der tileichung der Kreiätangeate 



also ist 
oder 



2Ä» -f- 7?r + r« 



2/?« — B r + r» 



Da sich ferner ^ 



verhalten, so folgt 



R(R — r) 



Ans der Kreii^leieliang (8) ergeben sieli die zagebOngMi Werte tob 



1/2 (ii» > r»; ' ^" " ^ 1/2 (1?» -f r») * 

Soll* IL vif^r Berührungspunkte» s. R jI,, J,, jI^ auf einer Geraden 
liegen, so mufi die Gleichong 

ati Jf, 1 

— I «1 mL 1 



< y; i| + 

«1 fs 1 



^1 yi 1 

«4 H 1 



1*3 + *4 W + y« 2 



»0 



identisch erfüllt sein. In der Tat ist 



I i2(Ä-r) R(R-\-r) 1 

B(£-r) il(12 + r) 1 
I R{M-r) Ä(Ä + r) 1 



-0, 



weil in der letzten Determinante zwei Zeilen gleich sind. Ks liegen alsa 
die genannten Punkte aof einer Geraden. Wegen da* Sjmmelirie in besag 
anf die Zentral« folgt unmittelbar, daft aiudi die Pimkto Ag^ A^t A[ auf 
einer- Garaden liegen.- 
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Die Gleichungen der beiden Geraden lauten beziehungsweise 
• — - Qua if"«— - 

Am ihnen ist sofort ersichtlich, daß die Geraden anfeinaader senlnpecht 

stehen und sich in einem Punkte der Zentrale schneiden, der von dem 
Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius H (dem Koordinateuanfangspunkt) 

den Abstand - hat Die Bntfenranff toh dem Mittelpunkt de» 

andern Kreises beträft — , also teilt der Schnittpunkt der beiden 

1/2 (Ä* + r«) *^ 

Geraden die Zentrale im Yerh^tnis JR^ : r. 

Berlin. etud. math. Alpbbd Baruch. 

Die gleiehe LStnng ist noch von atad. nmfh. W. Gabobckb eingelaufen. 

Red. 



Zweite Lösung: Ks sind zwei KreiRe gegeben, deren Radien B 

und r sind und deren Mittelpunktsabstand jMjJf, -» a ==> ]/2 (JR* + r') ist, 
und es soU bewiesen werden, daß die 8 BwOhrungspiuikte der gemeinsamen 
Tangenten dieser Kreiae auf xwei zueinander senkrechten Geraden liegen^ 
deren Schnittpunkt die Zentrale o im Verhältnis Ji^ : r* teilt. — Die Be- 
rührungspunkte der äußeren gemeinsamen Tangenten seien 4 ^ , l/j und A^^ B^, 
die der inneren -4j, und A^^ B^', das durch die Diagonale M^M^ be- 
stimmte Quadrat sei MiN^M^N^. Dann ist, weil J/, Jf^ ~ V^Tä' + r*) 
ist, M^N^ NiMf M^2i^ ^ y^Mi ^ yil* -{■ r*-^ folglich, wenn man 
▼om JVj ans an die Kreise Jf| und diejenigen Tangenten N^X und Y 
neht, die die Gerade Jf^Jf^ außerhalb der Strecke Jfjil/, treffen, N^X — r 
und Y = IL Daraus ergibt sich die Kongruenz der Dreiecke 3f, A\ X 
und N^M^Y, woraus dann folgt: M^N^X -\- 3L^\Y^ ^O^, und da 
auch JtfiJVjJlfj == 90® ist, so ist XN^Y eine gerade Linie, d. h. die 
Funkte Y ftüilen mit A^ , Bi xusammen, nnd die Gerade XKi Y igt die 
gemeinsame äußere Tangente A^Si, Zieht man von aus an die Kreise M^ 
und 3/j die zweiten Tangenten, so liegen diese symmetristh zu 1, iu 
bezug auf N^3f^ bez. X\JU^', sie fallen also in eine Oerade zusammen, 
nämlich in die gemeinsame innere Tangente N^A^B^. Aus der Symmetrie 
der Fignr folgt die entsprechende Lage der gemeinsamen Tkngenten A^N^B^ 
und JttfA^B^. Außerdem ergeben sich leicht folgende Beziehungen: die 
Tangenten A^Bi und A^ schneiden sich rechtwinklig im Punkte K^y und 
es ist K^Ä^ K^B^ =^ r; entsprechendes gilt von den Taugenten A^B^ 

und A^B^ und ihrem Schnittpunkt die Vierecke A^M^A^K^^ A^M^A^K^, 
B^M^B^Ki, B^M^BgK^ sind Quadrate, die Vierecke M^N^BiA^, MyN^B^A^. 
MflfiAgB^^ MfNfAfB^ FSiallelogramme; die Dreiecke M^K^M^ und 
M^K^Mf sind dem Dreieck Jf, -4,^, ähnlich. Hiernach ist A^B^\\ M^N^ 
lind A^B^ M^Xy; es ist aber auch A^A^WM^^X^ und i^^ü^ || Jfj^j; 
mithin liegen die Punkte A^^ B^^ B^ in einer Geraden, die die Zentrale 
unter einem Winkel von 46" «dineidet^ der SShnit^nnkt sei 0. Ebenso liegeb 
die Punkte A^ A^ B^, in einer'Geraden, die eben&lls durcli 0 gebt und die 
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Gemde A^Ü rechtwinklig ächoeidet. Mau hat weiter: lsA^ 
weO die Winkel gleich sind; mithin OÄ^ iOB^ ^ AyM^i ^^-A^ =- JR: r. 
Da und B^K^^Ty so ist OK^ die Halbierungslini*- I s 

Winkels steht also senkrecht auf M^M^ und ist die Höhe de^» 

rechtwinkbgen Dreiecks M^K^JU^. Daraus ergibt sich: M^O i M^O 

l'reuzlau. W. Öxeokmamn. 

Dritte Lösung: Folgender Satz ist bekannt (e. etwa 8almon> 
Fiedler, Kegebthmtip Art. 366 — 369): Der Ort aller Punkte P, von denen 

nus an zwei Kegelschnitte Kj und K,_, zueinander h;irmonische Tnngenten- 
paai'e geben, ist ein zu K, , kovarianter Kegelschnitt F, der sämtliche 
acht BertÜirungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von Kj und 
enthllt 

Im vorliegenden Falle ist, unter Benutzung des jn der LSsnng von 
Heirn A. Barach angewendeten Koordiuatensjstenis 

IC - (^-a)» + y« - r* - 0. 

Hat P die Koordinaten 4, 1}, so erhslt man fOr die beiden Tangentenpaan 

die Gleichungen 

\= {xl + _ Ä«)«- (ai» + - Ät)($* + V _ JRi) - 0, 

T, s «a: - «)(|- «) + yi, - r«)»- ((« - a)*+ jf«- r«) • (($ - a)»+ ij*-r«) - 0 

oder umgeformt 

T,^(*-l)Hi^'-i»') + H*-e(y~fl)$ii + (y-u)*(ii»-$')-o, 

T, s («-|)i(r«-,,») + 2(«-|)(y-i,K|-a)i, + (y-i|)*(r*-«-«)*)-0. 

Die Bedingung nun, daß T, und Tj harmonisch liegeu, ist das Verschwinden 
der harmonischen Invariante, wobei T^^ und als quadratische Formen 
in ip—^iiy—n) an^ge&ßt werden. Es ergibt sich (s. Salmon-Fiedler, 
Art 15 und 340): 

F s (Ii« - 1») (r» - ,«) ^ 2 1 - «) + (Ä» - (r» - (I - a)«) - 0 . 

Di*'s ist für variable |, i] die Gleichung des kovariantea Kegelschnitts. Man 
bringt dieselbe leicht iu die Form 

Verschwindet hier die Konstante, SO ergeben sich zwei senkrechte Gerade 
dnich den Punkt I » 1} » 0. Dann ist aber 212* + 3r*~o*~0, 

d. h. a — y2XB* + r^. Das Weitere wie oben. Das Idnienpate bUdet db 
Qrenae zwischen zwei in Tersehiedener Lage befindliehen Hyperbeln für 

«•>3(Ä» + r*) und JJ* + r*<a*<2(B»-f-f^. Für a - ><F+7» er- 
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gibt sich ein Parallcl!:>npaar, das filr a iu t^iue ElHpsp über- 

geht, bis schließlich lür a ^ 0 ein zwischen den beiden gegebenen Kreisen 
verlaufender Kreis resultiert. 

Speyer. H. Wiklemner. 

Ähnliche Lösungen noch von den Herren C. Hoffmanu (Schorndorf, 
Württemberg j und H. Egerer (Frankfurt a. M.). Red. 



Zu 166 (Bd. X, S. 328) (0. Meißner). Dem gegebenen Dreieck ABC 
mit dem Inhalt J ein ihm ähnliches Tom Inhalte i{<C.J) einzubeschreibeu. 

Wann ^bei weldieoi Verhiltnia -j^ hat die Au^be melir als die drei 

«▼identen Lösungen? — Nimmt man der einfacheren Behandluog wegen 
Punkt« Ä'B'C' so an, daß A' auf AB, B' auf BC und 0' auf AC 
liegt, und setzt man femer die Seiten des gesuchten Dreiecks zu a\ h\ c' 
an und ^C'B'C = '^Ä'C'A = ^B'Ä*S^^, sowie ÄÄ\~g, BS'-x 
und CC » JF, 80 folgt 

senoß ^ e'mntp, y sin y =^ a' tnn if>^ jrain « — ft'sin^. 

Liegen nun zuerst A .,B\C' auf den Seiten von ABC selbst, und nicht 
auf deren Verlängerungen, so ergibt sich mit Benutzung der Inhalts- 
gleichungen: 

(«ft — a'6 0 sin y — «SM q>(e'(e - «) -f- a'(a — a?) + h'{b — y)). 

äetzt man iiir z die aus den ersteu Cil»ichuugeu berecliuetea Wei-ta 

«in, so folgt 

{ab — a "fr*) ein ff sin ^ sin* ^ mn9)(a'sinttsiny(a8tn/f — e'sin^) 

-f- 6' sin « siu|j(& sin y — a' sin <p) -\- c' siu § sin y(csin « — 6' sin <p)). 

Nimmt man sinjS — sinjr -^siBa sowie JT— q'f, also 

so folgt naeh einiger ümfonnimg 

{f^— l)Mc»8in»« - sin 9» sin « .ii6c(a*+ c«) — sin»9(a«ft* + öV+ Mc»)- 

Die Diskrinunante dieser Gleichnng ist mit Weglassung des von Noll ver- 
sehiedenen fiberflilssigen Faktors ('e^sin'«: 

Daraus folgt, daß fttr 9 entweder 2, 1 oder keine reelle Lösung Tor- 
handen ist, je nachdem 

Liegen nun A\B\ C' auf den Verlängerungen der Seiten von ABC, 
«o geht die Inhsltsgleichung über in 

(a'6' — ab) sin y =- sin <fia\a + x) h'Q) + y) + c'(c + y)) 
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und durch Einsetzen der Wert« wie oben folgt 

(1 — Tf)6'c*8in'^ == sin tp sin «ijtc(a* -f &* + c*) -f sin' 9(0*6* + a*c* + V^c^). 

Wie ein Vergleich sofort zeigt, ist die Diskriminante in diesem Fall 
genau gleich dem obigen Werte, sodaß also allgemein folgt, dafi sich mehr 
denn 3, nSmlich 6 Lösungen geben lawen, wenn 

l"\ < -. V + -'^io + • V »«t- 
Fnitkfturt s. M. _ . . H. £6bbbr. 

Zu 164 (Bd XI, S. 129) (L. Öaalschtitz;. — Die Diskriminante der 
Funktion l\x) = j" + A^af*-^ -|- ^^x"-* + • • • + Ä^_^x + -4. ist definiert 
durch den Ansdmck: »(h-d 

= lO" rw rw •■•/>.) 

^TgL Weber, Algebra 2. Aull. I, S. 169). 

Die Bnmnie aller SküdenkoefBaienten der IMt^miiiaiBte ediftLten wir, 
wenn wir in f{x) alle Koeffizienten - * Ä^^l setsen nad 

fOr diese Fimktion die DUtojminantc bilden. Ist also 

so ist (x — l)/'(x) =- x""*"' — 1. Daraus erhfilt man durch Differentiation 

(x — l)/^(x) 4* ^ (a + 1)^« Ersetst man hierin x durch die Wnnel 

dann ist ■ «\ « / 1 « 

<» ^ ,„-1-1).«. (n-|-l>-«" 

Mithin ergibt sich «(m-i) 

Da n\m «1 • «g • •«, — (•— l)" nnd (l — — %)••• (1 — 
— = /"(l) n + 1, so ist weiter 

2)-(-l) » + 1)"-«, 

in Eqwnenten ^on (—1) kann man die gerade Zahl « + weglassen ; also bt 

.D«(-l) « 

Die Frage nach dem Koeffizienten von Ä*"* erledigt sieh dnrdi di» 
Berechnung der Diskriminante der Funktion 

In diesem Falle ist / '(«) -= naf ~^ nnd 
i> « (— 1) « «^cr^a, • • • aj"-* 

-(-1) • «" - (- • - (- 1) » -»F.^-». 

weil (— l)"("~^) »=4-1 ist. Hittnadi ist dn Fdüer in Gesaro-Kow»- 
leYski, Algebr. Analysis, 8. 40S, Z. 1 zn berichtigen. 

Ansaig (BOhmen). stud. mnth. J. Kbvo. 
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8. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 



3. XkbMre Notison. 
thv elm A«lkake i«r BlMMehaalk. 

In Kg. 1 ist «in Teil des Samenatnadee der SonnttiUiime in sohemn- 
tiseher Wdee dugeelelU, wobei die mnienförmigen Felder die einzelnen 
Samenkörner repräsentieren. Die Kömer tchmiegon sich nun nach 2 Rich- 
ttmgen besonders innig aneinander. Verfolgt man dieselben in diesen 
Bichtungen, so bemerkt man, dafi sie durch zwei entgegengesetzt laufende 
Sciiiian Ton poljgonalen Zflgen eingesdüoesen werden; AB «nd A'B^. 

Betraehtet man ^ Seiten 
^ ^ eines Poljgomlniges als Tan- 

genten, so kann man nach 
der Kurve fragen, difi von 
einem solchen Poljgonzug um- 
lilUlt wird, oder — mit an- 
deven Worten — „In welches 
Kurvensjstem gebt das dop- 
/i pelte System polygonaler Züge 
über, wenn die einzelnen 
KOmer immer Heiner und 
schlieSlich onendlieli Uein 
werden?** 




Flf. 1. 




[Fig. 2 enthält die Konstruktion der Rauten, wenn man etwa Radius 
me und Raute (l) gemessen, oder passend gewählt hat. DE" \\ CD' etc.] 

Die Aufgabe durfte ein doppeltes Interesse beanspruchen, da sie zeigt, 
wie eine interessante Kunre der höheren €reometrie in der Natur vorkommen 
kann. Die Kurven sind — wie leidit su ailcennen — isogonale Tki^ktmien 
der Radien, also logarithmische Spiralen. Die beiden Kurvensjsteme sind 
auch welchelseitig isogonale Trajektorien. In einer biomechanischen Unter- 
euchung mtlßte nun gezeigt werden, wie diese Anordnung aus einem Prinzip 
mit Notwendigkeit gefolgert werden kann. 

Solzbaoh'Saarbrücken. L. Blatter. 
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Enreltennif dw AutgBbe o (Bd. I, S. 206) (E. jlMipe). 

1. Nimmt man auf der Elli|i«e 6'aj'-}- a*y*~- a'fc*«» 0 einen beliebigen 
Punkt P n it den Koordinaten r = a cosy, — 6 sin 9 an, so gentigen die 
drei Noruialeu N^, N^y JV\, die sich yon diesem Punkte auf die Ellipse 
fällen lassen, der Gleichnng: 



a*(a'+ 6*) OOS« a* + e*coi*9 ' / , . ^ 

— i — X^-^ z — i — ^ z — 21^' (a- — 2 i;- ) cos a> 1 — 0. 

e" • e" l 

2. Zieht man von einem beliebigen Punkte der Ebene an die 

Ellipse 6^a;'+a*y* — a'J*«-» 0 die vier Normalen iVj, N^^ 2s A^, so be- 
steht die Oleicbung: 

worin Bloh die FftktcHreii nehter Hand leicht geometziBeh deuten lassen. 
Anstig (Böhmen). stnd. math. J. Kruq. 
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Das Prinzip der speräeUen Lage. 



Von Rudolf Stürm in Breslau. 

Das ist der Name, welchen Schubert zuerat in ein^r VeröfFeut- 
lichung iu den Göttiuger Nackrichteu vom Jahre 1874 dem Tnuzip 
gegeben hat, während es später von ihm Prinzip der Erhaltung der 
Anzahl genannt wurde. Ich tiehe den Siteren Namen ror, und Schubert 
teflt mir mit, daß er es jetzt auch tue. 

In den ersten Paragraphen des ^^Ealkfile der abzahlenden Oeometrie" 
(Leipzig 1879) erörtert Schobert den Begriff der Ronstanteauahl eines 
geometrischen Gebildes oder, wie ich lieber sage, seinen Ifannig&ltig* 
keitsgxad: z.B. neun fOr die Fläche zweiten Grades, zwdlf fltr das Tetra- 
eder, ebenso für die kubische Baumkurre, acht ftr den Kegekohnitt 
im Baume, usw. 

Darauf wird besprochen, daß für ein Gebilde eine ihm auferlegte 
Bedingung eine bestimmte Vielfachheit hat. So ist die Bedingung, 

durch einen gegebenen Punkt zu gehen, fOr eine Räche einfadi, fKr 

eine Kurve zweifach, die Bedingung, eine gegebene Ebene zu berühren, 
für beide einfach, diejenige, eine gegebene Gerade zu tangieren, für 
eine Fläche einfach, für eine Kurve aber dreifach. 

Die mangelhafte Orientierung über diese Dinge hat früher vielfach 
zu Fehlem geführt. Ich erinnere an den Fehler über den Ort der Spitzen 
der Kej^el zweiten Grades durch sechs gegebene Punkte, als welchen 
man die kubische Rnnrnkurre durch diese Punkte annahm, während er 
doch eine Fläche sein muß; ferner au den unglückhchen durch mehrere 
Bücher fortgeschleppten Fehler älter doii Ort der 'Teraden, von denen 
nach vier getrehenen Punkten Fherienbüschel von gegeiienem Doppel- 
verhültnisse gehen, an den Irrtum über den Grad der Mannigfaltigkeit 
der liü.schei-Qruüdkurven in einem Netze von Flächen, u. a. 

Schul)ert8 Erörterungen haben in dieser Beziehung, nach meiner 
Erfahrung, fördernd uud aufkliireud gewirkt, und sein Buch sollte viel 
höher geschätzt werden, als es ueuerdiugs geschieht. 

Nach diesen Feststellungen kommt dann Schubert in §4 zum 
erwähnten Pfuudp. Werden einem Gebiete r so Tiele Bedingungen 
auferlegt^ daß deren YielfiMshenaumme gleidk seinem Hannigfaltigkeits* 



i^'iyui^uu Ly VjOOQle 



114 



RuDOLT Stubm: 



grade ist, so wird ihnen durch eine eudhche Anzahl von F genügt. 
Diese Zahl N ist immer gleich, wie man auch die in den Bedingungen 
steckenden Gebilde in ihrer Lage TerSndorl^ 6?«ntiiell auch in spezieile 
Lage bringi Nur aolche apesielle Legen sind aneeaBehliefien, hei denen 
nidit eine endliehe Zahl yon Löeongen sich ergibt, sondern unend- 
lich viele. 

Die Anzahl der Flächen zweiten Grades durch neun gegebene Punkte 
ist immer 1, wie auch diese Punkte gegeben sind, ob in- ganz all- 
gemeiner Lage, oder z. B. drei in gerader Linie, die übrigen beliebig, 
Tier oder fünf in einer Ebene, die übrigen beliebig, usw. 

Nur auf einer Raumkurre yierter Ordnung erster Art dflrfen sie 
nicht liegen, weil dann oo' fachen sieh ergeben. 

Schubert sagt sdbst, daß das Prinzip schon lange, bevor er es 
als solches fonmiliert, als Forschungsinsfaram^it bei der Bestimmung 
geometrischer Anzahlen benutzt sei; Tor allem geschah m durch 
Crem 0 na. Auch ich selbst habe es getan. 

Dies Prinzip ist in der letzten Zeit vielfach angegriffen, als krank, 
unheilbar krank bezeichnet worden. Es ist vielleicht doch angezeigt, 
daß sich auch einmal einer äuBert, der es angewandt und Erfahrung 
in seiiiPT" Anwendung hat. 

Da möchte ich, an die Abhandlung von G. Kohu\) anknüpfend, 
die dort aii<:feführten Beispiele, welche gef^en das Prinzip sprechen 
sollen^ kritisieren. Ich kann nicht umhin, dieselben als uii<j;eeiii:iu't zu 
bezeithneii; sie fallen sämtlich nicht in das tjebitt \un Proltlemen, 
Hut das alle die, welche das Prinzip verstäiidij? aiizuweudeu gewohnt 
sind, sich beschränkt haben, und entsprechen auch nicht dem, was 
Schubert in § 4 gesun;t hat. 

Wir ziehen das Prinzip nur dann heran, wenn es sich die 
Bestimmung einer Anzahl handelt, welche zu Bedinguugou geiiört, 
deren VieUachensumme gleich dem Mannigfaltigkeitsgrade ist; bei den 
meisten Ko huschen Beispielen ist sie größer. 

Das eine Beispiel behandelt die Fn^: Wie viele Punkte hat eine 
bdiebige Ebene mit drei denselben Kegelschnitt enthaltenden, aber 
sonst bdiebigen Flächen aweiten Grades gemeinV Das ist zunächst 
eine gekOnstelte Form der Frage; im Grunde lautet sie doch: wie Tiefe 
Funkte hat die Ebene mit dem Kegelschnitte gemeinsam? Aber bleiben 
wir bei jener Form der Ftage. Da werden eben dem Punkte, dessen 
Mannigfaltigkeitegrad 3 ist, die vier Bedingui^n auferlegt: auf drei 
Füichen und einer Ebene zu liefen, also zu TieU^ und deshalb fällt die 

1) Archiv der Mathernfttik und Fhyuk, 8. Reihe» Bd. 4, S. Sit. 
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Frage gar nicht in rlns <Tt"hict. in welchem dun Prinzip anzuwenden 
ist. AVenn nun den drei i lächeii ein gememäamer KegelHchnitt g'ej^eben 
wird, so werden günstigere Verhältnisse geschafFen: dann wird die 
unmögliche Aufgabe zu einer möglichen und hat /woi Lösungen imd 
kann, wenn auch die Ebene noch eine günstige Lage beüoniuit, drei 
oder vier Lösungen haben. Ahnlich könnte man bei vier Flächen 
zweiten tiiades verfahren, indem mau die vierte durch eine beliebige 
Anzahl von den gemeinsamen Punkten der drei ersten führt. So er- 
halten wir, immer günstigere Annahmen machend, verschiedene Zahlen, 
was aber gar nicht gegen das Prinzip spricht; denn für solche Aii- 
Mokleit, die nur Im günsUgm Lagen sidt ergehen, während im oUgemeincn 
keine Lösung voHtanden weil zu viel verlangt wird, ist das Primip 
nkkt angtuwenden und von xua nieiuab Ai^wandt worden. 

Auch das zweite Beispiel Eohns, ihm Ton Study mitgeteilt^ ist 
von dieser Art Eslantet: Wie viele ProjdctiTiti&ten transformi^en ein 
Quadrupel von vier Punkten einer GeTadon in sich selbst Da handelt 
es sidi wiederum um «ein Problem, welches yeraUgemeinert Unmögliches 
verlangt und nur dureh eine gtlnstige VerfaiUtmsse herstdlende Speuali» 
eierung Ldsungen erlwlt Die Verallgemeinerung ist: Wie vide Pk>o- ' 
jehtivUStm fiihren das Quadrupel ÄBCD auf dner Geraden in das 
Quadrupel A'B'C^D* aut einer anderen oder derselben Geraden fther? 
Keine, weil zu viel verlangt wird. Liegt aber der günstige Umstand 
vor, daß die beiden Quadrupel dasselbe Doppel Verhältnis haben, dann 
werden Projektivitäten möglich und zwar 4, und sie können noch zahl- 
reicher werden, z. B. wenn die Quadrupel harmonisch sind. Dieser 
gfinsÜge Umstand liegt in dem Study- Kohn sehen Beispiele vor 

Von anderer Art ist Kohns erstes Beispiel: Die Aufgabe, die 
Geraden zu konstruieren, welclie vier i^egebene Geraden in ver.schieflenpn 
Punkten treffen, hat im alltjemeiuen zwei Lösungen, dafjejJiMn nur eine, 
wenn zwei von den vier (xentden sich schneiden, liier wird nicht zu viel 
verlangt; aber der Znsatz .in rerschiedenen Punkten" bringt eine 
Modifikation in diese Anzahlbestimmuni;, (hin-h weh'he .sie wiederum 
dem Ai! wendungsirehitite des Prinzips entzogen wird. Das Prinzip ist 
nur iür die Kriuittehing der Gesamtzahl 2 der treifenden Geraden an- 
zuwenden; wie die-s auch in § 9 des Seh ubertschen Buches geschehen 
ist. Die Unterscheidung der treflemlen Geraden in verschiedene Arten 
und die Abzahlung, wie viele zu jeder Art gehören, hat nicktü mit 
dem Prinzip zu tun. Illustrativer ist vielleicht folgendes Problem: wie 
viele Geraden treffen vier gegebene kubische liaumkurven? Nur die Frsge 
nach der Gesamtzahl • 3^ *- 162) der Tzeffgeraden könnte mit Hilfe 
des Prinaips beantwortet werden. Wenn Begegnungspunkte zwischen 

8* 
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den Raumkiirven yorhanden sind^), so kaun «iat, Tietfen in drei verschie- 
deneu W eisen erfolgen: l. alle vier Tretfpunkte sind verschieden, 2. zwei 
vereinigen sich m einem Begegnungspuukte, 3. auch die heidttl andern 
tun es. Die Bestimmung der Aanhlen der Tre£fgeraden, welche den 
drei Arten entsprechen^ ist nidit eine Au^be, bei weldier mit dem 
Priimp der ^easieUen Lage gearbeitet werden kann. In den yer- 
sehiedenen möglichen FSllen wird man z. R für die Traffgeraden der 
ersten Art die yerscAiiedeiiBten Zahlen erhalten, Tielleicht alle bis 162. 
Ich habe mich mit solchen Fragen vielfech beschäftigt; es ist mir 
niemals eingdaUen, daß ich es da mit dem Prinzip der speneUeii Lage 
SU tun habe, oder vielmehr^ daB da ein Widerspruch gegen das Prin- 
zip der Erhaltung der Anaahl vorliege. — 

Es gibt wicht^ Sätze, wdche man mit Hilfe des Priniips der 
speziellen Lage beweist und his jetzt nicht anders beweisen kann. 

Fflr den Satz, daß diejenigen Strahlen einer Kongruenz m*^ Ord- 
nnng und n*" Klasse, welche eine gegeboie Gerade / treffen, eine 
Regelfläche vom Grade m-^ n erzengen, kenne ich keinen anderea 
Beweis als den, in welchem gezeigt wird, daß l eine m-fache Leit- 
■gerade ist, und jede Ebene dureh / uoeh n Ereeugende enthält. Es 
wird also nur für die Geraden, welche l treffen, die Zahl der Schnitti- 
punkto oder nur fär die £benen dureh l die Ordnung der Schnitt- 
kurve ermittelt. 

Die Onlnung n — < der Polare eines Punktes in hezug auf 
eine Kurve otler Fliiehe Orilnunt; wird — \veniü;steii.s synthetisch — 
nur auf den dun'h den Pol gellenden Geraden festgestellt. 

Vielfach schließt man, nachdem für eine Kaunikurve festgestellt 
ist, daß sie einer gewissen Geraden in w (einfachen) Punkten l>ege<j;riet 
und mit jeder Ebene durch sie noch h Punkte gemein hat. oder für 
eine auf der Trägerfläche zweier verbundener Regel.scharen verlaufen<le 
Kaumkurve, daß sie den Geraden der einen Regelschar in ni, denen 
der andern in n Punkten begegnet, sofort auf die Ordnung + n. 

Ich bin auch Ton solchen Beweisen nicht befriedigt^ möchte aber die 
Besdiaftigung mit dem Prinzip der speziellen Lage in andere W^e lenken. 

Man Di(>ge in den obigen Beweisen für wichtige Satze und in 
wertvollen Abnihlungen mit Hilfe des Prinzips, welche sich in der 
Literatnr finden, den begangenen Fehler — wenn wirklich einor be- 
gangen ist — ordentUeh nachweisen , aber auch erörtern, wie, wenn 

1) Zwei kulut^clip Uaumkurv'cn können 0 Ina n Bri^ej^mingspunkte habeu ; 
(iauach ticheiueu 6'^ Fälle vor/.uLiogeu. Aber bie sind iiicbt alle möglich; z. H. sind 
tticht vivr kubiiehe Baamkoiven möglieh, von dttMii je zw6i 6 BegegnuDgspunhtc 
haben (welche immer blofl sweien gemeinsam nnd). 
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die Anzahl des allgemeinen FaUes wirUich Terachieden itit von der 
im spesieUen FtiUe erhaltenen, man durch Kontinuität von dem all- 
gemeinen zu dem speziellen Resultate gelangt. Ich bin auf eine solche 
Verschiedenheit noch nicht gestoßen nnd kaun sie mir schwer vorstellen. 

Am meisten erwflnschi aber ist es, solche ^,mangelfaaften'^ Beweise 
durch bessere 2U erseteen; das wäre positive Arbeit, wertvoller als die 
negative Kritik, insbesondere, wenn sie sich kfinstlich konstruierter 
oder unrjeoiprnftor Bftspiolo bedient. 

Vor iilJciii tMiiptV'hlf ich diV obigen S;it/.o, den »Satz von der Keijol- 
fiäche { m -f- Urades bei der Kougrueuz und den Polarensatz für 
diese Verbesserung. — 

Das Voran<jehende war scIkiu gef^cliriebeii, ehe Zeuthens Artikel: 
„Abzählende Methoden" and >eiu Abschnitt II: ,,Das Prinzip der Er- 
haltung der Anzahl * in der Enzyklopädie ih r mathematischen Wissen- 
schaften III 2, Heft 3 erschien. Ich hin jetzi in der Lage, auf diesen 
Artikel meines Freundes, welcher auf iliesem Gebiete Autorität ist, zu 
verweisen, glaube alier, daß meine Bemerkungen nicht überflüssig 
geworden sind. 



Die VerBiera der Agnes! und verwandte Linien als 
Orthogonalprojektionen von Ranrnknrven dritter Ordnimg. 

Von Eduabd Janisch in Prag. 

1« Es seien zwei windschiefe Gerade (a)^ (B) gegeben^ von denen 
(a) in der Anfrifiebene liege nnd senkrecht aur Grundrifiebene stehe, 
wahrend (h) znr Krenzrißebene parallel in der rfiolnürtigen Halbierungs- 
ebene yerlaufen möge. Der Anfriß B fällt dann mit dem Grandrisse 
t' in eine zur Projektionsachse normale Gerade. Diese beiden Geraden 
wählen wir als Leitlinien eines orthogonalen hyperbolischen Paraboloides 
(7^) mit der Grundrißebene als Richtebene Es ergibt sich sofort, daß 
die Projektionsachse als eine Erzeugende c^, die ^a) in und ih) in 
hf, schneidet, der (P) angehört Eine beliebige Erzeugende (c) von (P) 
hat eine Parallele e zur zum Aufriß. Wir finden den Grundriß 
e'= a' h'f wo «'= der Grundriß <Ios Schnittpunktes [n) = (c) >: {a) 
ist, dessen Aufriß durch a = C x 0 dargestellt wird, und h' den flrnndriß 
von (6) = (e) X (h) bedeutet, der mit dem AutViLt h ^ t ^< h zus;inuneu- 
fnllt, da (h) in der Koinzidenzebene liegend un^cnomnien wurde. 
Bringen wir nun das Parabolnid (P^ mit einem ir<^r;>f]")i Kreiszylinder 
{Z\ zum Schnitte, der den Kreis (5t ) der Grunünli»-I»ene, welchen wir 
über als Durchmesser beschreiben, zur Basis hat, so ist, da iF) 
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und (Z) dio Gerade (o) gemein habeu^ der l?e«?tsc]initt eine Raunikurve 
{E) dritter Ordnuntr, deren Aufriß, wie sich leicht zeigen läßt, durch 
die Kurve der A^nesi dargestellt wird.') 

2. Es ergibt sicli niimlich in p' = i' ^' der Grundriß des von 
(aj verschiedenen lier lyi' i ani^ehoreu<len Sckmttpuoktes { p) der (c ) mit 
{/), dessen Aufriß p mitiiin als Selmitt von e mit dem aus p' auf 
gefällten Lote dargestellt wird. Wir konstruieren nlso helii'l)ig vide 
Lagen vou p, indem wir durch den Puukt auf hl Strahlen «tiehen, 
durch deren Schnitte mit der Kreistangente in Parallelen zu e„ 
zeichnen und diese jeweils znm Schnitte bringen mit den Senkrechten 
auf Co; weiche dareh die zweiten Scbnittpnnkte Ton St* mit den durch 
a geführten Strahlen gezogen werden können. Der Ort aller Ziagen 
▼on p ist demzufolge die Kurre der Agnesi mit der Achse e«, dem 
Scheitel und der Asymptote o.*) 

Auf Grand dieser Darstellung der Versiera gelangt man leicht zu 
el^;anten Tangentenkonttruktionen. Die Tangente t in p ist der Auf- 
riß der Tangente (t) im Punkte (p) der {Ej^ welch letztere als Schnitt- 
linie der Tangentialebenen in (p) an {F) und (2) gefunden wird. 
Nun ist die Tangentialebene (7) in {p) an (P) die Yerbindungsehene 
der beiden durch (p) gehenden Erzeugenden (e) und (c). Der Aufriß 
C fällt mit dem Grundrisse c' in eine Parallele zu a, da die Richtebene 
der Leitschar von (P) die Krauzrißebene ist. Die Grundrißspur 7'* der 
{T) g^-lit also durch r^— cx und ist parallel c', während die AufriÜ- 
spur durch ac^ dargestellt wird. Von der Zylindertangentialebene 
(X) längs der durch [ p) gehenden Mantellinie (/") benötigen wir bloß 
die Grundriß.spur X', welche als Tangente an (ß') in c' - p' zu ziehen 
ist. Den Grundrißspurpunkt 7t der t i erhalten wir mithin als den 
Grundriß rr' in %^ x 1^ und den Autriü als Fnßpunkt des auf aus 
X gefällten Lotes. Die rr/i liefert alsdann bereits t, den Aufriß vou 
(t) oder die 'ranirent«' der Versiera in p. 

Man bemerkt leieht, daß mit Umgehung von auch als 
Fußpunkt cii'S Lotes aus auf 1' erhalten werden kann. Denn 
(X\ ^^cj -= •< r'a^^o ^ < ^oC'fo, und da r^j^r' loder 2") JLc'h^, so 
ist das Dreieck tc'cc^^ gleichscbenkelig, und das Dreieck c' Co\, lieijrt in 
bezug auf c' symmetrisch mit dem folglich bei .-r' reehtv. niivligeu 
Dreiecke CTc'hQ. Die Grundrißspurkurve der abwickelbaren Tungenten- 
tiäche der (II) ist dergesUlt eine Kardioide, die Fußpuuktslinie des 
Kreises (ß) für h^, als Pol. 

I lUc Kurve i:7'') selbst ist ein Horopter. Verf»!. Fred. Schah, Di© 
Uoropterkurve ^,Ztschr^ft t. Math. u. Pliys., 47, l'j02; S. »76 ff.). 

i) Gino Loria, Spez. algebr. a. tianamnd. Enrren. Seite 76 ff. 
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Noch einfacher wird die TangentenkooBtruktion mit Benutzung 
des in der rückwärtigen Halbierongsebene gelegenen Punktes der (t). 

Nachdem die Schnittlinie der Tangentialebene (T) mit der rückwärtigen 
Halbieningsobüne im Aufriß und Grundriß durch die bc^ dai^estellt 
wird und der Grundriß der (t) in di^ T' füllt, so ist der mit dem 
Grundrisse :t[, zusamnienfallende Aufrib vou {Jt) der bchnitt von hc^ 
mit und tt^p ist (lajin die Tjingeiite t. Der Ort von wird durch 
einen Keij;elscbnitt dargestellt mit a„ und \ alR Scheiteln, denn die 
rückwärtige liall)ipning8ebene ist die iScluniegungsebeiie der Haumkurve 
( für den Punkt in Cq. Die Spurkurve der TaugeutenÜäcbe einer 
iiaumkurve ;V Ordimug in einer ihrer Uskulationsebeueu ist aber be- 
kanntlich ein Kegelschnitt. 

Eine andere Konstruktion der Tangente t beruht auf folgender 
Überlegung. Die Tangente (t) der {Ii) in (p) steht senkrecht auf der 
Notmalebene {K) der (Ii) in (j)). Die {N) ist aber bestimmt dnroh 
zirei Knmnnormalen, als welebe sieh sofort die Normalen in (p) an 
(P) und an (Z^) ergeben. Die Anfrifispnr N* der (JV) ist aber senkrecht 
anf der Tangente welche daher unmittelbar angebbar ist> sobald 2P 
Torliegt 

üm zeichnen zn können, benötigen wir die Yertikalspurpunkte 
V, «I der Normalen in (p) an (P) und (Z). Der Aufrifi der Normalen 
in (jp) an (P) ist die Senkrechte auf aus j>, und der Grundriß lUs 
Lot auf 2^ aus p* fällt mit p'b^ zusammen, so daß «'s und v als 
Schnitt dsa Lotes ans p auf 2* mit h resultiert. Der AufriBspurpunkt 
Vi der Zylindernormalen ist offenbar e x 3, wo j die Achse des Zy- 
linders (Z) bedeutet Die Senkrechte aus auf vVy^ eigibt 
alsdann die t. 

5, Konstruieren wir die Schmiegungsebene (2) der I^Muni kurve 
(R) im Punkte {p}, so schneidet diese das hyperbolische Paraboloid 
(P) nach einer die (R) in (p) oskulierenden Hyperbel {H)f deren 
Aufriß H eine die Versiera in p oskulierende orleichseitigc Hyperbel 
mit zu Q und parallelen Asymptoten ist. Ermittelt man diese 
Asymptoten, so kann man in einfacher Weise den Krümmungskreia 
der Versiera im Punkte p auffinden. Nun hat die Schmiegungsebene 
(2^) die Tangente in 7t' an die in Art. 3. erwähnte Kardioide zur 
Grnndrißspur 2^. (In der Figur erscheint zunächst die Nonnale der 
Kardi oid- III konstruiert, welche bekanntlich durch den Fußpunkt 
des Lotes aus Lq auf den Radius von im Punkte p geht.) Der 
Punkt 6 tf^x gehört dann der gleichseitigen Hyperbel H an, die 
demnach vollstiiudig bestimmt ist. Von dem Diagonaldreiecke des 
vollätändigeu der H eingeschrieben Viereckes, dessen Ecken p, a und 
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die unendlich fernen Punkte von und a sind, stellt eine Ecke 
dar; eine zweite Ecke ist tler uaendlicb feine Punkt von p6. Dem- 
zufolge liefert der Scliüitt|iuiikt der t mit der Parallelen zu p& durch 
einen Punkt der zu parallelen Asymptote von H. Ein Punkt 
der nämlichen Asymptote ist auch der Scbniitpnokt tob h' mit 




PaanUeleii durch zur £K Dean diese Asymptote ist offenbu der 
Aufrifi jener horizontalen Erzeugenden des byperbolisehen Paraholoides 
(P), die zur V parallel lauft, deren Grundriß die angegebene Oerade 
durch repräsentiert 

Wie man nunmehr die Ermittlung der zn a parallelen Asymptote 
durchftllirt, braucht wohl kanm auseinandergesetzt zn werden. Hin- 
sichtlich der Konstruktion des oskuiierenden Kreises für die H in 
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p sei etwa auf die Ausfühnmgen in dem Lehrbuclie der dar- 
stellenden Geometrie von Röhn und Papperitz vemvieson (1. Rd. 
1. Aufl. S. 283). Die angegebenen Konstruktionen konnten für den 
gewählten Punkt p in der Figur nicht ersichtlich gemacht werden. 

6. Bezeichnen wir mit q' die Mitte von p'V, so ist der Ort von 
q' die von Herrn Peano mit d(*m Namen Visiera der Agnesi belegte 
Kurve.^) Wir betracliten q' als (inindriß eines Punktes (q\ auf dem 
hyperbolischen Paraboloide iPi und linden dann den Aufriß q als 
Mitte von ph. Der Ort von q ergibt sich dergestalt als eine ortliogonal 
Affine der Versiera für h als At'huitätsachse. Die Visiera tritt also 
audi al'; Normalprojektion einer Haurakurve 3. Ordnung (iiij) auf^ 
weiche dem Paraboloide li"*) aufgescbrieben ist. 

Die Tangente in q an den Aulriß i»j der {11^ i gebt durch r^, = t ^< b, 
und mithin ergibt ein Punkt der Tangente in q' an B'i — die 
Visiera - als i ußpunkt des Lotes auf aus v = ad^ x qv^. Denn 
V ist der Aufrißspurpunkt der Tangente in (q) an die (7?*), weil ad^ 
die Vertikalspur der Tangentialebene in (q) au das hyperbolische 
Pamboloid (Pj dantellt Die Tangentenkonstniktion gettaltot sieh 
wiederum ^nfacker, wenn der Sehnittpnnkt (n-j der Tangente in {q) 
der {M^) mit der rflckw&rtigen HalbiemngBebene rerwendet wird. Der 
Ponkt scj, mit welclxem die beiden Projektionen von (;r^) snsammen- 
fallen, liegt offenbar in d^b, dem Aufrisse and Grundrisse der Schnitt* 
linie der rfiokwirtigen Halbienmgsebene mit der Tangoitialebene in 
(q) an (1% und zwar ist 9K| || Cg, wo dersdbe Punkt ist^ der zum 
Schlosse des Art 3 benfitst wurde. Zum Beweise dessen bemerken 
wir Torers^ daß x^'^hd^xv^q ist, und d«iken uns nun q und d^ auf 
besw. e und kongruente gleiehstimmige Punktreihen beschrieben. 
Projizieren wir die Reihe [^] aus Vq und die Keilie [d^] aus h, so 
ergeben sich zwei Perspektive Strahlenbflschel^ deren Erzeugnis offenbar 
eine zu parallele Gerade ist/ auf der und liegen mfissen, denn 
gelaugt q nach p, so fallt nach Cq, und VqPxIcq ist ja :C(^, Da 
die Orter von und othogonal affin sind (Affinitätsachse b), so 
wird auch der Ort von tTj durch eine Ellipse dargestellt werden. 
Scheitel dieser Ellipse bilden die Punkte t?I und \. 

7. Die vorliegende Visiera können wir übrigens auch auffassen 
als Grundriß eines Horizontalschnittes der windschiefen Fläche 3. Grades 
(F)y welche zu Leitlinien besitzt: den Kreis (^) in der Grundrißebene, 
die Gerade fl in der Aufrißebene und eine horizontale Gerade (b), 
deren Grondrifi mit der b' der Figur zusammenfällt Die e' stellt uns 

1) Gino Loria, l. c. 
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dann nnoh den MruudiiB <'iut'r Er/^eufrondcn d^r (F"'i vor, nnd man 
bemerkt, daß 7' der Grundriß jenes Punktes q dieser Erzeu^-enden ist, 
dei' in der horizontalen Ebene fO ü^gt, welche den Al)stand der 
Grundrißebene von der Ht)rizüntale()e!ie 1 39) durch (6) hälftet. Die 
Tangenten an 1 /•' t in den Punkten jeder Erzeugenden bilden aber em 
byperbolisidies l*arabol«)id, desf^eii selieiiibarer Umriß für die Horizontal- 
projektion eine l'urubei ist. Im vürliegeiideii i'alie berührt diese Parabel 
die c' in a', sie hat femer die %^ und die h' zu Tangenten. Wir 
künueu daher leicht in mannigfacher Weise ihr«- durch q' gehende 
Taugente, welche zugleich Tangente der Visiera in q ' ist, konstruieren. 
Betrachten wir die Parabel etwa als Erzeugnis derPuiiktreihe(a V6'g' ■ • •) 
und der projektiven auf der anendlich femen Geraden dnreh die Paxabel- 
tangenten ausgeschnittenen Reihe, so erhalten wir die Direktionwchae 
beider Reihen ala Verbindungslinie Ton a' mit dem Schnittpnnkte der 
und der Paiallden za %' durch Der Schnittpunkt der Direktiona- 
achse mit der b' gibt aladann, mit yerbnnden, eine ParaUeLe zur 
Tangente in q\ 

Eonatmieren wir mit ala Spitae den Biehtkegel der (F), so 
iat dessen Schnitt mit der Ebene (9) eine gemeine Eissoide, dorn 
beetimmen wir r' auf e' so, daß ä^'*^ e'h* ist, so stellt uns r* den 
ChnmdriB eines Punktes der Spurkorve in der (9)) des Richtkegels der 

(JP) dar. Betrachten wir jetzt r' gleichzeitig als Grundriß eines Punktes 
auf dem hyperbolischen Paraboloide (1*), so liegt der Aufriß r sym- 
metrisch zu /) in bezug auf J als Symmetrieachse. Der Aufriß der 
Kuuiukurve, die (;*) beschreibt, ist also eine Versiera, so daß jetzt die 
Möglichkeit besteht, vermittels der Tangentialebene in (r) an (P) und 
der Tangente an die Kiasoide im Punkte r' die Tangente der Versiera 
in r in analoger Weise zu finden, wie dies in Art 6 für den Punkt 
q' der Visiera geschehen. 

8. Von Intoressf ist nocli der Kreu/.riß der Haumknrve ( R) (Art. 1). 
Wir legen die Kreuzriöebene direkt durch a und finden den Kreuzriß 
2>" des Punktes (p) der (7^), welcher auf der Erzeugenden (c) von (7"*) 
liegt, als jenen Punkt von C. der vou a einen Abstund gleieii cp^ 
besitzt. Bezeichnen wir p ' zugleich mit p^, und nehmen wir au, y.j. 
sei Aufriß eines Punktes (p,i.) der (c), so ist sufort zu ersehen, tiaß 
der (iiuüüiiß ju^ auf einein Kreise Sl',,., H«^t, der kongruent niu ii' ist 
und in die e,j berührt, denn da« rechtwinkelige Dreieck, von dem 
^'0/'» ^'i"'' Kathete ist und dessen Hypotenuse in die a fällt, ist kon- 
gruent mit dem Dreiecke a^ph^^. Der Kreuzriß der (i?) ist mitiün 
identisch mit dem Aufrisse einer Raiuukurve 3. Ordnung {R^ auf 
welche durch den mit dem liotationszylinder {Z) kongruenten 
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Zylinder Z^' ausgeschnitten wird. Nach einem hokannten Satze des 
Herrn Mannheim über gerade Konoide B\m\ die beiden Kurven [R) 
und {B^ selbst kongruent. Die vorliegende Projektionskurve ist aber 
nichts anderes als sine Newtonsehe Se)'pei%üne}) Ihre Wendetangente 
in Oq als KreuzriB der (6) ist unter 45^ gegen die Asymptote a 
geneigt. 

Die Erörterungen in den Art. 3 — ö, welche zu Tangenten- liezw. 
Krümmung^mittolpunktskonstruktionen für die V'ersiera geführt haben, 
können Wfirtüfli irleiehlautend für die Serpentine angestellt wrnleu. 
In der Fij^ur sind die betretleuden Punkte und Linien, die lUueu für 
die Versiera entsprechen, durchwegs mit denselben Bucb.staben be- 
zeichnet, denen rechts nnten ein * beip,esetzt wurde. Es ist femer 
ohne weiteres klar, daß auch die Art. (> und 7, welche sich mit der 
Versieia beschiittiifen, analoge Auseinandersetzungen gestatten für den 
Ort der Mitten if^ der Streckeu b' i*^. Dei- Ort der Punkte ist 
natürlich nicht mehr eine geraeine Kissuide, sundern eine solche all- 
gemeinerer Art, für welche übrigens auch recht einfache Taugenten- 
konstruktionen bekannt sind.^) 

1). Mit Lreriugfiigigen Modifikationen können die oben durchge- 
führten Schluütülgerungen auch dann noch A'erwendunir finden, wenn 
an Stelle des Kreises il' irgend ein durch Uq gehender Kreis der 
Grundrißebene als Basis eines Rotationszvlinders tritt, der mit dem 
F^boloide (P) zum Darchschnitte gebracht wird. Es ergeben sich 
imtereiiHuider orlbogonsl affine Kurven 3. Ordnung fSr die Aufrisse 
einerseits und für die Kreuzrisse andererseits fUr alle Duxchdringungs 
knrven ron (P) mit Rotationszylindern, welche längs a von derselben 
Ebene berOhrt werden. 

Fassen wir speziell jenen Rotationszylinder ins Auge, dessen Basis 
der om mit dem Radius beschriebene Kreis ist, so ist der 
Aufriß der Dorchdringungskurre mit (P) die Ton Herrn Loria 
Fseud&oemmt genaiinte Knrre, die oft mit der Versiera Terwechselt 
wurde.*) 

Prag, 25. JuU 1904. 

1) Gino Loria, 1. o. 

2) Vergl. (f. Stinor, Metrische Eigenschiiftt n der Kurve 3. Ordnung mit 
einem Doppelpunkte, .Mathem. Monatshefte 4, Jahrgang l»lt3, S. 99—114. 

$) So noch in Herrn E. PascaU Repertorium der höheren Mathematik II 
(8. 627 ff.) trotz der Becognslime auf Lori». Die dMelbtt angegebene Tsngentea« 
konsmiktioD iit weaeatlieh unstftndlicW als irgend eine der nach den obigen 
Prinsipien » gewjjwende. 
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Über eine Klasse unendliclier Reihen.') 

Von 0. Spiebs in Basel. 

Jede reelle Zahl kann auf unendlich viele Arten als Summe TOD 
Stammbrüchen dargestellt werden. Dies folgt direkt aus der Divergenz 

der Reihe ^ + ^ + + • * • Unter allen Reihen von Stanuahrfiehen, 

die eine g^bene Zahl ß darstellen, muB es eine geben, die dadurch 
auBgeseielmet ist, daß sie s1£rk«r konvergiert als Jede andere, die sich 
daher zur Auswertung am besten eignet. Um diesen Begriff der 
stärksten Konveigems scharf su formulieren, denken wir uns alle mdg- 
lidien Darstellungen tob e als Summe (positiver oder negativer) 
Stammbrüche aufgesteUt 

1,1, 1,1. 

und bilden zu jeder solchen iieibe die sukzessiven Kestgiieder 

+„--- + • . ^. = .' («-1,2,3...). 



1) Die Aufgabe, eine Zahl durch . ine Summe vou Ötummbrüchen darzustellen, 
hat bekanntlirh =fhon im alten Ägyptt ii ihre Behandlung gefunden. Die zifinlich 
regellosen Entwicklungen «iud indes durch keine Bückaicbt auf mi^glicbst raBche 
Konvergenz geleitet. Vgl. hierObei: Cantor, 6«sehiebte der 3fath. Bd. I, und 
speaeli Loria, Giomala di Matenatacba T. ZZXII. In der Ncuseit haben be- 
sonders die Dezimalbrüche die Aufmerksamkeit der Mathematiker gefesselt: es sind 
dies Maximalreihen hei vor^jeschriebencn Nennern. Liitnhert (Acta helvetica, 
T. III 1758, Acta eruditorum 1769) betrachtet Keihen vom Typuü der bjpergoome- 
triiehen und lueht durdh Ümformungen ihre Konvergenz xu vezgrOflwn. Lagruuge 
(Journal de T^cole Polji. T. II) entwickelt allgemeia rationale foflche in Reihen 
Typu« 



und macht aut die starke Konvergenz dieser Entwicklungen aufmerksam. Eine 
solche Reihe ist aber für rationale Werte der dargestelltcu (iroße niemals Maxi- 
mabeihe ia unmrem Sinnf nur im Fall einer quadratiachen IitationalitiU von der 
Fozm a — ya* — 1 tritt, wie wir sahen, dieeer besondere Fall ein. Da meines 

Wissens unsere Stammbruchreihen maximaler Konvergenz noch keine svätemniiMlief 
tiefer eindriniff-ndi' RohnnfHung erfuhren haben, wie rl'!»^« dofh für die nahe ver- 
wandten Kettenbrüche geschehen ist, so schien es mir nicht überflübaig, die Auf- 
merkeamkeit auf einige Ptankte dieser Theozie sn lenken. 
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Eb ^ht dann (von einem unwichtigen äpeziaitaU abgesehen) eine be- 
stimmte Keihe 



1,1, i> 1,1 

Ä" «" *^ * ^»** r ' X 



für weldie der absolute Betrag von jedem der Reste R^, B^, Rj^, , , , 
Meiner oder nenig^tens niüht (irößfr ist als der mit gleichem Index Ter- 
seheae (absolut genommene) Kest jeder andern der obigen Reihen. 
Von dieser so definierten Reibe sagen wir, sie habe unter allen lieihen 
der betrachteten Art die stärkste Konvergent und nennen sie kun die 
Moximalreihe von s. 

Es ist oflFenbar, daß der Begriff der stärksten Konvergen/., dor 
sich auch auf Reihen anderer Art erweitem läßt, ein relativer ist und 
sich nach den Verfügungen richtet, die über die Form der Reihen- 
glieder «getroffen worden <^ind. Wenn wir z. B. bei den obigen Reihen 
noch Torlancren. daß die Glieder alle positiv, oder fibweehselnd positiv 
und negativ sind, oder daß die Nenner bestimmte IVini/.ahlen enthalten, 
80 erlialten wir jedesmal eine wesentlich andere Maximalreihe als wenn 
wir von solchen Einschränkungen absdien. 

Wir begnügen nnn hier anf den Fall näher einzugehen, wo die 
Glieder der Reihe alle positiv sind. Wir verstehen demnach, wo nichts 
anderes bemerkt wird, unter j ., if., lauter reelle positive Zahlen. Ist 
eine Zahl s zur Eutwickhmg vorgelegt, so trennen wir die größte in 

ß enthaltene ganze Zahl davon ab und bezeichnen den Rest mit wo 
alio y > 1 ist. 

Setaten vir dann suksessiye 

so erhalten wir 

XfX^fX^,... sollen ganze Zsliloi bedeuten, üm unsere Reihe 
gFofiter Konvergenz zu erhalten, haben wir x, x^, , , , so zu wählen^ 

dttli die einzelnen Reste ;-, 7^, ... möglichst klein ausfallen. Dies 

tritt offenbar ein, wenn wir allgemein für die nächste auf folgende 
ganze Zahl nehmen. Xur wenn zufällig ?/j selbst ganz ist, müssen wir 
— setzen, lu allen Fällen haben wir also zu setzen 
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Durch EinftthruDg der Grofien e gewinne wir aus {!) das folgende 
gleichbedeutende Gleichungssystem 



(8) 



Vi 



^XJf 



« - 1 - 



T 



X^ — C|f 



Eliminieren 'nir >/ aus den beiden zuiet%t angeschriebenen Glei- 
chungen, so erhalten wir 

(4) ««+i+a?,-f^H-^+,. 

+ 

Bezeichnen wir allgemein mit [«] die nächste auf z folgende ganze 
Zahly und beachten, daß c.^i ein echter Bruch ist, so können wir aus 
(4) schÜeßen, daß 



(6) 



X. 



mit Ausnahme nur wieder des Falles, daß zufällig f^^, —0 und - 

ganze Zahl ist. Die Kekursionsformeln (d) dienen zur Bukzessiven Be- 
rechnung der Teilnenner 

Da f die Ein.s zur oberen Ureuze hat, so ergibt sich aus den 
ersten l'ormehi (5) 

Die Kenner der Stammbrtiche wachsen also etwa wie o;«. Brechen 

wir die li^ihe nacli dem Glied ^ al), ist der liest 



1 



+ 1 



'«+1 



^ — ar 



also kleiner oder nur wem«: irrößer als das Quadrat des letzten Gliedes. 

Um eine Zahl z >^ — etwa bis auf die lUOU. Dezimalstelle genau zu 

fcennWj braucht man nur wenige Glieder unserer Entwicklung zu be> 
sitzen, nämlich für den kleinsten Wert ic »- 2 höchstens 13, sonst sicher 
weniger. 
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Die Fornii lu {p) bedurft, n einer Modifikation in dem Fall, daß 
eine der Größen > w ird. Ein Hl ick auf das System (3) lehrt, 

daß dann die Reilie der Stammbittche mit ^ abbricht and p eine 

raUoHole Zahl ist Umgekehrt^ wenn y rational ist, so ist die Minimal- 
reihe endlich, also wird ein gewisses 0. In der Tat^ falls etwa 

jf — ^ geseM wird, ist das System (3) dem Wesen nach identisch 

mit dem foigeudeu 

— afa — a,, «i < a, 

xh — x^Oi — Öj, ^<<hr 
X^xh — XfOf — < '»»i 



(7) 



Da hierin a, a^, a^, ... eine Reihe monoton abnehmender gajuser 
Zahlen sind, mu£ » 0 werden für einen Index n ^ a. 
Beispielsweise ist 

19^ , 1 , 1 . _1 , 1 



61 4 ' 17 ' 878 ' 166796 ' 40i)74296660 

Ist also e irrational, so kann die Reihe der .t Tiicht abbrechen. Aber 

auch jedes rationale z = * kann uatürlieh durch unendiiclie Heiheu 

Ton Stnnmibrüehen dargestellt werden, und man darf nach derjenigen 
nnter ihnen fragen, welche starker konvergiert als alle übrigen. £s 

ist klar, dafi diese unmdlü^ Maximahreihe f&r — mit der oben definierten 

endlichen Maxisualreihe von (h) Gliedern in den i^it - l) ersten Gliedern 
übereinstimmen muß, da sich 8on.st eine andere Reihe angeben ließe, 
die starker konvergiert. Man erlült also die unendliche Muximalreihe 
einer rationalen Zahl, indem man das letzte Glied der endliehen Maxi- 
maireihe ^ ^ ersetzt durch die entsprechende unendliche Entwicklung 

stärkster SonvergeiuB. Die Aufgabe ist also jsurUckgeffthrt aaf die F*rage 
nach der Maximalreihe eines Stammbraehes. 

Nehmen wir aber in den Gleichungen (3) y als ganze Zahl an, 
so erkennt man, daß e und £|, %, usw. alle gleich Eins sein mttssen, 
da <„"<*0 ausgeschlossen wnrde. Tragen wir diese Werte in die 
Kekursionsformel (&) ein, die aueh fOr diesen Fall gilt^ so finden wir 
far jeden Index n 

(8) • = 
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Die Teilneuner der Maximalreihe eines Stammbnichs entstehen also 
durch sukzessive Iteration einer quadratischen Funktion, cL h. es gilt 
die Entwicklung 

(9) J__l+ « + > +...«- + ___' 

{^t+i «I — H- !)• 

Diese Gleicbung gftt natfirlicli für beliebige Werte tob x, nur Terliert 
die rechte Seite für nicht ganzzahligee x den Charakter der Maximal- 
reihe. Man beweist aie am einfachsten, indem man der Rekuraions. 
f<ninel für die Form gibt 

1 1 i_ 

woraus das Bestehen der Oleiehnng (9) in die Angen springt. 

Die Frage, wann die Beihenentwicklang (9) ins Unendliche fort- 
gesetzt werden dar^ ist offanbar identisch mit der, alle Punkte x der 
komplexen Ebene zu bestimm^ f&r welche x^ and n über alle Giensen 
wächsi Es würde indes hier zn weit führen, auf die interessanten 
Verhaltnisse (wie sie in fthnlicher Weise bei allen Reihen auftreten, 
deren Glieder durch Iteration einer Funktion entetohen) näher einzu- 
gehen. Ich begnüge mich daher folgenden Satz zu beweisen: 

Zi^ man mit dem Ptmki x^i- als Zenirum ewei Kreise fte». 

9 

mit den Radien 4- j/y und 50 ts^ för aße Funkie die außer- 
halb des größeren Knsises lietfenf 

für aUe Punkte im Inneren des Meinfren Kreises aber ist 
lim a;, °- 1 und ^ \ divargierL 

Seieeis: Die Funktion » a;' — a; + 1 bildet jeden Kreis mit dem 

1 s 
Mittelpunkt einen Kreis mit dem Zentrum « — ^ ^ 

der Tat «etzt man = | -|- ? >j, = 5^ + / ,i, so gilt 

CIO) = + ,.-2(8-i).,, 

woraus 
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Iiisbeeoudere wird das Innere des Jjureises — 'i* " T 

Innere des Ernsee — + ^ ~" ^ abgebildete der im Inaeren des 

ersteren liegt und ihn im Punkt ^ = 1 
berührt. Zieht mau durch I ~~ ^ 

DunduaeBSer dee grofierra Kreises, so 
«utspredien seine beiden Endpunkte 
seinem zweiten Schnittpunkt mit dem 
kleineren Kreis. Man schließt dann 
leichty daß die Bilder dee kleineren 
Ereisee wiederum anf einer Knrre 
liegen, die von ihm eingeschlossen ist 
und nnr den Punkt | 1 mit ihm ^ 
geniein hat. Und da dieser Schluß 

fortgesetzt güt^ so ergibt sich, daß lim x^*« 1 für alle Punkte x des 

Kreises vom Radius ^ wird. W. z. b. w. 
Aus (10) zieht man femer die Formel 

(fe_i)V,i-i-{(s-|)V,'-|)'+(e~ ;-)'-!. 

Bestimmen wir einen Radius r, so dafi 

80 erkennt man leicht, dafi die Bilder aUer Punkte auf einem Kreise 
▼om Radius i2>ry fttr die also 

(I - t)' + -ß' > T + Vt = a>2071)S 
auf das Äußere eines konzentrischen Krttses von größerem Radius 
&Uen, dafi elao fOr alle Punkte außerhalb des Kreises vom Radius 
1,2071 ... lim OD sein muß. 

Fttr reelle Werte von x leuchtet übrigens ein, daß die betrachtete 
Reihe JconvergM für alle Punkte außerhiBf des InterraUes von 0 bis 1, 
divergiert fttr alle Punkte itmerhatb und auf der Gretue desselben Interrslles. 

Aus der einen iJai^itellnnt; van — ^ als Summe rationaler i^'unk- 

tionen kann durch fol<j:en(len Prozeß eine Menge anderer gefunden 
werden. Schreiben wir nämlich in 

_l 1 , t , i 

X— i « "•"«■ — jf-f-l «* — 9ar» + «»» — »4-1 

+ «• 4«» -I- 8«» — lOx^ -I- 9«« — + 8»» — « + 1 
ArohiT 4«r ItotlMiMtik «n« Vhrvik. lII.B«lh>. XU. 9 
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— X für Xf und addieren die neue Gletcliung zur alten, so hfingt das 
Remllat nach Vereinigazig der entspredienden Glieder nur noch ron 
ab. Schreiben wir dafttr wiedw Xf so kommt 

_ _{x+ I '(■ /•'+ 7t' + 23? +1) 

«• -i- 2«« -f 2x» »«« + 14«» 4- 16»» 4- 6« + 1 

Diesen Prozeß können wir beliebig oft wiederholen, wobei der Nenner 
des ersten Gliedes sich stets reprodnsiwty wahrend die flbrigen Nenner 
ihre Gestalt wechseln. 

Naehdem wir die Maximalreihen der rationalen Brüche besprochen 
heben, wäre die nächste Fn^ die nach der entaprechenden Entwick- 
lung einer quadratischen Irrationalität ty » a + hYD. Hier treten aber 
bereits beträchtliche Schwierigkeiten au^ die noch zu überwinden sind. 
Nur in einem bMuerkenswerten Fall können die Glieder der gesui hten 
Reihe angegeben werden, nSmlich dann, wenn der in entwickelnde 

echte Bruch die Form hat — — a — hYD, wo h ganxe ZaUen sind, 

die der Gleichung — ■ D ^ 1 genügen. 

Wenden wir nämlich die Rekursionsformeln (5) an, so haben wir 
zu setzen 

+ -t- 
^ * [d * " l4a» + 4o« Ya* -1] - 2a 

+ 

« [4a» + y(4a» - 2a)« - 4a«J - 2a- 

+ 

Da 4a« < 2(4a» - 2a)- 1, so muß []/(4a» - 2a)« - 4a'^J = 4a' - 2a 
sein, und wir hüben 

x^~2a'2a^, - 2a(ai ^ l/a| - l), 

wo wir Ol * 2a* — 1 gesetit haben. Fährt man so fori, and bestimmt 
die Größen a^, o^,, . . . Oi nach der Rekorsionsformel ot+i ~ 2af — 1, 
so findet man 

- 2a . 2a, ... 2«^, - 2a, - x^^, , - (a, - l/a* - 1). 

Wir nehmen dies für den Index n als bewiesen an und folgern 

+ + 
Xn+i - [^J - ^«J - (2a« - 1) + (2a, V'^T^] 
+ 
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Nun fplgi aus = 2a« - 1 leicht (a«+i - 1) - (2a,)« (o* 1) und 
somit 

W+i - 1) - (2«. • »0.-1-1 • . ■ («* - 1) - (a* - 1). 

Da a ^ 2 sein muß, so ist also immer 



> 4 und «. Va5+i — 1 > (««fl«+t — 1), 

d. h. es wird 

Xn+i — Xn ' 2(h,+i , «„+1 = a:, (a,+i —VöX+i — 1), q. e. d. 
Wir haben so den Säte erhalten: 

Sind a, h poaüve gam$ Zahkn, noddis der Pellsdim Gleidumg 
a' ^ 6*Z> — 1 genäffm, so gtU für die IrraHünaieaM a — bY3 die 
BeShmaiitmddMiiig 

(2a»^0-(2«»)*-2, 

und zimr konvergiert die Beihe rascher als jede andere Darstellung der- 
sdbi'H Zahl als Summe pt^siticcr St<inunhrüc)i^. 

Die Hailie (10) hat zur numeriechen Auswertung die (ienkbar 
günstigste Form und kann gelegentlich zur Berechnung einer Quadrat- 
wurzel dienen, falls zufällig eine Lösung der zugehörigen Feilschen 
Gleichung bekannt ist, indt-ni meist schon die beiden ersten Glieder 
eine größere (Genauigkeit geben, als mit den gewühnliüheu Logaritlimen- 
tafeln zu erreichen ist. So ist z. B. 

- 8 -(r. + .tW« + • • •)- 7^WM98 • • • 

Die Gültigkeit der Gleichung (10) hört im allgemeinen nicht auf, 
wenn wir dem a irtrend welchen komplexen Wert geben, nur ist dann 
der Wert der Quadratwnrzel jedesmal zu bestimmen. Die Reihe ist 
auch noch dndnrch interessant, daß die sämtlichen Punkte, fiir welche 
sie nicht nu 4ir konvergiert, em endliches, nicht geschlossenes Linien- 
Stück stetig erfüllen. E« gilt nämlich der Satz: 

Die ßeifie 

(«>•) h+^ + ^ + --' «ii»« 

tco Xk+i = 2x1 — 1 '^il, honvertjied in der ganzm Ehnir mif Ausnahme 
der Punkte der reellen Achse zivischett — 1 und -f 1 und sielU denr 

jemgem Wert des MweideiUigen Äusdnuka x ^Vx* — 1 darf dessen aXh 
sohiier Betrag Meiner dts Eim isL 
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Betraehten wir die ganze algebraische Funktion z von die durch 
die Gleichuiig gegeben ist 

(11) iP^- 2x^+1-0. 

Es leaehtet Bin, daß die Potoizen von » wieder Gleushmigeii denelben 
Form geoflgen müssen. Betet man insbesondere 

2«« — l = apj, 24— 1 — . 

so gilt 

(12) jf - 2a;ijri + 1 « 0, . . ., - 2«*«* + 1-0, 
welche Relationen wir aaeh in der Form schreiben kennen 

(13) 2« - * + -j, . . 2iC4 - j** + 

Nun folgt aus den Gleichungen (11), (12) die Formel 

»«"•"Sx %x tx ix txi^ 'ix %x^* 

also 

(14) ^"2^ + jjg.g^ '^a«.2a^.««,'^***"'"2a: 8«| ...««i,*^ 2«-2a^ .. 

Es bleibt noch übrig, das Restglied der Reihe rechts zu unter- 
suchen. Zieheu wir iu der Ebene den Einheitskreis iiiii dm Nullpunkt 
und betrachten die Punktzuordnung, die durch die Gleichuug (11; ver- 
mittelt wird. 

Zn jedon x g^ören zwei Terschiedeue Wurzeln diesw Gleidhnng 
(ausgenommen fOr ±1^ wo 8^x wird). Da ibr Produkt ■» 1 
ist, so liegt die eine im allgemeipen ixineriialb des Einbeitskreises, die 
andere anfierbalb. Wir bezeichnen die ersten» mit die andere mit 

z' — , m duü also immer if ! < 1 ist. Eme l.'iibestimnitheit tritt 

nur ein, wenn ibr absolute Betrag beider Wurzeln gleich Eins ist. 
8uclieu wir die Werte vou r, für welche dies eintritt, und setzeu dazu 
g — ^f. Nach (13 ) wird dann 

ac cos 9>, . . fl^ — COS (2'*9>) . 

Also: Für alle redtm Werte von x Mwiaeiien — 1 und + 1 und 
nur für diese wird |#| — 1. Zu^ith UeiH \x^\ hei wadaendem n end- 
ImA wnd < 1, und die Beihe (10a) divergiert. 

Umgibt man also die gerade Strecke ron — 1 bis + 1 durcb ein 
bdiebig sohmalea Rechteck, so bleibt für das ganze äußere Gebiet 
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\g,<l jxdA \m'\>1. Für alle diese Werte wachst aber nach (13) 
mit n Aber «Ue Grenzen, so daB also die Reihe (10a) gleiehn^flig 
konTffirgiert und diejenige eindeutige Fünktion Ton die wir mit m 
beseichnet haben, yoUstiiadig darsielli 

Um den Zusammenhang zwisehen m und x noch etwas su Tcrdentr 
liehen, denken wir uns irgend einen Punkt m im Einheitskreie. Indem 
wir ihn erst an der reellen Achse und dann am Einheitekreia spiegeln, 

gelanf]^en wir zum Punkt ™ * Mittelpunkt auf der Geraden 

(/, z' ] ist dann das zugehörige .r. Man sieht liieruus, daß zusamiiieu- 
gehörige Werte von x und z stets auf der gleichen Öeite der Ordinalen- 
achse, aber auf entgegengesetsten Seiten der Abszissenacbse liegen. 



BeeUm Werten tob x außerhalb des Interralles (— 1, + 1) entsprechen 
fcelZe £, 9*. Einrai reellen Wert Xq swischen 1 und + 1 entqirechen 
zwei Punkte des EinheitskreiBee, die man erhSlt, wenn man in x^ 
die Ordinaten bis zum Kreis aiehi Läßt man x sich Ton der negatiTcn 
Seite her diesem Punkte nahem, so wandert das positiTe z znm Punkt 
hinauf. Kommt aber x Ton der positiren Seite an heran, so 
nähert sieh jr dem Punkte ^g. Also bat b an beiden Rändern des 
Vensweigungsscbnittes (— 1, + 1) konjugiert komplexe Werte. 

Wir haben im Vorhergehenden nur die Stammbnichreihen mit 
lauter positiven Gliedern bebandelt. Das Verfahren bleibt aber im 
wesentlichen dasselbe, wenn über das Vorzeichen der Glieder andere 
Bestimmungen getroflTen werden. Um z. B. die Reihen mit alternierend 
positiven und negativen (xliedern zu erhaltet), haben wir in den (ileichuiigen 
(3 1 rechts den Größen f- das po.'^itive A'orzeichen, zu geben. Die Re- 
kursiousformel der Teiluenuor wird jetzt 




Fig. S. 
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und ak unendliche Mazimalreilie eines Stammbrache finden wir 
worin 

fl^ -f- JP» — 1 

ist 

Indeoeen gibt es für quadratische Irrationalitäten keine Maximal- 
reihe von fo einfachem Gesetz wie Reihe (10). Man kann zwar fttr 
die Zahl >''o* l — a in analoger Weise wie S. 132 aus der Grleichnng 
+ 2a^ — 1 = 0 eine alternierende Stammbruchreihe herleiten, die- 
selbe besitzt aber nicht den Charakter der Maximalreihe. 

Basel, SO. Sept. 1903. 



Theorie der Potensreste für znsammeiigeeetBte Moduln. 

Von Paul Epstein in Straßburg i. £. 

IHe elementare Theorie der Potenzreste für zasammeugesetzte Moduln 
ist — wenn man von Dirichlets YeraUgemeinerung der Indizesdarstellang 
absieht — nicht wesentlich über den Stand in Gauß' Disr^uisitiones 
hinausgekommen. Sie findet eine natfirliche Schranke in dem Satze, 

daß für zusammengesetzte Moduln im allgemeinen keine primitiven 
Wurzeln existieren. In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch ge- 
macht, diese Schranke zu beseitigen, indem für jcdoii Modul primitive 

Wurzeln definiert werden, die natürlich für die Moduln, für welche 
bisher prini tive Wurzeln existierten, mit diesen zusammenfallen müssen. 
Die Bestimmung der An/ah! dieser primitivpTi Wurzeln und ihre Ein- 
teilung bildet den Hauptgegeustand der Untersuchung. Dabei werden, 
um die Arbeit in methodischer Beziehung möglichst einheitlieh zn ge- 
stalten, als wichtigstes Hilfsmittel geeignet gewählte isalUnUheoniis'iie 
Funktionen benutzt Unter diesem Gesichtspunkt ist in den fu Igen den 
Entwicklungen auch eine neue Darstellung der bisherigen Theorie der 
Potenzreste enthalten. 

1. Bedeutet m irgend eine ganze Zahl, so wird nach dem ver- 
allgemeinerten Feruiatscheu Lehr^iatze die Kongruenz 

j^<'"> 1 modwi 

durch jede su m rdaHv prime Zahl ertüUt. Im allgemeinen ist dies 
aber nicht die Kongruenz niedrigsten Grades Ton der angegebenen 
Eigenschaft, sondern nur dann, wenn f» Püfem einer mgeraden Frim" 
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eahl oder das Dojpja^ einer solchen Fotenz ist. Sei in Primfaktoreu 
zerlegt 

(1) m-r'p;'pl'...p:; 

a irgend eine zu m rehtir prime Zahl, so bestehen die Kongraenzen 
und dazu kommen 

fttroo^O, 1 a = l modS'«, 

«o>3 a^"'*slmod2«-. 

Wir traeiehnen das Heinsie g emem same Vidfacke mehrarer Zahka a, 
hf Cf . . . mit 

[a, bf c, 

und bilden') 

o.- 0, 1, 2, 3 ^(1») - [y (i»;»), . . y (p:-)], 

für 3 4.i,m) = L^'o-», . . vipl')]- 

Dami ist nidit nnr für jede zu m relatiT prime Zahl ai 

oV'Mslmodfii, 

sondern 

a^(«»> = 1 modm 

ist dis Kongruenz medrigsten Gmdes, die alle Zahlen eines ndozierten 
Bestesystems modm zn Wurzeln hat 

Die so definierte zahlentiieoretiaehe Funktion iit{m) möge „Haiqit- 
exponmi zum Modul heißen.*) Sie ist immer ein Teiler von <p{in) 
mid nur fSa m^p* und i»«>2jp" ist sie mit ^(m) identisch. Fflr 
jede zu m relatiT prime Zahl a gibt es einen Vkmätm £^»onenten e, 
so dafi 

0^ = 1 med m 

ist; diese Zahl e ist immer ein Teünr Ton i^(m) und soll f^Mmmal'' 
exponetU ixm a für den Modul heifien. Der Hauptezponent ^(m) 
ist der (frößte fOr den Modul m mSgliehe Miuimalexponsiii 

Eine Zahl, die den HanqiiexponeHien Mum MtmmakxponeHtm hesUid, 
heiß primiHve Wu/rad von m. 



(2) 



1) Vgl. Lucas, Th^rie dea nombrea, S. 429. 

1") ^TprltwfirrlitrGrwcipo wird dieselbe deutsche He/.i'ichnunjf „Hauptexiionent", 
— aber m aoderur Bedeutung — , in einer Arbeit von Cunningham, Mass, of 

Math. Bd. SS» 8. 146 gsbiaueht 
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Wir stelleu uns dif Aufgabe, für einen Modul m die Anzalii der 
Zahlen mit gegebenem Miiniiüdexponenten und insbesondere die Anzahl 
der primitiven Wurzeln von m zu bestimmen. 

2. Es bedeute 

X{mf ^) die Atuahl der mhmgruenten Löwmgm der Kongrueiu 

(1) a^»lmodiM, 

B(m, fi) die Anzahl der Zahlen mit dem MininiulcxjKmcnten /i. 

In diesen Funktionen kann fi beliebige ganzzahlige Werte annehmen; 
ist u relativ prim zu iphn), so ist fw, ==^ 1, und wenn nicht 
Teiler von ^(w) ist, so ist jedenfalls Oi^m, (i) = 0. 

Wo kein Mißverständnis bezüglich des Moduls möglich ifit^ kann 
man das Argument m weglassen. 

Ist u if'f w\, so ist &(m, u) die Ansahl der primitive» Wursd» 
von nif und wir schreiben dann 

(2) für fi — *(»»): ö(f», p) — »(«). 

Jede Lösung der Kongruenz i^i) hat entweder oder einen Teiler von 
fi zum Mininialexpnneuten, und umgekehrt ist jede Zahl mit einem 
solchen Miniinalex^joneuten eine Lösung der Kongrurnz. Also besteht 
zwischen den Funktionen x und Ü dir Zusammeniiaug 

(3) x{^$^) '^^^i^^)t ^ ^® Teiler von fi. 

In der Summe auf der rechten Seite sind nur diejenigen Funktionen $ 
von Null verschieden, bei denen Ö zugleidi Teiler von ^(fft) istj es 
braucht also d nur die Gesamtheit der Teiler des größten gemeinsamen 
Dwieors von ti und xl^{m) zu durchlaofen. Bezeichnen wir diesen mit 
df so haben wir folglich den Satz: 

Es ist stets 

(4) x(m, fi) - z(m, d). 

Oder anders ausgedrückt; Die Ktnffrmnz -~ I mod;n luxt dieselbe 
Anzahl Lösungen, wie die Kongruenz :^ 1 mod //<. 
£s sei nun 

1. m unfferade: m pl'p'^* . . .1»]^*. 

Die Lösungen von x^' ^ 1 mod m sind die simultanen Lösungen der 
Kongruenzen 

^ 5 1 modp^^ x" = i mod p^, . « iv^ ^ 1 modj>**. 
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Diese haben der Keihe uach d^, . . Lösungen, wobei 
(5) äi der größte gememaame .TeUer vm fL und q> (^pl'^j 

ist.^) Durch Kombination der Lösuugen der einzelnen Konjrruenzen 
miteinander erhält man sämtliche Lösuugcu von 3f ^ 1 moU m also ist 

Ist aber 

2. m gerade: m - ^''^p^'- . . . p'*, 

eo kommt sa den obigen £ongraonsen noch 

a?^= 1 mod2'<* 

hinzn. Diese besitzt 

für 1: tiiif Lijsun;^ 

für fi^> i und /* umjcrddc: i'ine Losuug, 

^ gerade: 2 Lösungen, wobei 

(5a) d^ der größte gemeinsame Teiler von ^ md 2'^-* 

ist. 

Fassen wir alles snsammen, so kdnnen wir also sagen: Wenn m 
dnrfk 4 teübar und ^ gerade isi, so ist 

(6ft) x(^* — 2 d^d^ ...<?,. 

In allen übrigen FoSlen ist 

(6b) Z""' ' = d^d^ . . . d^. 

Nimmt mau beispielsweise (i^ ^{/n), so ist es jedeiiialk eine gerade Zahl 
und ^{p'!') (i '^t " y *^)- Weiter ist, sobald a^^2 ist 
if^ also 2<^0«>« 9(2"«), folglich erhält man, wie es sein muß: 

Ans den Formeln (6) erkennt man, daß Ittr Mwd retcHv prime Zahlen 
I»' stets 

(7) X(m, pt^') - x(nt, (i) z(«i, fi*) 

ist 

3* Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Funktion 0{m, /i) und 
bedienen nns dabei des folgraden Satases*): 

1) 0»Q0, DisqnintiODes ariihm. Art 85. 

2) Dieser einfache Satz, der bisher nocb nicht ausdrücklich formuliert zu sein 
ticbeint, läßt sich auch auB einem kleinen Aufsatz von Liouville, .Touru de 
Math. 1857, S. 110 ablesen. Er bildet die (Quelle für zahlreiche Eelationen swischen 
»ahlentheoretischen FanktioneD. 
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Sind swei zaidentheordische Funktionen % und 0 für jedes Argument 
fi dttreh die I^atim 

(1) xW ^ '^^^^^ ™ 

verhmdm, ist = 1 und für irgend Mtvei rdatw prime ^ fi' 

(2) - Xif^lf 

so ist (ludi 

(3) Ödt^') - ÖO»'), 
WM? WM», tu iViiH/aftlorvn MerUgl: 

ist, 80 ist 

Beuws. Ist fi Potam «iner Primzalil: 

80 folgt aas (1): 

Hp") = xip")-xip''-')- 

Ist (gf Potenz «ner zweiten Primzahl, so ist 

Darin ducUänft d' alle Tdkr von p 'r/ mit Aasnahiiie Ton p^g^ selbei. 
Diese kann man so erhalten, daß man sämäidte Teiler von p"g>*-^, 
ferner von nimmt; dabei erhalt man die Teiltt* Yon ff^^g!*-* 

memmady man het sie also einmal wieder wegzunehmen; darans folgt 

also nach (2): 
oder auch 

In entsprechender Weise weiteitchliefiend gelangt man nnmitteUwr zu 
dem obigen Satze. 

Fflgen wir in Formel (4) sSrntlichen Funktionen ein erstes Aign- 
ment m hinzu, so haben wir die Amahl 0(m, fi) der Zahlen, die für 
den Modul m dm Minimalexponenim fi heizen, durch die im vorigen 
Paragraphen bestimmte Funktion x{m, fi) aui^pedrfickt. Wir wollen die 
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Formel nur für den Faü u = t'(m) weiter ausführen^) und erhalten 
dadurch die Anzaid ihr primUivm Wurzdn von m. E» sei in Prini- 
faktoren verlegt: 

(5) 9w=-2SN;'...äh ^w = 2"3;'s^..2;^ 

Dann ist nach (4), wenn wir f&r ^ = ^(m) anstelk ron di» 
Bezeidmnng «»(m) wählen nud bei den 2- Funktionen wieder das erste 
Argument m wef^assen, die Anaahl der primitiTen Wnrseln: 

Wir bestimmen zunächst für irgend eine der m/geradm Primzahlen 9 
die Werte von x{q*) und xiq"'^). 

Es seien die hödigtm Potouen von die der Reihe nach in den 

Funktionen tp , tp {jT^^ (/C") enthalten sind. 

Dann ist q in der Funktion 9>(m) mit dem Exponent«! 

enthalten; dagegen ist der Exponent v Ton q in i'{m) nach der De- 
finition dieser Funktion die große der ZaMm ytt" Yn- folglich ist 
nach (6) des vorigen Paragraphen: 

(8») z(q)-q"*"*-*"-t- 

Cm aber x^q*"^) m bestimmen, beseichnm wir mit 

(7) s die ÄMtM der durdi ^ teObaFen Funktionen 9 [j^') 7 • 9> (/>«") 

und findeu durch eine leichte Überlegung 

also ist 

C8c) o(q') = x(<i') - zQi'~') - g'-'iq'- i)- 

Eine entsprechende Formel findet man für die DiÜ'erenz xi^'') — zi^'"'^)» 
nämlich 

(9) 0(2'") = x(ß'') - Xi^'"'^) = 2^-'- '»(^2'' - 1), 

nnr mnfi man dabei die Zahl in geeigneter Weise definieren. Ist 
1. m nicht durch 4 teilbar, so ist 

«0 ^ Jsuähl der dwni^ 2^* teifbairen FunkUonm 
1) Der «Ugeneine Fall wird in Nr. 5 behandeli 
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2. lat m durch 4 teübar imd Vq>1, so ist 

S. Ist ah&e v,» 1, was immer eintritt^ w«ui m lEeinai Frimfitktor 
Ton der Form 4h + 1 enthalt und darch keine höhere Potens Ton 2 
als 8 teilbar ist, so ist 

(7 c) fo='^o- 

Aus {S) und (9i findet man nunmehr, wenn man die nach (7) zu be- 
stimmenden Zahlen e durch Indizes entsprecheud den Primfaktoren, q*' 
von ii{m) unterscheidet, die Anzahl der primitiven Wurzeln von m; 

(10) ay(m) - 2^-^(2'-^ l) - • • l) ' 
Fflhrt man aber eine zahlentheoretische Funktion 

(11) »;W = 2'•-*^?-^..g;«-* 

ein und bezeichnet mit S{^) die Stwime der Teiler von f», so kann 
man, wie man leicht sieht, schließlich folgenden Satz aussprechen: 

Um die JmmoM der primUhm Wur/^ einer Zahl 

£u besUmmenf hereeimä man die Fuiüdume» 9(2"*)i 9(pT)> ^ * -f viPn") » 
femer 

q>im) - 2^"«;* . . . gt' 

und nadi Formel {2) in Nr. 1 den Haupt* jjjonetüm 

M,{m) - 2'«3;* . . . ql». 

F.nnittflt 1)1(1 )/ ({(um nach (7) die Zaiden • ■ • 'ind tntspndd'mi dir 

Fun»)! (\V) (He Funktion ri{>n), so die Anzald der primitiven 
Wurzeln ton m: 

(12) •=9' ^«)-- 

Ist m = p" oder 2p", so ist t^(w) = 1, und man hat die aus den 
Elementen bekannte Anzahl der primitiven Wurzeln: (o(m) = tptpi p"). 

4. Ist a primitive Wurzel von m, und bildet man dit- Reste der 
Potenzen von d uacli dein Modul w, «o ist Oj ;:_ a" raud w dann und 
nur dann ebenlalls primitive Wurzel, sobald ^ relativ prim zu ilr{ni) ist. 
Umgekehrt ist dann auch a ^a^' mod m, wobei f»| die zu ft assoziierte 
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Zahl, d.h. uftj = l mod tl>(m) ist. Solche primitiven Wur/elii. von denen 
jede einer Pntf>nz der anderen mod 7)i kongruent ist, sollen miteinander 
vprivandt heiüeu. Dagegen m<)t;e eine Zahl h, »reiche kemer Potms von 
fi kongrumt ist, fremd zu u gtnüint -werben Tst 1 auch yirimitive 
W urzel, so sind sämtliche mit h verwaudteu V\ urzeln tremd zu sämt~ 
liehen mit a verwandten und umgekehrt Hieraus folgt der Satz: 

Sämtliche prhni^iren Wurzeln ron ni lassen äiWj in ,.F(nnilien'' 
von je q)(i'im)) miieiiMndcr leru amiteti Wurzeln einteilen. Jede Familie 

ist fremd «m jeder anderen. Die Assahl der Familien ist ^'^'"^ 



Die Einteilung lüßt sich aber weiter treiben. Sei a primitive 
Wurzel und r eine zu a fremde ZaM Tom MimmalesqMmeiUe» 2, also 
eine Losung der Eongrnenz 

(1) X* ^ i mod m, 

so ist 

(2) hsra mod m 

eben&lls primUiee WwMd nnd fremd mi a. Denn ^re 6iet Minimal* 
esponent ß von h ungerade, ao wäre ¥^rafi=lmodm, also 
rsa^^-^, was unmöglich ist, da r fremd m a sein eolL Fflr einen 
geraden Minimalexponeoten ß ist aber sa^sl mod m, also kann 
nur ß-^if (m) sein. Ware nnn b mit a verwandt, so könnte ideder r 
nicht fremd au a sein. 

Ans (2) folgt aber^ wenn rdaiiv prim zu t(m), also jedmfallB 
ungerade ist: 

(3) lf'=r€^ mod «i, 

es geht also auf diese Weise die ganze Fnniilie primitiver Wurzeln, 
zu der a gehört, in eine neue Familie über. Macht mau denselben 
Übergang mit Hilfe von «lä Tntlieben zn a frenulen Lösungen der Kon- 
gruenz flV s.j kann es vorkomnien, daß man dieselbe neue Familie 
mehrmals eriiält. Es müßte dann, wenn r' eine zweite zu a fremde 
Lösung von (Ij ist; 

(4) r*a = raf mod m (ft relatiT prim zu ^(j»}) 

sein, also wenn man beiderseits zum Quadrat erhebt: 

aS</"-i) = 1 modfl». 

Hieraus wfirde aber, da jedenfalls u < ^'(w) ist, 
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folgen, und dies ist mir dann reUäiv prim mu ^(m), wenn ^(m) durdt 
4 feilbar ist. In diesem Falle besfceht dann für die Lösungen r, r' die 
Beziehung 

»Hl») 

rr' * modm. 

Hiennit haben wir den Satas: 

Jede zu a fremde Lösung der Kongruew! := 1 mod m erßeugt eine 
zur Familie von a fremde Familie primitiver Wurzeln M = raf' modm; 
sobedd aber ^(m) dwrch 4 teäbar ist, Urfer» je awei diurch die KongruenM 

• l'irn) 

rr'=a * mod/;/ volmnäene TJ'istDitjm r. / die (fleiehe Familie. 

Wir wollen die Gesamtheit der iu dieser Weise aus einer i'amilie 
entsprintjendon neuen Familien mit Einrechnoug der ersten einen 
titamm von Familien nennen. Da aus h=-ra mod m auch 

a^rh modm 

folgt, so kann man einen Stamm aus jeder ihm zugehörigen Familie 
erzeugen. Dagegen eneugt jede Familie, die dem Stamme nicht sn- 
gehorty einen neuen Stamm. 

Nun sind von den Lösungen der Kongruenz a;' = 1 mod m mit 

Ausnahme der Losungen r^lmodm und rsa^^^^modm aUe 
Lösungen fremd zu a. Die Anzahl aller Lösungen ist nach der bie* 
herigen Bezeichnung ;(;( //{, 2), und es ist^) nach (6) in Nr. wenn wieder 
m - r%%^ . . . f> ist: 

fdr «0=0,1 zK2)==2-, 
«o«2 ac(m,2) = 2" + ». 

Es ergibt sich also schließlich der Satz: 

l)n: jit imitiven Wt{r;:(.ln an fallen in Stämme. Jeder Stamm liat, 

A) wenn t{m) nieht durch 4 (rUfmr ist, i{M,2)—l, 

B) treun il'{m) dimli 4 fnlhar ist, l x( m, 2) 
Familim cuu je (pitl^mi)) j/mHÜnm Wurzdu. 

5. Wir wollen noch die Frage behandeln, ob anter den Resten der 
Potenzen aller primitiven Wurzeln von m sämtliche zu m relativ primen 
Zahlen aufketen; wir werden finden, dafi dies im allgemeinen nicht den 
Fall ist. 

1) Vgl. Baohmann, liiedere Zahleutbeorie, S. 172. 



Digitized by Google 



Theorie der Potenzreste für susammengesetzte Moduln. 143 

Bs ieien a und h primitiTe Woneb, und es möge fiir emen Ex- 
ponaten ft die Eongraens 

(1) »"sft^modm 

bestehen. Bedeutet d den t/rößim ycmeiiuamen Teiler von ^ und 

und (/k' relaÜT prim zu ip' iat, so laßt sidi eine Zahl ^ derart be- 
stimmen, daß ^'^^ s 1 mod^' ist. Erhebt man also die Kongruenz (1) 
sur ffi*** Potcux, so folgt 

(2) o^sÄ^modm. 

Bezeichnet nuu /*) Ämahl aller iiihoiKjrurnten Wrrif, die a" 

annimmt, nenn a sämtliche primitiven Wurzdn von m durchläuft, so 
wird oä'enbar 

sein. Andererseits ist aber nur dann 

g{m, m) — gim, v\ 

wenn u und v denselhm größten (jenu-ntsdiuvn Jcikr mit il'{m) besitzen; 
denn nur unter dieser Bedingung kann für zwei primitive Wurzeln die 
Kongruenz o^ = ^,^mod« 

bestehen. Da also hiemadi die Funktionen gim, yi) nur fllr den FsU 
sn betrachten sind, daß das sweite Argument mn Teiler Ton ^(m) isl^ 
so kdnnen wir mit einer leichten Änderung der Beseichnnng an ihrer 
Stelle die Funktionen 

einführen, und wir stellen uns rlie Aufgabe, den Wert von ({m^d) fOr 
einen gegebenen Teiler d von \i'{m) zn ermitteln. 

Es bedeutet also /"(im, d) die Anzahl aller inkongruenten Werte 

▼on a * , Die Xongmenz 

(5) X * * mod m 

hat X [iHj —^1"-^ Löbuugeu. Durchläuft a alle primitiven Wurzeln, so 

erhält man f\m, cf) Kongruenzen, deren Lösungen sämtlich inkongruent 
sind, also haben alle Kongruenzen zusammen 

(6) f{'».d)z 

verschiedene Lösungen. 
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Diese Anzahl kann man aoeh aaf andere Weise bestimmen. Jede 

Lösung X der Kongruenz (öj hat einen MmimaJexptmentm — und 

^ muB I rdaHv prim gu d sein; denn hätten i und d einen von 1 
verschiedenen gemeinsamoi Teiler so daß | = und d = i><^' 

>r (m) 1/' [nt) 

wäre, fso wäre .r''^' ^:lmod w, also auch x ^ =lmod?w; femer 

>/'(w) >t'{m) >!■ im) tMm ) 

wäre x^*' mod m, folglich x ^ ^ ^1 mod m, nnd dies 

ist nnmdi^ch, da a primitiTe Wnrsd sein soll Umgekehit abefr ist 

jede ZiM x mit einem Mmmalerponenl^ wobei | retatiT prim 

zu d ist, Lösung einer der f(in,ä) Kongruenzen (5), d. h. ist 

(7) jc ^ ^1 mod ;m ^ - Minimalexponent j , 



80 ffibt es stets primitive Wwrgdn a, so 

X * ' modm 

ist. 

^ Beweis, Da d und 4 relativ prim sein sollen, so mnft 

sein. Sei nun x eine gegfhene Zahl vom Minimalexitonenteu ' =-rf-e, 
so iät zu zeigen, daß unter den Lösuimt'ii der Kongruenz 

(8) sfi' ^a^* ma^m 

sidi primitive Wnrzeln befinden. 

Es sei r eine Zahl mit dem Minimalexponeniten |e — so ist 

a xr mod m 

eine Lösung von (8), nnd für keinen }']xpouenten £ < hesteht eine 
Kongiuen/ a' = a"* mod /«. Da nun x den Minimalexponenten de hat 
und d relatiy prim zu | ist, so hat a den Minimalexpononten r?^ r ^f'f w\ 
d. h. a ist primäne Wurzel , und die Kongruenz (bj hat mithin 

ß(m, iß) — 0^m, ^^"j primitive Wurzeln zu Lösungen. 

Es stimmt also die dnreh Formel (6) bestimmte Ansabl simtUcber 
Lösungen der f(mf ä} Kongruenzen (5) überein mit der Anzahl sSmt* 

lieber Zahlen x mit einem Minimalexponenten in dem | rdativ 

piiüi zu d ist, d. h. es niuü .s. in: 
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und hierin ist die Samme auf der rechten Seite ttber alle mt d rdaH» 
primen Teiler von ilfim) zu erstrecken. 

Wir wollen nun allgemein einen Teiler t einer Zahl n, der zu 

Beineni kompIemeiitSrea TeUsr y rdati» prim ist, eui«i Maupüeäer 

TOD n iMiin«ii. Es g^rt dann zn irgend einem Teiler d ein ganz 
beBÜmmter HanptteÜdr» der aUe in d vorkommenden Ptimgahlen in den 
FoUneen en^äU, in denen sie in n (Mßrelen. Sei in unserem Falle 

(d) der zu d gehörige Hauptteiler von tlf(in)f 

SO dnrdiUliift i alle Teiler ron , die wir mit d bezeichnen wollen, 
und et ist aleo 

und d relatir prim au (4). Folglieh ist 
und wir erhalten 



Es ist aber 



*(») (d) ^(M) 
d " <l * (d) 



und ^ lektiv prim zu folglieh 



und daher schließlich 

Ist d' ein zu d relativ primer Teiler von ^(i»), so sind auch die zu- 
gehörigen Hauptteiler (d) und (rf') relativ prim, und der zum Produkt 
dd' gehörige Hnuptteiler (dd') ist gleich dem Produkt der einzelnen 
ÜHuptteiler; es ist also 

(11) f{m,dd')^f{m,d)f{m,dy 

Die Entwicklungen iu Xr. 3 macheu es möglich, die Funktionen d) 
cxplicite durch die Primfaktoren von ^(w) darzustellen; wir benutzen 

AvdilT d«r X*tb«M»tIk m« Fhritk, IIL Ratt«, ZU. 10 



Digitized by Google 



146 Paul EpMtUi 

(las, um als wichtigste Eigenschaft dieser jb'uuktioueu den Satz zu be- 
weisen, daß imtner 

fOfh 0 ^ ^0», d) 

isL 

Es lei, wie in Nr. 3 

Es genügt, wenn wir m als nicht durch 4 teilbar annehmen. 
Irgend ein Teiler d von ^(«/) sei 

dAnn ist nach (11). wenn man das Argument m wegläßt: 

wir brauchen also nur den Wert von f{g^) für (> = 0, 1, . . , v /u be- 
reclmeu, wo))oi q ir|?eud einen der Primfaktoren von t(»i), andi 2 
bedeuten kann uinl v den E^kjpuuenteu, mit dem q in ipi^ni) auftritL 
Nach (10) ist 

(12) f^^)^-^^^^^^^^ 

Die hier vorkoninicndeii Funktionen ^ bc&timmen wir nach (ü) in Nr, 2* 
Wir haben dami die Zahlen 

(18) v{pV),<p(pV),---,9{p:-) 

ins Auge zu fassen, und es bedeute unter ihnen 

die Anzahl der durch q teilbaren Zahlen, 



*9 » *» » »> ff* 



» » 



^» 71 f> M " » 

Es ist also gleichbedeutend mit t in Nr. (7). Dann ist 

^ > ar, . . . ^ sr^, 

und ferner ist 

«1 — X| die Ansabl der nur duteh ? teilbaren Zahlen (13), 
*f^^ » » » » » ff » n 
*~ »f » » » »ff* w » 
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Mwi «rlialt nim leioht nach (6) in Nr. 2: 

x(s) - 

Der Exponent mit dem q in qp(m) auftritt, ist offenbar 

+ ^ + + • * • + 

also ist übereinstimmend mit (8) in Nr. 8: 
Nach (12) md (14) erhalten wir jetzt 

(15) «m, fl<^) - = .-,-t(^,_ i)^ 

Vergleichen wir dies mit 

e{m, ^) - • • • (j^ - 1), 

so ist 
folglich 

/■(«*» ä*) ^ ai-) 
imd daher anch für jeden TeSer d «o» ^(m) 

(10) f{m, ä) 0{m, d). 

Wenden wir uns nun zu der im Anfang dieses Pan^aphen gestellten 
Aufgabe, so bedeute g{m) die Amatd der inkoiii^r%mitm Werte, uekhe 
die Beste der Potenten aller primiHven Wwtdn wm m annäimen ItÖmen, 
Man ündet dann nnmitteLbar 



9{m) -^V(w, rf) 
•»/VW 



oder anch 



(17) 9{m)^2f{^>^ 
Nach (16) ist also 



10* 
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aber nach Nr. i: 
fblglioh ist 

(18) gim)^^{m), 

und man hat den Satz: 

Im allgemeinen ist es nidU möglich, jede zu m rdaHv prime Zahl 
als Best einer Potene irgend einer primitiven Wurjsel von m darzustellen, 
sondern es gibt g)f;/0 — g(m ) Zahlen, icdche hemeir Po^flUf irgend einer 
primiHven Wursd modm kongruent sind, 

6* Zur Eriinterong der vontehenden EntwieUnngea mSgen einige 
Beispiele dienen. 
£b sei 

1. m « 63 — 8* ' 7. Dann ist 

9>(m) - 6 6 - 2* . 3*, ^(w) - ö = 2 • 3. 
Die^folgmde Tabelle enthalt die Beste aller Potenzen Ar den Modul 63. 



a 


«« 




a* 






2 


4 


8 


16 


32 




4 


16 


1 








5 


25 


62 


58 


38 




8 


1 










10 


37 


55 


46 


19 




11 


58 


8 


25 


23 




13 


43 


55 


22 


34 




16 


4 


1 








17 


37 


62 


46 


26 




19 


46 


55 


37 


in 




20 


22 


62 


43 


41 




22 


43 


1 








23 


25 


8 


58 


11 




25 


58 


1 








26 


46 


62 


37 


17 




29 


99 


8 


43 


50 




31 


16 


55 


1 


61 




32 


16 


8 


4 


2 




34 


22 


55 


43 


13 




37 


4(5 


1 








38 


58 


62 


25 


5 




40 


25 


55 


öS 


52 




41 


43 


62 


22 


20 




43 


22 


1 








44 


46 


8 


37 


53 


1 
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a 


a» 


«• 


«* 






46 


Öi 


1 








4t 


1 

4 


02 


■4 /* 

10 


a9 


1 


s/v 

50 


Ji i¥ 

43 


8 


22 


29 




52 


o8 


ob 


2o 


40 


1 


5:i 


37 


8 


46 


44 


1 


55 


1 










58 


25 


1 








59 


16 


62 


4 


47 


1 


61 


4 




16 


81 


1 


62 


1. 











Es sind also 24 jjnmitive Wurzeln, was mit Foruiel (12) in Nr. 3 über- 
einstimmt; demi es ist nach (7) mid (7 a) dieses Paragraphen 

«,-2, also i2(m)»2'3, -» 12, 

femer 9>9>('>0 mithin 

e>(w) - 12 . ^ - 24. 

Die primitiTeii Wonelii zer&Ueu nach Kr. 4 in 12 Familien roii je 
» 2 Wnneln. Nach dem Sofaliifisatze dieses Paragraphen' bilde! 
je ;K(f», 2) — 1 — B Familien einen Stamm; mit Hilfe der LSeongen 
8, 55, 62 der Eongroenz s 1 mod 68 findet man leicht die folgende 
Einteilnng der primitiven Wnizeln: 



I. 






IV. 


2,83 


ö,38 


10,19 


13,34 


47,59 


10,52 


17,26 


41,20 


61,31 


23,11 


W.*4 i 


60,29 



Die Entwieklnngen der Nr. 5 zeigen, daß ftr alle Teilo' d von ^(m): 

/•(»*, d) - d) 

ist^ also ist 

d. h. in diesem Falle treten unter den Kesten der Potenzen der 

primitiven Wurzeln alle zu m relativ primeu Zahlen auf. 

2. »i - 35 - 5 - 7. 
* 9(m)-4-6-2<.8. ^(m)-2'6-12-2*.8. 

Hier ist f« — 1, = 1, also — 1 mid 

iD(jti) = 9>9>(»<) — 8. 
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Wir hiiben folgende Tabelle der Poteiureete: 



o 




a* 






a« 






o» 




«" 




2 


4 


8 


16 


32 


29 


23 


11 


22 


9 


18 


1 


3 


9 


27 


11 


33 


29 


17 


16 


13 


4 


12 


1 


4 


16 


29 


11 


9 


1 














6 


1 






















8 


29 


22 


1 


















9 


11 


29 


16 


4 


1 














11 


16 
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Hier ist = 4 und x(Vh 2) = 4, also bestehen die 8 primitiven 

Wurzeln aus 1 Stamm von jix{t»f 2) — 2 Familien m je 4 primitiTMi 
Wurzeln, nämlich: 

1. FamUie: 2, 32, 23, 18. 

2. Familie: 3, 33, 17, 12. 

SeUieBUek ist 

A-,2)-?^^^-i-l, K.,.; = J-^| = 2, 

" m ^' f^""'* = 'z^!^ = ^ ^ ^^'^ 12)-öc«,, 12)-8, 

also g(m) ^2f{ph ^ ^ vij'^^) ~ ^('^') Zahlen 

nicht durch Potenzen primitiTer Wurzeln darsteUhar, nSmlioh die Zahlen 
6, 34; 19, 24, 26, 31. 

Straß bürg i. E., Mür/ 1905. 
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Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg 
„Ober drei S&tze van Dr. P. Zeemau Gjs\') 

Zweite Mitteiluiig. 

Von W. Fr. Meyer in Königübeig i. Pr. 

YenlelLt man unter der Höhenfl&ehe einee Tetraeders die die 
Höhen des Tetraedere entiialtende BegelflSohe »weiter Ordnung, bo lautete 
der dritte der Zeemau achen Sfttae: »Liegt irgend einer ron 5 Baum- 
punkten auf der HöheuflSche dee Ton den 4 anderen gebildeten Tetraedersy 
80 kommt die n&nliche JBigensdiaft auch jedem der 4 anderen Punkte au.'' 

Der Sobs gilt, wie im Folgenden gezeigt werden eoU, auch dann 
noch, wenn der ihm augrunde liegende imaginäre ^^ugelkreis^ durch 
eine töII^ beliebige Hadie zweiter Klaaee 0 ersetat wird. Der 
Kürze halber mag die so entstehende projektive Verallgemeinerung der 
fiöhenfläche ale „0-Hdhenfläche^ bezeichnet sein. Zugleich wird 
man den eigentlichen geometrischen Grund des Satzes erkennen. 

!• Die Gleichung der <]> • HQhenf l&ohe des Koordinaten- 
tetraeders. — Es liege ein Koordinatentetraeder T mit den Eekoi Af 
und den Ebenen A. (i = 1,2,3,4) zugrunde, und aberdies eine be- 
liebige Fliehe zweiter Klasse 0: 

(I) 0.,s0s2'-2'^««,t«*-o. 

Die Ebene A^(.rj = '>j besitzt als Pol bez. <t> den Punkt P,' mit 
den Koordinaten c^^, c^,, c^,, t^^. Die Gerade g^, die die Ecke mit 
P/ Terbindet, die also zur Ebene A| bez. 0 konjugiert ist, triffl; die 
Ebene A| in einem Punkte mit den Koordinaten 

= 0, r, : - c,^ : c,, : r,„, (t, /, m - 1 , 2, 3, 4). 

D inii hat (s. meine Abhandlung dieses ArchiY (3)8, 1904, S. 142f.) 
eine Fläche zweiter Ordnung G: 

(1) &. = o = 22<'u',*,-o, 

die die vier Gemden enthalten soll, die 3 • 4 Bedingungen zu erfüllen: 

(Ha) a„ - 0, 

(Ii *>) «<* Cik ± «.I fit + »im <^tm - 0, 

(Ho) ^ + ;«+^_0, 



1) S. dieaei Azdiir (S) 11, 885—288. 
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und diese 12 Gleichungen fahren zu der einzigen Lösung: 

(lU) ö = (;r, - + {7C, - z^jQ^ + (a, - 7(^)Q^ - 0, 

wenn zur Abklrzung gesetzt wird: 

f(2) ^-«IS«N> «8-«18<^«» «4-«It<t«; 

Es ist unmittelbar ersichtlich, diß sowohl die 4 Gleichui^n (Hb), 
wie die 4 Gleichungen (IIc) je voneinander linear unabhängig sind, da 
nicht alle der ans den Koeffijsienten der 6 a^^ zu bildenden Tierreihigen 
Determinanten verschwinden.^) 

Da die Gleichungen (IIa) und (Uc) aussajren. daß die Fläche G 
einmal die Eeken .1, von T, andererseits die Punkte enthält, so 
geht demnaeli durch diese 2-4 Punkte ^'erade eine Schar H (ein 
Büschel ) von Flächen zweiter Ordnung, die sich in einer Kaumkurve 
vierter Ordnung schneiden. 

Diese t\ ist leicht mittels (III) darstellbar. Denn da 

(4) (JT, - «4) + («4 -«i) + («t - ««) - 0, 

so läßt sich G (III) auch in irgend eine der drei Gestalten setzen: 
(UI«) G - x,)iQ, - Q,) + (;r, - ^ Q,) = 0, 

(m^) G ^ ..T, - ^,)(Q, - <?,) + («, - n,)(Q, - Q,) 0, 

[(Ifly) <? s («4 - »,)(^, - Q,) ^(ß,- 9r,)(^4 - Q,) - 0. 

Die flache G erscheint also als Indindiinin eines Bflschels, dem 
die drei Flachen 

{^) Qm-Q»"^. Qs-Qa-O, Q.-i^t^O 

«ngehören. In der Tat hestiktigt man ohne weiteres, daß die Glei- 
chungen (5) durch die Koordinaten e^, «n, e^,, c^^ der Tier Punkte 
erfSllt werden. Das Büschel (5) ist also gerade das durch die Raum- 
kurve C4 gehende, und die drei Flächen (ö) <«ind innerhalb des Büschels 
B dadurch charakterisiert^ daß sie je eine Kante von T und damit zu- 
gleich die Gegenkante ganz enthalten.') 

1) Noch kürzer ist der folrrPnde We{f. Bezeiihnet man ilic linken Seiten von 
(llb> bo7,. (Uc) mit Bf bvz. ('i i» = 1, 2, Ii, 4i, so müßte in einer etwaigen linearen 
Identität XxiBi—0 bez. .Si<Cj~0 stets >4-f bez. Aj-{-** ver»cbwjmleu, waa 
nur mSg^Uek ist, wann all« » bes. l venohwinden. 

2; Kntsprechend ^It der leicht beweisbare 8atz, daß diejenige FUohe des 
BüHt lit'l-^ Ji, die irgend eine Kante de« au« den vier I'unkten P| gobÜdetOD Te» 
traedera enthält, stets auch deren Gegenkante enthalten muß. 
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2, Die Gleichung der 0 HShenfläche eines beliebigen 
Tetraeders. — Nunmehr «ei T ein beliebiges Tetraeder mit den Ecken 
(1), (2), (3), (4), wo z. B. die £cke (1) die Koordinaten 4»>, 4»', 4^), 4» 
benbse. 

Wollte man, rnn snr Gleichung der 0-HOhenfliSclie des Tetraeders 
T zu gelangen, dasselbe Yerfiiliren wie in § 1 einsdikgen, so wflrde 
man sonSehst eine Gleichung erhalten, die in den Koordinaten der 
Punkte (1), (2), (3), (4) Tom sechsten Grade wSre. Erst durch eine 
Reihe nicht einfaehw Operationen, die den in der erstem Mitteilung 
verwendeten analog sind, gelingt es, aus jener Gleichung den Faktor 
(1234) Tiermal abzuspalten, unter (1234) die Determinante der 
l 1, 2, 3, 4) Terstsnden, und so eine Endgleichung herzustellen, 
die sowohl in den Koordinaten (x^ eines beliebigen Punktes der Flache, 
wie in denen der Ecken von T nur TOm zweiten Grade ist 

Man gewinnt indessen weit kürz» die fragliche Endgleichung der 
0-Höben fläche von T im Anschlüsse an Nr. 1 mit Hilfe einiger geo- 
metrischer Überlegui^n. 

Indem wir etwa von der Gleichung (llly) der 0-fldhwfläche G 
des Koordinaten tetraeders ausgehen, fragen wir nach einer geeigneten 
geometrischen Bedeutung des Verschwindens der einzelnen, in jener 
Gleichung auftretenden Faktoren, und Ubertragen dann diese Bedeutung 
auf ein beliebiges Tetraeder. 

Die Gleichung 

(6) ««-*iSC|^<^-Ci,c,4-0 

sagt aus'), dafi die Kanten (1\ (3) und (4), (2) des Koordinaten- 
tetraeders in bezug auf die Klassenflaehe <t> (1) konjugiert sind. 

Die entsprechmde Bedingung für das bdiebige Tetraeder T lautet 
g^n^ der Polaril&tstiieorie der Fladien zweiter Klasse: 

^11 ^It ^13 "^V^ 

^ii ^2*M 

<» ^ <^ ^ 4*^ 



l 



j ^41 ^43 ^44 ""-'a' 

'aif) 4« 41) 4»> 0 0 

-4« «f> «?> 0 0 

und analog die beiden anderen. 



1) S. meine Abhandlung „über Grundzüge einer Theorie tle« Tetraeders", 
Yevhaadlungen dei 3. inteniatioiMlen MKthematiketkoiigiMm in Heiddberg 1906, 
8. 88S. 
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In der Tat, gibt man den Ecken des EoordinafeentetxuederB die 
Konnalkoordinaten : 







1 ^ 


«8 


1 ^* 




1 


1 0 


0 
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A, 
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i 1 
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; "0 
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, 0 




0 


1 0 


0 


! 1 



80 spezialisieren sich die Ausdrücke C^, ,4, ^'is,4s> ^u^n folgt: 



''lt.« — <14*1l ~~ =» — 31^, 

^4, W *l«<t4 " *| — ^ • 

Diese drei Aosdrftcke (/».s«? ^13.4«; ^4,23 ^i^^ linear in den Koor- 
dinaten der Ecken Ton T nnd quadratisch hinsichtlieh der e^J^y und er- 
sichtlich irrediizibel. 

Der Uentit&t (4) entspricht, wie man sieh auch leicht durch 
direkte Ausrechnung flberaengt, die allgemeinere: 

(^) ^lf,»4 ^X$,4» + ^14,83 = ^* 

Nunmehr schreiten wir zu der Verallgemeinerung der Flachen- 
gleichungen (n) für ein beliebiges Tetraeder T. 
Die Fläche zweiter Ordnaug 

(9) - ^ s i^x^^^ + «w«iiP4) - (<it«»«4 + - 0 

war geometrisch dadurch charakterisiert, daß sie einmal durch die Tier 
„<t>-H9henfaßpunkte^ ^iiSm ^ity Ca, c^) des Eoordinatentetraeders ging, 
andereiseits dessen Kanten (1), (3) und (4), (2) ganz enthielt. 

Um die unbequeme Rechnung mit den Koordinaten der <I>-Höhen- 
fiißpunkte von T zu rermeiden, bedienen wir uns einer ein&chen Übw 
legung. 

Beim Koordinatentetraedor (§ 1) war die „0-Höhe^ il^P^ konju- 
giert zur Ebene A| in bezug auf 4> (I); insbeeondere sind also die 
drei durch J^P^ gehenden Ebenen (P,^J,), {P^ÄiAt), {P^A^A^ 
konjugiert zur Ebene A|. Man kann dies auch so ausdrücken, daß die 
Ebenen (P^ÄiA^), (P^^^^,), (Pj^i^J bez. konjugiert sind zu den 
Ebenen iT\A^A^), (P^A^A^), (PiA^A^X Das Entsprechende gilt fttr 
die drei anderen O-Höbenfußpunkte. Bezeichnet daher für den Augen- 
blick P irgend einen der vier Höhenfußpunkte, so ist stets (P^, ^4,) 
konjugiert zu (PA.A,), (PA,A,) zu (PA^Af), (PA^A^) zu (PA^A^). 

Etwa die zweite dieser drei Eigenschaften werde jetzt für jeden 
Punkt (x) einer Fläche zweiter Ordnung hinsichtlich des beliebigen 
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Tetraeders T verlangt, uud überdies, daß sie die Kanten n\ i.*?) und 
(4), (2) ganz enthalte; existiert diese Fläche, so mui3 sie zu T iu 
derselben Beziehung stehen, wie die Fläche (9) ^4 — Vi — ^ zum Koor< 
diuatentetraeder. 

Nun ist die Bedingung für das Konjugiertsein zweier Ebenen 
(m), (t?) in bezug auf <t) (I): 

(10) «...^ ::;,iV.<'«-o. 

i i 

Die Koordinaten z. B. der Ebene (xlS) aind die dreireih^n Deter- 
minanten der ana den Eoordinanten der Punkte {sc^ (1), (3) gebildeten 
Matrix: 

' a-5 a?, \ 

(11) l^») 4« 4« 4»> ; 

Ij:!») 4* 4» 

diese Koordinaten der Ebene seion so normiert, daß 

sie geradezü bez. gleich jenen (mit alternierenden Vorzeichen genom- 
menen) Determinanten werden, wobei der «,- Determinante das positive 
Vorzeichen ))ei^elpj4;t werde. Genau das Entspreclieude gelt»' für <!ie 
Koordinaten der Ebene (^'42y usw. Setzt man alsdann in die liulie 
Seite 0,^ p von i l<') die soeben normierten Koordinaten der Ebenen 
{x\'^\(xA2) ein, wodurch sie in 0,^3 übergehe, so ist damit dieser 
Ausdruck einschließlich des Vorzeichens eindeutig festgelegt, und uuaiog 
die beiden weiteren Au?'dr«eke 0^,4,^5,, <l>,ij,,,4- 
Damit ist bewiesen, duii die Flüche: 

(12) »^..«-O 

die gewünschte Fläche zweiter Ordnung ist, denn die Gleichung (12) 
wird ertülit durch die vier 0-llöhenfußp unkte von T und enthält ganz 
die Kanten (Ij, (3) und (4), (2). 

Die linke Seite von (12) ist linear in den c^^ und quadratisch in 
den Xf und kann hinsiclitlieh der 1",.^ und x nicht redu/ubi 1 sein, da es 
die spezielle Gleichung (9) nicht ist; entllich ist (12) linear iu den 
Koordinaten der Ecken von T und auch hinsichtlich dieser Größen 
irreduzibel; denn da bei Yertauschung zweier Ecken Ton T (12) höch- 
atena Bein Yoraeichen ändert^ mUßte ein etwa sich abapaltender Faktor^ 
der die Koordinaten irgend einer Ecke (linear) enthielte, zugleich die 
der anderen Ecken enthalten, mithin würde der verbleibende Rest- 
fiüdbor Ton den Ecken von T gana unabhüngig sein, waa nidit mög- 
lich iat. 



156 



W. Fa. Ksybe: 



Nuu über/.f^Uf^k man sich ohne weiteres, daß, wonn i:iaii T wieder 
speziell ulü Koordiiiateiitetraeder wählt, bei Zugrundelegung des nor- 
mierten Schemas (1) direkt die Reduktionen eintreten: 

Faßt man daher die betrefi^ der AnsdrQcke 6'^^ und <t>^,i^^j«. 
(t, ^, If m zyklisch = 1 , 2, 3, 4) erhaltenen Ergebnisse zusammen, so 
«rkem^t man, dafi sich die Gleichung der ^-HohenflSche eines be- 
liebigen Tetraeders T in eine der drei kovarianten Gestalten setzen laßt: 

(IV y) G ^ C,^^„ <t»,i,,,« - C«,« <J>,i4.,« - 0, 

deren linke Seiten genau in die entsprechenden linken Seiten von (lH) 
übergehen, wenn T auf Grund von (7) als Koordinatentetraeder ge- 
wählt wird. 

Der Identität 

(^. - «4) + ( ^4 - ft) + (ft - - 0 
entspricht die aUgemeinere (die man leicht direkt besiStigt): 

und diese, zusammen mit den Darstellungen (IV), führen zu dem Satze: 
^Trifft es für einen Eaumpunkt P zweimal zu, daß die 
Ebenen, die ihn mit je zwei (iegenkanten eines Tetraeders T 
verbinden, zueinander in hezug auf eine beliebige Fläche 

zwoitor Klasse 0 konjugiert sind, <o trifft e-; auch für das 
dritte l'aar zu. Der Ort dieser Punkte /' ist eine Hainnkurve 
vierter Ordnuns? (l Art* (\. die durch die Ecken von T und 
«Inreh die <I>-HöheiituBpunkte v(»n T LTelit, und umgekehrt 
durch diese 8 Punkte völlig bestiuiuit ist." 

'i. Der projektiv verallgemeinerte Zeemansche Satz. — 
Nunmehr mihre in einer der Glpiohungen 'ler Fläche 6', etwa in (IV;') 
der lauicn le l'unkt .r^ mit irgend einer der Ecken von T, etwa mit 
(1), vertausclit wi rd. u. 

Dadurch gehe die Fläche G über in eine Flüche G': 

(V) G' ^ c;,, „ 4>,„^ - c;., « « 0. 

Sobald sich beweisen laflt, daß die Flächen G und G' Aber- 
einstimmen, ist damit auch der Zeemausehe Satz und zwar 
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für eine beliebige Fläche zweiter Klasse O {l) abgeleitet. 
Wie in § 2, bediene maa sich geometrischer iSchlüsse. 
Die Gleichung 

sagt aus, daß der Punkt (x) der Ebene angehört, die durch den 
Punkt (4 ) geht und zur Kante (2) (3) bez. 0 konjugiert ist, und das 
Entsprechende gilt für C,,^^ = 0. 

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, man falle im Dreieck (234) 
von den Ecken (4) bez. (3) aus die 0- Hohen auf die Gegenseiten und 
l<>pre durch diese die Ebenen, die zur Ebene des Dreiecks bez. 0 kon- 
jugiert siiKl. 

Bezeichnet mau den Schnittpunkt jener Höhen als „0-Höhen- 
schnittpunkt des Dreiecks 234), so schneiden sich die beiden 

Ebenen 33 = 0, =0 in der (Toraden 7*^', die durch Ä\ geht 

und zur Ebene (234) bez. <P konjugiert ist. 

Die Fläclie G' enthält daher diese Gerade Äj'. 

Die Gleichung 

sagt aus, daß der Punkt {x) der Ebene angehört, die die Kante fl) (3) 
enthält und zur Ebene (142) bez. 0 konjugiert ist. die also auch die 
von der Ecke (3) auf die Gegenebene (142) gefällte 0-Höhe ent- 
hält, und das Entsprechende gilt wiederum von der Ebene 0^u,,2j = 0. 

Beide Ebenen schneiden sich in einer Geraden Aj, die durch die 
Ecke (1 1 geht und die beiden 0-Höhen h^, trifft. 

Die.sp (ierade //, liegt also sowohl auf G' wie auf G, und zwar 
gehört sie auf letzterer Fläche derjenigen ,,zweiten''' Kegelschar an, die 
die 0-Höhen von T nicht enthält 

Endlich .sclmeiüen sich die Ebenen C^.^ = 0, 0^,4,123 = 0 in der 
0-Höbe A4, und analog die Ebenen C',» 4a = 0, 0,i$,i4»™O in der 
0-Höhe Ji^. 

Auch diese beiden 0-Höhen A4, A, liegen daher sowohl auf G', 
wie auf G. 

Aber die 0-liöhenÜäche G enthält auch die zuerst erwähnte Gerade h'^. 

Sei, wie in § 1, der Pol der Ebene (^234) bez. 0 mit Pj be- 
zeichnet, durch den also die 0«H5he hindurchgeht, so geht durch 
den Pankfe der 0-H5heDfläche 0 eine Gerade der zweiten Begel- 
idiar. Diese Gerade g'^ fällt aber mit h^ zusammen. Denn jede der 
beiden Geraden gehört der zweiten Begelsobar der 0-H5henflilche an 
und ist gerade diejenige Gerade der Schar, die zur Ebene (234) bez. 0 
konjugiert ist 
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Du deujuach (r und G' die vier Geraden h^f h[, h^, gemein 
haben, muß G dem Biischel nngolHimn. das durch die beiden zerfallen- 
den Flächen zweiter Ordnung C^^^^^ ^xia.us"*^ ^xz,^ ^x\i,m'~^ 
bestimmt ist. Mitliiu läßt sich die Gleichung von G auch in die Ge- 
stalt setzen: 

(17; G - X, C;^^,, <t>xi3,i« - X3 <f,u,m = 

wo X4 Zahleilfaktoren siud. Da aber G, wie unmittelbar ersichl^ 
lieh, bei Veriauseliuiig irgend zweier der drei Punkte (2), (3), (4) nur 
Bein Vorzeichen wechselt, folgt s% «4, und die Flächen G und Q' 
fallen in der Tat zusammen. 

Da man mit jeder Ecke von T operieren kann, wie soeben mit 
der Ecke (1), so gibt es mit Rücksicht auf die drei Darntelhings- 
formon f IV ) von G im ganzen zwölf äquiTalente Darstellungeu von 6r 
vom Typus (V). 

Damit ist aber nachgewiesen, daß sich die Gleichung der 
rtik'he (i nicht ändert, wenn die fünf Punkte (x\, l lX r2l f.3\ (41 irgend 
einer l'tTmutation unterworten werden, und das ist der Inhalt des Zee- 
m ansehen, nur auf eine beliebige Fläche zweiter Klasse 0 ausge- 
dehnten Satzes. 

Sptzialisiert man hinterher die Fläche <J> (1) zum Kugelkreise 
so gehen die Gebildi: ,,0- Hüben, <t>-Höheiiiuüpuüktc, 0-HöhenliäA.'he'* 
eines Tetraeders T über in die elementaren Gebilde „Hohen, Höhen- 
füßpunkte, Höbenfläche" des Tetraeders, und die Eigenschaft des ,^on- 
jugiertseins bez. ^ wird zur elernffiitaren EigenBehalt des „SenkreclLt- 
stehms". Im besondem folgt noch, daß die HShenflache eines Tetraeders 
auch die Tier Geraden — 1, 2, '^, 4) enthalt^ die in den Hdhen- 
sebnittpunkten der Seitendreiecke auf den Ebenen der letzteren senk» 
redit eniditet sind und eben diese Erscheinung ist, wie auch 
bei der projektiyen Verallgemeinerung, die geometrische 
Quelle des Zeemanscben Satzes. 

Ob nidht den beiden Sätzen, die in dieser und der voraufgdhenden 
Mittdlung untersuckt sind, ein allgemeines Prinsüp zugrunde liegt^ 
dahingehend, daß es eine ganze Klasse Ton Flächen gibt, die zu einem 
Tetraeder und einer gegebenen (eventuell ausgearteten) Flache zweiter 
Klasse <1> in kovarianter Beziehung stehen, und die in sich übergehen, 
wenn man den laufenden Punkt derselben nut irgend einer der Ecken 
des Tetraeders Tertausckt, muß weiterer Untersuchung vorbehalten 
bleiben. 

Königsberg i. Pr., Mai 190d. 
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Über AvMlime Ton Weduelstrondninreii 
dnreli Oszillograplieii imd ihre Analyse. 

Yom E. OfiLiCH in Gbarlottenbiirg.^) 

I. Theorie der Oszillographen. 

Oszillographfiii siik! (ialvütionieter. deren bewegliche Systeme so 
avitierordentlicli kleiue Abmessungen Iniliea, düü tUe Ableiiknngen den 
AtJgeubliekswei'ten eines das Galvanometer durchtiießendeu veränder- 
lichen iStromes in jedem Augenblick nahezu proportional Bind. Sie 
haben in den letzteji Jahren in der Wcclist lstromtechnik eine größere 
Bedeutung gewonnen, weil man aiittels dieser Apparate in bequemer 
Weise den Verlauf der Wechselströme innerhalb einer Periode (d. h. 
ihre Kurvenform) studieren kann. 

Erfinder der Ossillographea ist Biondel.') Er hat nicht nur die 
▼ollM&ndige Theorie dcv Apparate ^twiekett, sondern auch zuerst seine 
Ideen in brauchWen Konstruktionen durchgefühil Um die weitere 
Ansbüdnng der Apparate haben sieh verdient gemacht Duddell') (Type 
der Cambridge Scientific Listrament Gie.) nnd die Firma Siemens ftHalake, 
die neuerdings gut durchkonstruierte Apparate in den ^ndel gebracht hat. 

Theorie der (MBagra^hm. — Ftlr die Drehung des bewegliehen 
Systems eines Galvanometers gUt die Differentialgleichung: 

Darin bedeutet: d den Winkel, welchen das System zur Zeit i mit 
der Ruhelage des Systems bei stromlosem Galvanometer bildet; K das 
Trigheitsmoment des beweglichen Systems; A die Dampfnngskonstante 
(die bremsende Kraft ist proportional der jewePigen Oesohwindigkeii 
des Systems); C die Direktionskraft (zurücktreibende Biohtkraft im 
stromlosen Galvanometer); F das Drehmoment der Süßeren ablenkenden 
Kraft. Weiter sei zur AbkArzung gesetzt: 

«-^«l/f. '-lim- 

1) Der größte T«U di«ser Arbeit entstammt dem Werkeben dea Verfassen: 
Anfiiahme und AnalyM von Weehielateomkacven (Bd. VII d«i ElsktEoteehnik in 
Simeldarst^^llongsn, baianigogeben von Dr. Beniichke) Friedr. Viewog k Sohn, 

Bnumschwt'i^ 

2) Compt. rend. 110, 602, 748. 189». 
d) Electrician 89, C36. 1897. 
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Ist das <T;üranometer stromlos, so ist F 0, and die Gleichung 
hat das Integral : 



\ß) -Ö-g •= e * J/sin^^^* V'l — a* -f- wenn a < 1 



— -t 

(4) — Me * , wenn a = 1, 



\TtU r- int ä«t-y- 



, weun « > 1 



(Jlf, ju, M^j sind Integrationskonstanten). 

In jedem Fall wird also d"« — 0 für # = oo, d. h. das bewegliche 
System des stromlosen GalTanometnre kehrt schließlich in die Bohe- 
lage zurück. Ist die Dämpfung nur schwach («e < 1), so führt es mehr 
oder weniger rasch abnehmende Schwingungen von der Dauer OlYl ~ a' 
aus. ^ ist die Drtner der Eigenschwingung des ungedämpften (a — 0) 
beweglichen Systems. 

Sei nnn das iiußere ablenkende Drehmoment F nicht gleieb Null, 
sondern ebeidalls mit der Zeit veränderlich. Hat man ein partikuläres 
Intejral (gefunden, welrhe«? der Gleichung (1^ genügt, so ist 

•0-j "t- (.'onst. ü-^ das allgemeine Integral, d. h phy.sikalisch gesprochen, 
über die Ablenkung die von der äußeren Kraft herrührt, lagert 
sich beim Einschalt^^n die mehr oder weniger gedämpfte Eigenheweguug 
des beweglichen Systems, die nach einer gewissen Zeit praktisch 
verschwindet und nur bei einer etwaigen Diskontinuität von F wieder 
henrorireten kann. Kommt es darauf an, daß -d-^ möglichst rasch ver- 
schwindet, so ist es, wie leicht einzusehen ist, am günstigsten, den 
DSmpfungsgrad SO groß m xnaduii, dlA <c — 1 isi 

Die ablenkende Kraft werde nun herroigobraciit doroh einen 
Wechselstrom Yon beliebiger Kuivenform; dann kann man F in einer 
Fourierschen Reihe darstellen: 

^6) r^2-^,sinc/:a,/-yj, 

wo f.) da> Prr)dukt aus "In und Frequenz ^ i'eriodenzahl pro Sekunde) 
deä VVechselstrome.i bedeutet. Mau hndet das Integral: 

<7) = >y\ , sin(*«< - 9» - y»); 

^ A*iy + 4a»ifc*i» 

darin ist zur Abkünong gesetzt 

(8) A " — \T Dauer einer Wechsolstromperiode) 

(9) ■ ' *isn'^v 
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Soll der OsziUf^iaph richtige Kimrenbilder geben, so maßte F pro- 
portional -O-, sein; abgesehen von einer Konstanten müßten also die 
Reihen (6) und (7) übereinstimmen. Dies ist in aller Strenge nicht 
möglich, vielmehr sind die Teilamplituden der Abbildung im Verhältnis 

l :y(l-1k'A>)' + 4a«A;U' verkleinert und die Teüwellen in der 

Phase um gegen 
die entsprechenden 
von F verschoben. 
Es handelt sich 
also durum , die 
Bedingungen auf- 
zusuchen , unter 
denen die Verzer- 
rungen möglich.st 
gering werden. Zu 
dem Zwecke sind 
in Fig. 1 die Werte 
▼on c als Funk- 
tionen Ton (hl) für 
TersduedeneDämp- 
fungsgrade a auf- 
getragen. Wie man 
sieh^ weicht e z. T. 
sehr stark Ton dem 
gewflnachtoi Wert 
1 ab. Die güns- 
tigsten Resultate 
erhält man für « — 

|/ y und /.•Ä<ü,l. 

Nun bedeutete 
nach Gl ( ><) das Vor 
hältnis der iSehwin- 
gungsdauer der 
Eigenschwingung 
des ungedämpften 
beweglichen Sys- 
tems zur IVrioden- 
dauer des aufzuneh- 
menden Wechsel- 
stromes. Die Zahl Fi«, t. 

At«M9 dw lUtlMmttk ud Plifilk. HL BsUm. XII. 11 
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wir(i man, da k ^die Orduung.sy.ahl ar-r ( )berHcliwingungenj große Werte 
anaehmen kaim, nur klein wählen diirilu. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß es gelingt, die Frequenz der Eigen- 
schwingungen des beweglichen Systems auf 5000 und mehr zu bringen. 
Hat man es also mit dem in der Praxis am häufigsten rorkommenden 
Wechselstrom \ ou der i requenz 50 zu tun , so genügt es Ä = Yqq' 
zu setzen. 

Man berechnet fttra — |/^ folgende Tabelle: 
kX £ 

0,1 1,000 8,01» 

0,2 1,0(K) 16,42» 

0^ o,l'96 25« 

0,4 0,0^7 33,95". 

Ist also k ~ so wird die Amplitude bis anr zwanaigsten 

Oberschwingujig bis auf ihres Wertes genau abgebildet, ist A nur 
so beträgt bei der zwanzigsten Uberschwingung der Fehler erst 

l,37r Einfluß von beurteilen zu können, hat man zu be- 

denken, daß samtliehe Teilwellen verschoben sind, nnd die Verschiebung 
in Bruchteilen der Lange der Grundwelle anszudrfleken; da nun die 

Grundwelle hxxaX so lang ist, als die X;** Oberwelle, so ist ^^^^ zu be- 
rechnen. Das ergibt bei k = ^ 

für \ 5 10 15 20 

^ 0,00450 0,00445 0,00456 0,00463 0,00472 

d. h. sämtliche Teilwellen werden nahezu um den gleichen Betrag ver- 
schoben. Ist z. B. eine Periodf der frrtifr jgrezpichneten Kurve l(M-> mm 
lanij, so beträgt die Verischiebuii^r der t^in/.olncii Toilwellfn: (>.45, 0,4.% 
0,46, U,4r». r>.4T iiini. d h. Känitli<-!iM Teilweiien sind prakti^-cli um den- 
selben Betrag verschoben; das Kurvenbild erfährt also keine Ver- 
änderung. 

Man kommt demnach zu tolt^endein Er^jebnis: Enthalt die auf- 
zunehmende Kurve 1 )isk<>ntirnut;iteu, so ist die I)iuii}>fung groß («=»1) 
zu wählen, weil hierdurch die Eigeuschw inguuguu, die sich über das 
Kurveubild lagern, verschwinden. Sind solche Unstetigkeiten nicht 

vorhanden, so empfiehlt es sich, schwächer zu dämpfen ]/'^^,um 
die aufzunehmende Kurve möglichst treu abbilden zu können. 
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II. Ansführungsformen der Oszillographen. 

Xachdeni die allgemeiiien Bedingungen, welche die schwingenden 
Systeme der Oszillographen zu ertiillen haben, festgestellt sind, hat 
man nach passenden Konstruktionsformen zu suchen, die diesen Be- 
dingungen genügen. Dazu erinnern wir uns, daß es zwei Formen von 
Galvanometern gibt: die Nadelgalvanometer, bei denen die Stromleiter 
fest sind, und der Magnet beweglich ist, und die Spulengalvanometer, 
bei denen die Stromleiter beweglich und die Magnete fest sind. 

Dementsprechend gibt es zwei Oszillographentypen: die Sadd- 
oszUhxjraplien und die hifilami OsziUofjraplieii. 

Die yadehmziUoijraphm sind von Blondel in verschiedenen Formen 
ausgeführt worden.*) Bei den älteren Apparaten (Fig. 2) besteht das 
bewegliche System aus einem 
schmalen Eisenblech M, das 
durch einen permanenten 
Magneten oder einen Elek- 
tromagneten y S quer- 
magnetisiert wird. Um die 
magnetischen Kraftlinien auf 
das Blech zu konzentrieren, 
sind in die Pole zwei dünne 
trapezförmige PoLschuhe PP 
eingesetzt. Das Eisenblech 
endet oben und unten in 
Spitzen, die in Steinen ge- 
lagert sind; auf der Mitte 
des Bleches ist ein winziger 
Spiegel befestigt. Zu beiden 
Seiten der Nadel sind zwei 

Spulen BB' aufgestellt, welche von dem zu untersuchenden Wech.sel- 
strom durchflössen werden. Die Pole PP sind in horizontaler Dichtung 
unterteilt, weil sonst das von den Spulen BB' erzengte VVechselfeld 
in den Polen störende Wirbelströme erzeugen würde. 

Unterbricht man den Kraftlinienweg des Richtungsmagneteu an 
zwei Stellen, so kann man zwei Sy.steme unterbringen und auf die 
Weise gleichzeitig zwei Kurven aufnehmen (z. B. Strom und Spannung), 
und ihre Lage zueinander studieren. 

Eine wesentliche Vereinfachung und Vervollkommnung des Nadel- 
oszillographen wurde dadurch erzielt, daß Blondel die Nadel durch 
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1) Zu bezieben durch Carpentier, Paris, Rue ])elanibre. 
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ein schmales 0.2 bis 0,^t inui Uickes Eisen l>;iud orsetüte, das. durch eine 
Feder zwischen <len Polen eines Mugueten ausgespannt wird. Der 
zwischen den Polen ]*P betiutllii'li>' leil wird durch /wt i .Stege be- 
grenzt. Auch bei dieser Anorduuii«; wird das Band (jiieraiajjfnetisiert 
und bildet gewissermaßen eine unendliche Zahl kleiner Alagnetnadelu, 
die übereinander angeordnet sind. Die liicbtkraft wird iiicht nur von 
dein starken magnetischen Felde geliefert, in dem das Band sich be- 
findet, sondern sehr erheblich Ton der Torsion, die ihrerseits Ton der 
Zugspannung des Bandes abhängt Mit dieser Tvpe ist es Blondel 
gelungen, die Frequenz der Eigenschwingungen des bew^lichw Sjrstems 
auf ÖOOOO zu steigern. 

Zu einer getreuen Abbildung gehört aber auch, wie oben aus- 
einandergesetzt, eine Dampfung von ganz bestimmter Große. Zu dem 
Zweck ist das bewegliche System in ein mit öl gefftlltes Röhrchen 
gesetzt. Vaselinöl genügt fiir alle B^Ue, wo es sich nicht um sehr 
rapide Stromanderungen handelt; Ricinusöl bei ge wohnlicher Tempera- 
tur dämpft etwas zu stark. Eine Regulierung der Dämpfnng kann 
man durch Ändern der Öltemperatur oder durch Mischen zweier Öle 
bewirken. 

Die Nadelos/illographen haben geg^über den bifilaren den nicht 
zu unterschätzenden Vorteil, daß sie auch einer gröberen Behandlung 

standhalten; selbst größere Stromüberlastungen schaden ihnen nichts; 
dem steht gegenüber, tluß sie unempfindlicher sind als die bifilareu. 
Bei einer Eigenfrequt'iiz <><MM) und oinfnn Sptilenwidorstnnd ron ."• Ohm 
sind etwa Ampere ertorderlidi, um biaui hl'urp KurvtMi m erhalten. 
AiiBerdem kann dun'h die Splbstiiiilnktion ihr ablenkenden »Spule eine 
\ er/.crrun*; der nufzuiuhmeudeu Kurve eiHUt tcii. Dies ist namenthch 
zu lu't'iinlitt 11 . ufiiii der Apiiarat zur Aufnaliiiio oiner Strom kurve im 
^ebeuschiiili zu »'iiiPin A b/.weigwideräiaud gebniueht weniHn soll. 

Bifilnre Oszilluf/nijfhtH. Um die Eigent'requenz der beweglichen 
Spule möglichst groß zu macheu, muß ihre Rieht kiaft möglichst groß, 
ihr Trägheitsmoment möglichst klein werden. Man eneiclit dies am 
einfachsten dadurch, daß man die Spule durch eine bitilare Schleife 
ersetzt, bestehend ms zwei einander parallelen, dicht nebeneinander 
gespannten Skomleitem (Blondel) Quer fiber die Mitte beider ^mder 
ist ein kleiner Spiegel geklebt. Der Spiegel ni (Fig. 3) laßt sich am 
besten befestigen, wenn man an Stelle runder Drahte schmale Bander hb 
nimmt (Duddell), die durch eine Rolle It ^eichmäßig gespannt 
werden und durch den Klotz L derart geführt werden, daß ihre flachen 
Seiten in einer Ebene liegen. Üm eine genügende Stromempfindlich* 
keit zu erzielen muß die Bifilarschleife in ein mögliehst starkes mag- 
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netisches Feld gebracht werden. Man bringt deshalb das bewegliche 
System in den Lnftraam em» kräftigeii Elektxomf^etm, dessen 
Pole N8 zogesehSrfb werden, am die Knf%lmien auf die B&ider zu 
konzentrieren . 

Sollen gleichzeitig mehrere Kurven aufgenommen werden, so wird auch 
hier der Kraftlinienweg durch mehrare Luftewischeniaume unterbrochen, 
in welche die Systeme eingesetzt werden. Die 
Dämpfung wird genau ebenso wie bei den 
Nadelosziäographen durch Öl bewerksieUigi. 

Die bifilaren Oszillogiaphen haben 
gegenüber den Nadeloszülogniphen den 
Vorteili dafi sie praktisch induktionslos 
sind and eine größere Empfind] irhkeit 
besitzen. Sie können sehr g\it im Neben- 
schluß gebraucht werden. Demgegenüber 
sind sie viel leichter BesLliädigungen aus 
gesetzt. Eine Stroraüberlastung hat ein 
Reißen der Bänder und in der Hegel damit 
einen Verlust des Spiegelchens zur Folge; 
let/.tfMor wird schon dureh oin uiiijleich- 
niäbigps Auspannen der beiden liiiiifler ge- 
tÜbrdef. Das; Einziehen npiicr Häuder er- 
fordert /ieiiiliehot'l»ungun(i < Jüsoliickliohkeit 

Die Kiehtkraft des aus liiindeni hosteheuden beweglichen Systems 
wird nicht nur durch die geradlinig hin- und her-ifhwingende Be- 
wegung , sondern auch wesentlich durch die Torsion der Bänder ver- 
ursacht. 

Mit Aiununiumbändern von lU bis 15 mm Länge erzielte Bloudel 
Eigenschwingungen von 10000 bis 15000 pro Sekunde und eine 
Empfindlichkeit von 4 cm ftir 0,1 Ampere bei .y m Skalenabstand. 
Dabei hatte der Spiegel eine FBlche von 1,5 X 0,5 mm und war 
04 bis 0,2 mm dick. 

Die Bigenfrequenz der Apparate von Siemens und Halske 
(Fig. 4), ist normalerweise 6000 pro Sekunde. 0,1 Amp. geben bei 0,5 m 
Skalraabstand etwa 4 bis 5 cm Aussehlag. Wird die Eigenfirequenz 
auf 4000 in der Sekunde erniedrigt, so wird die Empfindlichkeit etwa 
zehnmal so groß. 

Eine gewisse Schwierigkeit bildet bei den winzigen Spiegeln, die 
angewandt werden mflssen, die Optik der Oszillographen. Ein wesent* 
licdies Moment bildet dabei die von Boys eingeßlhrte Zylinderiinse^ 
die jetzt allgemein Terwandt wird. Als Lichtquelle wird eine Bogen- 
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lampe benutzt, die zweckmäßig etwas schräg? aufgestellt wird, damit 
der helle Krater A (Fig. 5) der positiven Kohle in horizontaler Richtung 
möglichst intensive Strahlen aussenden kann. 



KiR. 4. 

Durch ein Linsensystem oder eine einfache Linse werden die Licht- 
strahlen auf den Oszillographenspiegel 31 konzentriert, wobei in den 
Strahlengang ein vertikaler Schlitz > eingeschaltet ist. Hält man in 
den reflektierten Strahlengaug ein Papier, so erblickt man eine schmale 
vertikale Lichtliuie. Diese wird durch die Zyliuderliuse Z in einen 




Fig. 6. 



Punkt P zusammengezogen; Z ist so gestellt, daß S und P konjugierte 
Punkte der Linse bilden. Oszilliert M um eine vertikale Achse, so 
schwingt P in horizontaler Richtung hin und her. Auf einem in P 
augebrnehten Schirm erblickt man daher bei stromdurchtlossenem 
Oszillograph eine helle Linie. 

Um nun die Kurve selbst sichtbar zu machen, hat man dem 
schwingenden Lichtstrahl senkrecht zur Schwingungsrichtung eine zweite 



. j ^ . Google 



über Anfiiahme tou WediielstxomlEuiTeit dtuch Oinllogmphen n. ihre Analyie. 167 

Bewegung pr()])(irtioiuil der Zeit zu erteilen. Dies geschieht am ein- 
fuchsten dadurch, daß uiaii den schwiiigeudeu Lichtstrahl im rütitreiideu 
Spiegel betrachtet, wobei die Achse dieses Spiegels parallel zur 
Schwiuguugsrichiuug des Strahles verlaufen muß. 

Treibt man den Spiegel durch einen pftswnden Synciironmotor au, 
so kann man auf einer Mattacheibe das Bild der Kurve erblicken 
(Blondel, Duddell). Störend wirkt dabei zuweilen das Pendeln dea 
Synehronmoto». 

Die Surren können photographiert werden, wenn man die Matt- 
scheibe durch eine photognphische Kassette ersetzt. B^t man Pendeln 
des Synchronmotors zu befürchten, so muß durch einen geeignetem 
Kontakt Vorsorge getroiFen werden, daß nur wahrend einer Welle 
die Platte den Liditstrahlen ausgesetzt wird. Oder man verwendet 
statt rotierenden Spiegels und Synchronmotora in bekannter Weise eine 
fallende photogiaphische Platte. 

(ForiseUnng folgt) 
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Jolin £dward Campbell. Introductory treatise on Lie*8 theory of 
finlto oontlnnoiw trsnafoxmaition groups. XX, 416 8. Oxford 1908, 
at the Clarendon Press. 

Lies „Theorie der Transfonnatiotispruppen", in drei Bünden, bearbeitet 
von Knefl, jribt fine abstrakte Tli(Mjri<- 'I-r f-ndlifhcii kontimiif»rlii'hen 
liruppeu, in der alles das zu einem iiionum" ntaleu Bau zxisaui mengetragen 
worden ist, was Lie im Laufe von Jahrzehnten geüchaffen halt«. Dabei 
traten didaktische oder pädagogische Rücksichten Tollkoniinen in den Hinter- 
grund. Li« vclbst erkannte, daß das große Hauptwerk doch immer noch 
eine I.ürke l:i--en würde, daß nämlieh der Wun^'-b nach elementaren und 
weniger unitarigreichen Einführungen in seine Disziplin bestehen bleiben 
würde. Au.s dieser Erkenntnis entsprang der Entschluß zur Herausgabe 
zweier Werke, die wILhrend der Drucklegung der „Theorie der Transforma- 
tionsgnippeu** vom Rezensenten fOr Lie ausgearbeitet wurden. Eine ihn- 
liehe Tendenz wie das /weite dieser Bücher, die ,.Vorlesungen über konti- 
nuierliche rinippen'' (1893), verfolgt Canipbell; und daher darf e-^ wohl 
dem Kezen$enten gestatU^t sein, zunächst auf jene Hauptpunkte hinzuweisen, 
in denen diese heiden Einleitungen erheblich voneinander abweichen. 

Vor allem ist das Campbellsche Werk KuBerlich gerade halb so um- 
fangrei' h, gewiß ein empfehlender Umstand. Zweitens enthalt es alle wesent- 
lichen Tiilf» '1er Lieschen Tlieorie in geuüge?)der Ausdehnung, abgesehen 
nui- von jenen Untersuchungen, die Sieh auf die Bestimmung der Typen von 
Zusammensetzungen von Gruppen beziehen; AO z, B. aiMsh die Theorie der 
BerQhmngstransformationen, die in dem Buche des Reiensenten beiseite ge- 
lassen wurde, weil ihnen ein anderer, später erschienener Band gewidniet 
Werden sollte. Das Campbellschf I?ni h birgt überhaupt eine außerordent- 
liche Stotffülle in sich; und der iiezenseut darf, wenn er auch nicht jede 
Seite davon gelesen hat, sein Urteil dahin zusammenfassen, daß die Liesehe 
Theorie eine exakte und angemessene Wiedergabe gefunden hat, und dafi das 
Campbellsche Buch in hohem Ma0e dazu geeignet ttt, Schnell über den 
weiten I nitang der Lieschen Gruppe'i^b^onf /n orientieren. So sehr dies 
unumwunden anzuerkennen ist, muß d«« h betont w erden, daß dieser Vorzug 
notwendig einen Übelstand nach sich zieht: Das Buch ist außerordentlich 
knapp geschrieben, und der Iieser, der die Lieschen Untersnehungen erst 
ans ihm kennen 1. ühh will und unter dem wir uns einen Studenten in filteren 
Semestern vorstellen, hat ir'^wiß l<M'ne Icii-hte Arbeit. Rezensent hatte, wenn 
ein Gleichnis gebraucht werden darf, eine breite, sauft ansteigende Fahr- 
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straüe eingetjchlagen ; Campbell jedoch schlügt von vorahereiu steile FuJiptade 
«in, die jenen sieherlioh viele langweilenden bequemen Weg bedeutend ab- 
kürzen. Wer aber wollte bestreiten, daß gar mancher Tourist, der marscb- 

tüchtig genug ist, dicst« inülifN-iiIIiMi, aUfV kür/.er^-n PfaiU' vnr7i»-'ht, /.uinal er 
dabei no^h dadurch Wlolint wird, dali er mt-lir zu seilen bekommt als auf 
jenem glatten Wege, der manchen luhnenden Aussichtspunkt beiseite ge- 
lassen hat? 

Nachdem sich Rezensent erlaubt hat, das Campbellscbe Buch mit 
dem zitiprten in Vergleichung 7u IniiiLTPii. sei nun besonders tiii charak- 
teristischer Zug des neuen Werkes li<r\ . a^iehoben. Wenn Oampliell im 
Vorworte sagt, daß seihst diejenigen, die mit der Theorie der Transforuia- 
tionsgruppen yertrant sind, etwas Neues in der Form finden werden, in der 
die Theorie liier dargeboten wird, so hat er vollkommen recht. Lie hatte 
bei der Abfassnntr de*: j^Toßcn dreibändigen Hauptwerkes von vornherein 
die Absif'Vit, im wesentlichen nur seine eijrpni'n T'ntrrsiiehun^'en zu bringen, 
und erst am Schlüsse des dritten Bandes gab er kurze Ubersichten über 
gleichzeitige Arbeiten anderer. Naobdem er damit zn seinem guten Bechte 
gekommen war, darf aber heute sehr wohl der Wunsch gehegt werden, die- 
jenigen Bansteine, die von anderen zu seinem Werke herbeigetragen worden 
sind, beim Aufbau mit verwendet zu s'fhcn. Sn z. B. bedeuten Schurs 
Arbeiten über die Fundamentalsiltze der (.^ruppentheorie eine wesentliche 
Bereicbemng. Und deshalb ist es nur anzuerk^onen, dafi Campbell diese 
Arbeiten \m den Beweisen der Fundamentalsätze, namentlich beim Beweise 
des zweiten, mit berücksichtigt. Da ist es nun recht interessant zu sehen, 
wie der englische Mathematiker, den seiner Heimat vertrauton Operations- 
kalkul in weitem MaUe benutzend, eine Keihe der Schurschen Überlegungen 
in ein neues Gewand kleidet. Wir verweisen dabei insbesondere anf das 
vierte Kapitel. Die Formeln werden, wenn sie uns deutschen Mathematik^ 
so auch weniger vertraut erscheinen, recht kurz tind übersichtlich. Nur 
will es dem Re^ensentfri «rheinen, als ob dir- Frairo, für wclrlu- V^nriabilitiits- 
hereiche die Entwicklungen gelten, etwas genauer hatte untersucht werden 
sollen, selbst wenn man nidit in funktionentheoretiseher Bidttung soweit 
gehen wiU, wie es Schur getan hat und wie es tBx ein einleitendes Werk 
ja auch nicht wohl am Platze ist. 

Das Werk zerfällt in 25 Kapitel, von denen das erstf auf nur J^eiten 
die Begriffe: Transtomation, Gruppe, endliche kontinuierliche i.iruppe, intiui- 
tesimale Transformationen der Gruppe, Rlammerausdracke, Isomorphismus, 
Parametergruppen, lineare homogene Gruppen, ausgezeichnete Untergruppen, 
projektive Gruppen usw. bringt. Zu Beginn des zweiten Kapitels über «- 
weiterte Punkttransformationen fallt es auf, dali von dor Ansffihrung von 
Punkttransformationon auf Ditferentialgleichuugeu die Ikde ist, bevor detiniert 
wird, was das heißt. Im 3. Kapitel über die Erzeugung der Gruppe aus 
ihren infinitesimalen Transformationen wird u. a. Engels Beispiel einer end- 
lichen kontinuierlichen Gruppe ohne identische Transformation gebracht, imd 
das viert f- tribt die Bewei.se der beiden ersten FundamentalsBtze, wovon sfbon 
vorhin die Kede war, während das fünfte den Bewei.s des dritten Fundameiital- 
satzes bringt, indem nach Lie dargetan wird, daß man eine Gruppe mit 
der gegebenen Zasammeosetaung konstruieren kann. So werden auf nur 
80 Seiten die Grundlagan der gesamten Theorie entwickelt. 
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Das 6., 7. uii.i 6. Kapitel süid der Theorie der Differeutialgleichimgen 
gewidmeti die Grnppon geatatten. Von besonderer Bedentunfr ist das achte, 

in dem es 'l«'ni Verfü-s-T in sehr anschaulicher Weise geling, ausgehend 
Vom Beispiele der Invariantantlit-orie dt r Uiiiiiifn Formen, klar/.tilciri'ii. ^\-'\^' zu 
jeder (iruppe auaIo<rp iTivanaiitfiithi^oricn i.'<'lini fn , wodnri^h <lami i\u- \ er- 
bindung mit den vou Kieiu in meinem Erluuger i'rogi-amme in ihren großen 
Zttgen skizzierten Ideen hergestellt ist und dem Leser ein Begriff von der 
Bedeutung der Thewie für die gesftmt« Mathematik, insbesonden» für ihre 

Methodik. ;.''"L'ehen winl 

l>i<> Kapital vom '.». bis /um 13. gehören wieder enger zusammen: ihr 
Hauptrhema ist die Ähnlichkeit und der Ihouiorphismus vou Gruppen. 
Systatiflche Gruppen nennt Oampbell fibrigens stationftr. 

Wir sind hier etwa his zur Mitte »les Werkes gelangt, und wer das 
Bu' li Iiis hierhin studiert hat, wird einen reichlichen und si lir»n abgerundeten 
Abrib vou der allgeineiut'n 'I'hporio der kontinuierlichen tiruppon und ihren 
Anwendungen auf liivarmntenprohleme kenneu gelernt haben. 

Von der zweiten HSlfte des Werkes beriditen wir nur in kürzester 
Fom, da die zu gebenden Stichworte den Kenner geoQgend orientieren 
werden. Pfaffsche (ileichuugen, Funktionen^'nippen, Berührungstransforma- 
tionen und ihre Erweit«'ningen bilden den Inhalt tlcr Kapitel bis zum 19. 
Das 20. bespricht die Dill'ereutialiuvarianteu uutcr allgemeinen (iesichtspunkten. 
Der Best des Buches gibt Anwendungen im engeren Kreise^ doch muB he« 
merkt werden ^ daß schon Ton Anfong an aberall wichtige Beispiele in die 
allgemeinen Entwicklungen eingestreut sind. In den Kapiteln 21 — 24 werden 
die Gruppen von Punkttransforniationen <ler Geraden, der Ebeue und des 
Raumes sowie die Gruppen von Berührungstranstormationen der Ebeue ab- 
gehandelt, wifaiend das letzte Kapitel, wie Campbell selbst ketroriiebt, im 
wesentlichem eine Bearbeitung von des Rezensenten Darstellung des Zu- 
sainmenhanges zwischen höheren komplexen Zahlen und einfach transitiven 
< »nippen in dem olien erwähnten Werlc»^ ist Wir vermissen aber hierin 
deu Nameu Studys tür den fundamentalen äatz dieser Theorie. 

Man sieht, datt Campbell im wesentlichen einen Fortschritt ▼cmi All- 
gemeinen znm Speziellen liebt, wie es ja auch in Lies groflem Hauptwerk« 
der Fall ist. Es muB allerdings dabei gesagt werden, daß der N'erfasser 
dennoch, wie sclidn augedentet. nlx iall (M-liUitorndf* Beispiele einstreut, < >H 
man den Wej:^ vom Allgemeinen zum Speziellen oder umgekehrt vorzieht, 
ist ja Geacbmacksache, und wenn man gereiftere Leser tur ein Buch voraus- 
setzt, ist der erstere unbedenklich. Dennoch sei es erlaubtt die Meinung 
auszudrOcken, daß dem Rezensentoil der umi^'ekehrte Weg t'Ur eine Einft'ihrung 
bt'-spr f;ef>iijTipt t- i-si ln-iiit . wenn »»r am-li il>'ii Xa-liteil hat. daü dem L»'<<Mr 
die Haupttheoretne erst v^el später vullkommen geboten werden können. 
Die Art des CaiupbelLschen N'organges jedoch wird insbesondere solchen 
Fachmathematikem sympathischer sein, die einen Mhnellen Eingang in die 
Lieschen Theorien gewinnen wolh'u. Wir dürfen daher das Werk ganz 
besonde rs den älteren Matln in itikern hierfür empfehlen. 

Ik'r Üriick ist mit der nötigen Sorgfalt überwacht, ein auslUhiiiches 
i>achregister besclilieÜt deu Band. 

Darmstadt. G. SciiEFFBita. 
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h» Heffler uud C. Köhler. Lehrbuch der aiiaiytischeii Geometrie. 
Bd. I. XVI, 52t) S. gr. 8". Leipzig 19(»5. B. (i. Teubner. 

Mit diesem VVei'ke legen die Herren \'ertasser der maüieiuaiischen 
Welt den ersten Teil eines durebaua modernen Lehrbnchee dw analytischeD 
Geometrie vor, demi ea entwickelt diese Disziplin nach den Grandsitsen« 

die uns heute nach Ca^ ley und F. Klein als die einzig richtigen t i scheinen 
müssen Nach Herrn F Klein hnhinn ^vir nilmlich bni systematischen ueo- 
metriscben Forsohungeu vom BegiiÜe der Transtoruiationsgruppe auszugehen; 
jeder Gruppe von Transformationen, die sich attf irgendwelche Ranmelemente 
beriehen, entspricht eine besondere Art der Geometrie, di^'enige Geometrie 
nämlich, die nur mit solchen Begriffen arbeitet, welche gegenüber allen 
TransforiiititioDeii der (Irtippe invariant sind. Für niiser Burh kommen nur 
die Gruppr der ptußkio ai Transfuntuittonen und ihre geometrisch wichtigsten 
Untergruppen, die der af/hnn und der äquiformm oder ÄlinUchkeihUam' 
formcäiimm^ in Betracht Wir treiben dementsprechend, indem wir von der 
Hauptgruppe zu <ku I tittM i^Tuppen TOrschreiten, nacheinander |>r«yV/.7/rr, affint 
und 'i'inifonnf Ueomefrii', wobei wir pnn-/ iin Finklatiüf »nit Cavlfv die 
sogenannten metrischen Bpijritfe der attiiien uud ii(|Uitormen Geometrie durch- 
weg als mit Hilfe der uuendlicbleruen Raumelemente sjjezialisiatf jjiojtktne 
Begriffe erhalten. 

Schon dieses Wenige dürfte zur Genfige zeigen, wie sehr sich unser 
Buch von den üblichen Lehrbüchern der analytischen Geometrie unterscheidet. 
Von vorn herein herrscht ein fester Plan, nach dem das Lehrj^nlraude auf- 
geftihrt wird, nichts erscheint willkürlich in der Auordnuug des SioÜe», 
sondern jedem Gegenstand ist eine bestimmte Stelle zugewiesen, an der er 
zuerst behandelt werden kann. Durch systematisches Spezialisieren von pro- 
jektiven SUtzeu werden wir die at'tine und äquiforme Geometrie mit neuen 
Sätzen bereichern; tritt uns umgekehrt ein Satz entgegen, so werden wir 
daran gewöhnt /u fragen, welcher Geometrie er angehört; ist es ein affiner 
oder äquiformer ftat/., so werden wir weiter fragen, ob er sich projektiv ver- 
aUgemeineirn laßt, und so zu neuen projektiven SKtzen gelangen kOnnen. 
Wir därfen daher nicht nur das von den Verfassern befolgte Prinzi[) mit 
diF><:en als „ordnend und klären«?' be/.eichueu, sondern auch ihre Methode 
eine truchtbare und untremein anreLjende nennen. 

Sehen wir jetzt zu, wie «las l.plirs^ebflude der (jeometrie nach dem eben 
in den GruudzQgen entworfenen Plaue im Euklidischen Itaume aufgeführt 
wird. Die Bausteine bilden, wie in der Einleitung ausgeflkhrt wird, die 
einfachsten Ilauraelemente: der Punkt, die Gerade und die Ebene; ver- 
bunden Werden sie durch die drei lU'iiientnren Beziehnngpn der In/Idenz. 
d^r Parallelität und der Orthogonalitiit, die durcli Eiuluhiting düi- 
uueudlich fernen (^uneigentlichen) Kaumelemente und der orthogonalen 
Paarung von Punkten und Geraden der uneigentlichen Ebene sftmtlich als 
Lmdenibenefanngen anfge&Bt werden kdnnen. 

Nachdem hierauf die Teilgebiete des Baumes, die Grundgebilde 1. 
und II. Stufe ilefiuiert wurden — der Raum selbst i'r^iheint als Grund- 
gebilde III. Stufe — . kann eine Klassifikation d>r (ieonietrie nacb den 
benutzten Gebieten erfolgen; wir haben diesen eutsprecheud die Geometrie 
in dMi Grundgebilden I., n. und IH. Stufe zu unterscheiden. 
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Nicht nur im Räume, sondern aneli in jedem seiner Teilgebiete Uaasi- 
fixieren wir dann weiter die Geometrie nadi den Beziehungen «wischen den 

Elementen in folgender Weise. Die ein-eindoutigfio Transformationen eines 
nnindgebildes II. und III. Stufe, die ii-dcs Elnin-ut in ein el»'iili;irtigf< über- 
tilhreu und bei denen ail«? Inxidenüöa erhalten bleiben, werden uU die all- 
gemeinsten aufgefaßt, denen eine Figur unterliegen kann, und als kollineare 
Transformationen des Grundgebildes bezei^inet. Jede koUineare Trans- 
formation des Gesamtraumes hat also ^6 solche eines jeden in ihm ent- 
halt «lu-n Gmndgebildes TT Sttifi' zur Folge und bewirkt anch rine Trans- 
formation jede.s tJrundgebiides 1. .StuJe, das in ihm enthaiien i.st, in ein 
gleichartiges. Man nennt sie ebenfalls eine kollineare Transformation. 
Projektive Grundgeliilde I. und II. Stufe von gleicher Art sind kollinear; 
daß auch das Umgekehrte gilt, wird au späterer Stelle dargetan, .schon jetzt 
txhf'r werden die koUinearoTi Trausfonnationen, und zwar anch die des 
Kaumes, als projektive bezeichu- t 

Alle projektiven Trausforniaüuiien des Raumes bilden eine Gruppe: die 
projektive Gruppe des Raumes; diejenigen Transformationen dieser Gruppe, 
welche jedes uneigentliche Element in ein ebensolches Überführen, bilden die 
affine Unterjrni ppe d^r i>roii'ktiven Gruppe; di«- afflif Grupjii- liesitzt 
wieder als ('nterp-uppe 'lie äijuifornie Gruppe, deren TruH»formationen 
jedes orthogonale Elementenpuar in ein eben solches übertlUiren, sodaß also 
bei ihnen die orthogonale Paarung in der uneigentlichm Ebene erhalten 
bleibt. (Janz analog werden die projektive Gruppe und ihre Untergruppen 
für die (irundgebilde I. und 11. Stufe definiert. Dabei ist /u Iteachtpii, daß 
bei folirenden s^ehs Grundgebilden: d«»ni eigentlichen Strahl- und El)onen- 
büschel und büudel, der uneigentlichen Punktreihe, dem uueigentliclien 
StrahlbüsoheP) und Telde (der nneigentlioheix Ebene) sich die affinen Trans- 
formationen von den projektiven offenbar nur dadurch untei srli» iclen, daß 
bei ihnen die Triiger cigintliche bezw. unrigintlirhv bleiben. In der eigent- 
li'li- n I*ntiktr<Mh<'. dem Parallel- Strahl tnul Ebeneubüschel hingegen sind 
die alhuen und aquitormen Transformationen iättäi^cJi. 

Der Inbegriff der Beziehungen zwischen den Elementen eines Grund- 
gebUdes, die bei i^Ien Transformationen der projektiven, affinettf Squifomen 
Gruppe erhalten bleilten, heißt bezw. die projektive, affine, Hquiforme 
Geometrie.-) Durch einen hr>chät interessant, ii. ^pilter noch oft angewandten 
Schluß wii-d dann nachgewiesen, daß jede projektive Beziehung zwischen 
den JBlementen eines GrundgebUdes II. oder IIL Stufe sich lediglich auf 
die elementare Beziehung der Inzidenz, jede afSne sich lediglich auf die 
beiden elementaren Beziehungen der Inzidenz und Parallelitilt, und jede 
Hijuiforirn' l^eziclnincr endlich «;ich allein auf die Elementnrhc/itdinngt'n der 
Inzidenz, Parallelität und UrthogonalitUt zurücktüliren liiüt. Hierdurch sind 
wir zu einer positiwn Charakterisierung des Inhalts der versdtiedenen Geo- 
metrien in den Grundgebilden II. und IIL Stufe gelangt, fllr die Gmnd- 
gebilde I. Stufe besitzen wir aber eine solche vorläufig noch nicht. 

Für die oben im Zusammenhang erwähnten sechs (irundgebilde L und 

1 I>iese Grundgebilde haben nneigentliehe Träger. 

2 Per Gruppe der kongruenten Transformationen . die wieder eine Unter- 
gruppe der äquitunoeu Grupfie vorstellt, entapräche die Kongrucnz-Geumetrie, 
die jedoch fdr die Urundgebilde X. u. U. Stufe kein Interewe bietet 



Digitized by Google 



Receneionen. 



173 



n. Stufe sind uach dem dort <jtsagt(.'u die projektive; UD<i aitine (ieouietrie, 
für die drei anderen daselbst genannten Gmndgt'bilde I. Stufe die affine 
und &quifonne Geometrie identisch. 

Jede projektiv«' räumlicbe Bozieluiug ist zugleich eine affine und äqui- 
forine, jeilt- aftiae zugleich eine äquit'orme: aber nicht unagekchrt. iJer Teil 
der aihnen Geotiietrie , der uicht projektiv ist, wird als Parallel ni et rik, 
derjenige der üquii'onnen Geometrie, der nicht affin ist, als Orthogonal- 
metrik bexeichnet. Parallelität und Orthogonalltflt lassen sieh aber, wie 
oben hervorgehoben wurde, als In/.idenzbeziebungen auffassen. Wir köuneu 
daher sappti. HaB sich die projektive (ieometrie des I?aumes um die Panil- 
lelmetrik zur attiueu, diese sich um die ürthogonalmetrik ;,^ur äquifonuen 
Geometrie m^tert, wetm die uneigentliehe Ebene» bezw. wenn die ortho- 
gonale Paiuraog in ihr ausgeieichnet wird. Analoges gilt mntatis mutandis 
TOn den übrigen Oruudgebildeu. 

Wir liaben vorstehend versucht, einen Einblick in den Inhalt der rein 
synthetischen EMeiiuny (S. 1 — 2'6^ zu geben. Man düiite wohl erkennen, 
"daB diese einen integrierenden Bestandt^ des Buehea wisnaoht, dafi also 
XU seinem vollen Yerstindnis unbedingt das der Einleitung erforderUdi ist. 
Das Stadium dieser grundlegenden Entwicklungen mit ihren abstrakten De- 
finitionen, schwierigen Schlüssen nn<I mit einer Fülle nem^r Bf*<rriffe und 
ungewohnter Vorstellungen raub aber dem jüngeren Leser, der doch nach 
dem Vorwort und den zahlreichen, sehr geschickt gewählten Übungsaufgaben 
des Hanptteilfl auch in Betracht kommt, ganz erhehliche Schwierigkeiten 
machen und eine Ennildung schon i\x anfang herbeiführen. Das haben die 
Herren Verfasser wohl auch S''H'Ht gefühlt, wif nn-; einer Aiunerkung S. "2'% 
hervorgeht, aber es erscheiut hehr schwierig, wenn nicht unm<iglich zu ?>eiu, 
diesen pädagogischeu Nachteil zu beseitigen, wenn man nach den eingangs 
entwickelten Prin&pien die analytische Geometrie aufbaoen und nicht auch 
analytisch gleich vom Baume ausgehen will. Jedenfalls wird dem jüngeren 
Leser ein tr^nvisser Vnrrnt an Krtinttiissen in der svnthfti.schen Geometrie 
das Studmm des Buchs wesentiich erleichtern. l)er Artikel o der Einltitinii,' 
bedarf unseres Erachtens einer sorgfältigen Revision. Hier wii-d, um nur 
eins hervonsaheben, öfters von zwei „nicht identisdien*^ Geraden gesprochen. 
Man darf daher, wenn von zwei Geraden Schlechthin die Itt-de ist, auch an- 
nehmen, d;iß sir iiitMitisili ^ind (zusammenfallen). Nun lial>eu aber zwei 
identische Gerade rucht nur alle eigentlichen, sondern wegen 1» I und 1»,) 
S. 3 auch alle uneigeutLichen Punkte gemein. Würden wir daher zwei 
identische Gerade — uns streng an die Definition zu Anfang von Art 3 
haltend — als nicht parallel bezeichnen, so würde der o. Satz auf S. 4 zu 
ein^m Widerspruch führen. Wir haben deshalb 8. 'A die Erklärung abzugeben, 
daß zwei identische eigentliche (.terade als parallel anzus'^hf'n sin'l. ritie Er- 
klärung, die die Verfasser bei dem — übrigens nui- schtiubar direkren — > 
Beweise des S. Satzes S. 4 stillschweigend als abgegeben voraussetzen. 
Jetzt erst sind die Aussprüche S. B „zwei eigentliche Oerade sind parallel** 
und ..zwei eigentliche Gerade haben einen uneigentlichen Punkt gemein" 
völlig gleichwertig. Es folgt sofort: uicht parallele (ierade haben vonein- 
ander verschiedene uneigentUche Punkte, gleichgültig ob es einen oder mehr 
als einen aneigentlichen Punkt anf einer eigentlichen Geraden gibt; der 
3. Satz auf S. 4 gehört mithin schon vor Satz U auf S. 3. 
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Die TOD den Verfassern anfgestellten Definitionen der yerschiedeneTi 

Geometrien (S. 16) können uns ferner durchaus nicht befriedigen, denn sio 
geben wohl eine Klas>ink;i{ion iL i Pu :iehinigcn zu hchnt ih n T:Un\nüin 
pinf's ( frnndpebildes, aber un Iii rm»- Klassifikation der Lehrsätze. Man 
künnie, um die Detiuitionen zu haltt-ii, vielleicht sagen, daß jeder Lehrsatz 
ans Beaehungen t( Beziehungen 9 folgere, also gewissermafien ein Komplex 
von Beziehungen vorstelle und somii nach jenen Definitionen klassifiziert 
werden könne. Dem £r*'frpnn!)f'r aber ist zu bemerken, daß ein Lehrsatz 
wohl iionier aus einer Beziehung eine Beziehung © folgert, daß % 
und )B nicht immer Beziehungen zwischen den Elttnaäm^ wohl aber immer 
Besiehungen sswisclten Begriffm vorstellen. 8ind z. B. ^1, B, C, D vier be- 
liebige Pnnkte einer Qeraden, so ist dnreh die drei AbstandsverhUtnisse 

- ^A, BC) {BV, Ä), i^Ä, CD), ^A, DB) 

eine Beziehung U zwischen den 4 Punkten A^ B, C, D gegeben; aus dieser 
folgt die Beziehttag 8: 

B(f){A, CD) (A, DB) - 1. 

])iese Beziehung ist aber eine Beziehung zirisvhcti Abstaini.<verhättnissm 
und Iceine Beziehung xwischm dm Ftmktvn B, L\ D. Denn eine Be- 
ziehung zwischen den Elementen eines Gnindgebildes kaim — aaaljtisdi 
gesprochen — nur durch eine oder mehrere nicht identische Gleichungen 

zwischen den Kf)f)rdinaten der Kiemente gegeben sein. Wir würden, um 
uniseren Standpunkt kurz zu präzisieren, etwa so vorgehen \): 

Die Elemente eines Gmndgebildes können wir als geometrische Grund- 
begriffe bezeichnen. Indem wir die Elemente eines Onmdgehildes — unter 

Zuhilfenahme des Zahlenbegnf!es — miteinander in Beziehung setzen, ge- 
langen wir 7M neuen geonjrfn,?ch»>n PtL-Lrriff» n. die wir als abucleitotf Hcijriffe 
bezeichnen können. Ein geometrischer ßeynff beißt ein projektiver, at tiner, 
ftquiformer Begriff, wenn er bei allen Transformationen der projektiven, 
alBnen, ftquifonnen Gruppe unge&ndert- bletbi Diejodgen JESgensckaften 
Huer F\gxir, die durch projektive, afÜlne, äquitorme Begriffe allein bt^.st lirieben 
werden kt'nntn, li«ißen projektive. afTine. äciuifomte Eigenschaften der Figur. 
Formeln, die solche Eigenschalten analytisch darstellen, werden projektive 
usw. Formeln genannt. Ein geometrischer LüusuiZy in dem ausschliemich 
IHTojektive, affine, ftquiforme Begriffe auftreten, beifit ein projektiTer, affiner, 
äqiüfbrmer Lehrsatz. Ein solcher Lehrsatz folgert aus prorfektiven usw. 
Eigenschaftpti finer Figur andere ebensolche Eigen.schiiftpn. - Der Teil «I^-r 
Geometrie, der nur projektive, affin«», ä»iuiforme Lehrsätze enthiilt, heiii« die 
projiktiiCf affine, üqiüfornic Geometrie. Man kann die projektive usw. Geo- 
metrie auch als die Lehre von den projektiven usw. Eigenschaften der 
F'iguren bezeichnen. — Affine (äquiformc ) Begriffe, Formeln, Lehrsätze, die 
nicht projektiv 'iifiin: sind, heißen panillelnittrische f orthogonalmetrische) 
Begriffe, Formein und Öätze. Der Teil der affinen ^äquiformen) Geometrie, 

1, Man vergleiche zum lulgeudcn: M. l'auch: Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie, Leipsig 1882, S. 74f. und des Ref Grundlagen für die geom. Anw. der In- 
variantentheone, Leipzig 1895, 8. 76f. und S. 
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der nur paralielmttrisphp (^orthogonalmetrische) SäU« enthalt, beißt die 
Pa raUeltneirik {OrthugimiU m etrih). 

Der ^AMpMefl unseres Buches beschäftigt sich zunSehst mit der projek- 
iitfen Oeomebrie «« der eiffmSieAm PtmlOrfUtei wir lernen hier zuerst die 
Messung einer absoluten StreclcR durch eine andere und die Multiplikation 
einer absoluten Strecke mit oiru r absoluten Zahl kennen. Will man di^se 
Dinge nicht überhaupt bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk- 
lich voIlstSndig vorgetragen werden, und Ref. bittte es gern gesehen, wenn 
dies gesehehen, wenn also insbesondere ausf&hrlich dargelegt worden wire, 
wie auf Grund des Dedeki» Isrben Stetigkeitsaxionis. auf das nur in einer 
Anracrkung hinp wipsen wii'l. dii' tTwähntc .Miiit!|ilik!ition ausgeführt werden 
kann. — Nunmehr können das Abstandsvorhältuis (AV) eines Punktes 
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abssissen als besondere AVe und 
weiterhin der uneigentliche Punltt der Beibe mit der Abssisse oo, sowie 
die imaginären Punkte eingeführt werden. Es wird bei solchen grundl^enden 
Betrachtnnfjen stets mit sohr anerkenmingswertcr ^^trenge verfabn^n, wie 
z. B. das imaginäre hier und späterhin mit besonderer Sorgfalt hehaudelt 
wird. Wenn aber die Verfasser deu uneigeatlichen (unendlich fernen reellen 
oder imagittSren) Punkten des Baumes tAle Übrigen Punkte, also auch die 
übrigen imaginUren Punkte, als eigentliche gegenüberstellen, so kann Bef. 
dies nicht billigen. Denn vnn rin^m imaLrinilren eigentlichen Punkte zu 
sprerben. erscheint doch als eijie Vergewaltigung des Begriffes ..eigentlich^'. 
Für ganz überflüssig halten wii" ferner die Neueiufübrung: „aggregiert ima- 
ginire** statt „konjugiert imaginttre Punkte", weU eine Verweehänng von 
konjugiert imaginären Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde 
II. Ordnung konjugiert «ind, durch da<? — ohnehin fast nie fehlende — 
Wort „imaginär" voIül,' aiisj/eschlossen wf-rih n knnn dS. 24 — 3ö). 

Das Doppel vorijältuis (DV)M einen runktwurfes A. Ii. C, D 

wird durch (-4fiCI>) = ^^v^^ detiniert, erscheint sonach nU Verhältnis 

zweier AVe E«: ist eine ahfiohitt' Inrarimiiv iler projektiven Gruppe, und 
zwar eine charakteristiscJn', weil eine ein-eiudeutige Zuordnung zweier Punkt- 
reihen, bei der jedem Wurf der «iuen ein Wuff der anderen von gleichem. 
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem jn der 
Einleitung erwfihnten Schlüsse die wichtige Tatsache, daß jede projektive 
B*-/!*'lninfr zwischen den Punkten einer Pnnktrciln' sicli Ifiligliih auf Be- 
ziehungen zurückführen läßt, die durch die Werte von D\ en auszudrücken 
sind. Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven 
Charakterisierung der projeUiven Geometrie in der Geraden gelangt, und 
zwar auch von unserem Standpunkt aus. Denn nach dem vorhin Gesagten 
kann jclpr projektive Satz in dpr Gera'len so abgefaßt wenleii. daß er nur 
Aussagen über die DVe von l'uukwürfeu iiiaclit. — Hieran schließen sich 
der Fundamentalsatz der projektiven Geometiie, die DV-Koordiuateu, die 
als naturgem&Se Koordinaten der projektiven G^melTie nachgewiesen wcntlen, 
und endlich die Formeln fftr die T^nsformation dei^DV-Koordinateo, die 



1) Diese vom Ref. nach einem Vinsohlag des Herrn Pasch eingcfulirf e, i^chr 
prakÜBche Abkürzung haben die Uerren Verfawer erfreulicherweise adoptieit und 
weüere analoge Eannnge» eingeCahit. 
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zugleich den uuuiytischen Ausdnick für die projektive Verwaudiächaft selbst 
Torstellen (S. 35 — 59). 

Zeichnen wir den uneigentliolien Punlct U der Geraden ans, so er* 
weitert aidl die projektive Geometrie zur affinm. Das spezielle ÜV (.1 UBC\ 
das AV von A in bezug auf Ji und C. eine nhotlute rharn}:f>riyi!>fhf 
Invanmäe der attinen Gruppe, woraus danu wieder folgt, daÜ jede aftiue 
Beziehung sich hier auf Beziehungen zurOekfUiren llßt, die dnrdi die Werte 
▼on AVen auszudrücken sind. Alle affinen Formelu und S&tze gehen aas 
projektiven einfach durch Spezialisieren hervor ( S. 59 — G7). 

Die binären, spiltt-r die ternären (|uadrati--'bt"n Formen sind g-ei^'n-T*' 
Objelftp, um nach llulwicklung der Grundlagen weit» rbin in den f'in/.i'lueu 
Gniudgehilden projektive, aJlinc und änuiforme Geometrie zu üeibt'ii. In 
der Geraden znnSchst führt die binSre quadratische Form zur projektiven 
und affinen üinfr'hor/f dir Pmdieftaarf und der durch sie bestimmten In- 
volutionen. Es bietot sich dabei die (ielegcnhcit, hier, wo Ji<' Verhilltnis.se 
sehr einfach lio<jf'n. die Metboden vorzubereiten, die später bei den ternären 
quadratischen Formen zur Auwen«lung kommen (S. 68 — ül). 

Im folgenden wird dann gezeigt, daß die projiktite Geometrie w dm 
figenUidien Büsdu^n ans der in der eigentlichen Geraden einfach daduroh 
erhalten wird, daß man „Strahl" bezw. „Ebene" statt „Punkt" setzt. Diese 
Geometrie in d( n f?äs< hr']n erweitert «ieb nni 'Vn- Oitboirrmalmetrik zur 
(hjnif'ormiu (riomehit' dadurch, daü man die besondere Involution, bei der 
orthogonale Elemente gepaart sind, oder wa:i dasselbe ii>t, die konjugiert 
imaginären Doppelelemente dieser Involution — das absolute Elemente-» 
paar — auszeichnet. Ist das Element ä zu a senkrecht (ä X a), so wird 
das spezielle DY 

(aäbc) = t«, bc) :^ {bc^ a) 

als Rieht ungs Verhältnis (RV).des Elementes a in bezug auf b und c 

bezeichnet und als c/inraltcri^fische ahsfi^ufe Invariante der äquiformen 
Gruppe nachgewiesen. Ein spezielles KV wieder i<;t fiie goniometri.sche 
Tangente oder der Taugeuswert eines Elemeutepaares. Bei eiaer iiqui- 
forroen Transformation bleibt der Taugenswert — vom Vorzeichen abgesehen 
— ung^ndert. Aquiforme Büschel sind mithin Bhnlich bezw. kongruent. 
Außer der sehon t i wähnten ab.soluteu Involution ist vi n den orthogonal- 
metrisch ausg««zeiclitii'ttii I iivobitionen für .spätere l^artien iles Buches noch 
die gleichüeitig hyperbolische Involution — mit reellen, orthogoualeu Doppel- 
elementen — besonders wichtig (S. 92 — 116). 

Die Geometrie im Parallel- Strahl- oder Ebenenbttschel und in den 
nneigentlicben Gebilden 1 Stiifc läßt sich stets auf die (Jeometrie in einem 
eigentlichen GrundgebiMe l. Stufe zurückführen. So deckt sicli /. 15 die 
<leuinetrie in der uneigentlichen Piniktrfibe vollständig mit der im eigent- 
licheu Büschel. Die konjugiert imagmüren Doppelpunkte der hier auftretenden 
orthogonalen Involution — das absolute Punktepaar der uneigentlichen 
Ger.iden — spielen bekanntlich in der ebenen Geometrie eine wichtige 
Bolle is. in;— iiHi. 

In der Jslbene ist das DV eines Puukt*Geradea-Wurfes 
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wo der Stratiieavnirt" p, // perspektiv zum Punktwurf P, Q, G, H liegt, 
eine dwroMtriMadht obsokUe Imariemte der projektiven Gruppe, also jeder 
abgeleitete projelctive Begriff anf den Begriff des DVee eines PimktrQeraden« 
Wurfes zurückführbar. Na* h Einführung der DV- Koordinaten folgen die 
Transformation dieser Konr i Inaten, das Dualitätsgesetz und eine Reihe pro- 
jektiver Sätze über Punkte und Gerade. Das vollständige Viereck wird 
mit Rücksicht auf das Kegelschnittbüschel sehr eingehend behandull, wobei 
sich eine Beihe adiöner Sitae Ober den Cliaralcter der durch ein solches 
Viereck auf Atn. Oeraden seiner Ebene eneogten InTolntionen erig^bt 
(S. 119—173). 

Nunmehr kann auch eine noch bestehende Lücke ausgefüllt werden. 
Man kann nämlicb auf Grund der harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Viereeits naehwdeoit daß jede koUineare Tranaformation der Ebene 

eine projektive ist, daß also in <kn Tat koUincare und projektive Trans- 
formation der Ebene, projektivo Geometrie und In'/,idenzgeompfrie hier iden- 
tische Begriffe sind. Danach muß sich ?.. H. d^r I^fi^iff ,,DV" lediglich 
auf den Begriff der lu^ideuz zurückführeu lassen, innerhalb der Grenzen, 
die sieh die Herrai Verfasser gesteckt haben, ist der direkte Nachweis hier- 
für nicht erbringlich. aber es sollte wenigstens im Interesse des Anfängers 
eine größprp prlBtiternile Anmerkung ancfbracht werden (die Anm. S I 1 
geniL't nicht). F<-'rni'r müßte lior Schluß des nach Darhoux geführteu 
Beweises, daß harmonist-h aufeinander bezogene Gebilde i. Stufe projektiv 
sind, der gerade die meiste Schwierigkeit bietet, etwas anafthrlieher gehalten 
sein (S. 174—193). 

Nnch Uuterstichnngen über die kollineare unä reziproke Verwandtschaft 
folgt die (iffi)ie Gcomrtrie in der iSicne. Ist deren uneigentliche Gerade, 
so stellt das spezielle DV 

—■ das AV der Oeraden n in bezug auf die Punkte P und Q — eine 
dtaraktirt.sltsdie absolute ItwuriatUe der affinen Gruppe vor. Auch das Ver- 
hsltnis paralleler Strecken nnd das nBchenyerhtttnif sind soldie Invartanten. 
Naturgemäße Koordinaten sind hier diejenigen DV- Koordinaten, bei denen 
eine Fundamentalyerade nyt der ztisammenfJlllt: sie werden homogen 
als allgemeinst e Hessesche Kooidinaten, nicht homogen als allgemeinste 
Cartesiscbe Punkt- und Plückersche Linienkoordinaten bezeichnet Gans 
hesonderas Litwesse dürften in diesem Kapitel die Entwioklnngen erwecken, 
die eich an die Einf&hmng der Eichkurve des C artesischen Koordinaten- 
systems — einer reellen Ellipse — knüpfen, wobei wir auch den affinen Stamm* 
satz des Pvtbagorüischen Lehrsatzes kennen lernen i S. l'J l— 2U6). 

Zeichnen wir die absoluten Punkte und uer Lbene (das absolute 
Fear der Geraden ans, so erweitert sich die affine Geometrie um die 

Orthogonahnetrik rar äquifarmm ebenen C^€ometne. Sind G^, G^j 

die nneigentlichen Punkte der eigentiiehen Geraden ^, ft, t, ist ferner 

^Xjr, so wird das apeaieUe DV 

das BV der Geraden h nnd • in bezog aaf die Gerade g genannt Es 
wird also hier (ahnlich wie im eigentlichen JBfiichel) nicht direkt daa ab- 

AidhlT dw Matbamlik aad Pkjrik. IIL n«lte. XIL IS 
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soluto Pur benutzt, um durch das DV {ghJ^I^) einwi neuen, ori^ogonal- 

metriscben Beg^riff zu erlangen, weil die Zahl {ßh /,) durch ff and h allem 
nicht eindeutig bestimmt und für rer-lle g und h im all^meinen imaginflr 
ist. Das AV und RV bilden 2uäammen ein diarakUrkUsdics System ab- 
soluter Iniariantcn der Squiformen Gruppe. Jeder abgeleitete fiquiforme 
Begrif moB sich daher anf die Begriffe des AVes and BVes sorficlcftttiren 
lassen. In äquiformen Feldern sind homologe Winkel kongruent; die Trans- 
formatinnen der äiiuiformen Hnippe führen mithin ihren Namen mit Recht. 
Nntiirgpniiilji' Koordinaten simi hit>r die gleit hsöitig orthogonalen Parallel- 
koordiuat4^n ; die nicht homogenen l'unktkoordiiiaten dieser Art .sind identisch 
mit den rechtwinkligen Koordinaten. Die geometrisehe Bedeatung von Sinus 
and Cosinus wird in der fiquiformen Geometrie gegid^en, der auofa die Begriffe 
des Lot- nnd Simisvfrliriltnis>e.s fin h^ziig Muf eiu Speerepaar^ ang-fhoron. 
Da"^ T>V eines Pnnkt-licraden-Wurfes kann als Quotient zwfier Lotverhült- 
nisse, das eines Strahleuwurl'es als Quotient zweier Sinusverhältuisse dar- 
gestellt weiden (S. 827—255). 

Der Rest des Baches bringt Anwendungen auf die Kurven IL Ord- 
nung und Tl. Klasse, deren allgemeine prqjektiTe Eigenschaften auerst 
entwickelt werden (S. 25*» — 27 0- 

Ahidaun folgen reio algebraische Betrachtungen über reelle quadratibche 
Formen -von ft Yariabeln, so das TrSgheitsg^etz, ferner die Bestiiaunnng des 
Kanges q(/) und der Signatur Si/) einer solchen Form f aus ihrer 
charakteristischen Rtihe nach l'ro^• r ius. Die Zahl n — ^{f) heißt der 
Terschwindungsgrad v{Ä) der Determinante A von f, der absolute 
Wert 5 (f) von S (/) die Signatar der Gleichung /" — 0 oder auch die Signatur 
5 (A) Ton Ä, Die numerischen Invarianten v (A) und 5 (A) der Form freichen 
hiiil, xm wie frOher im Falle n 2 die projektive Klansifikaikm der Elemente- 
pnarp, nun nnch filr H diejeni'/e der Kurven II, < *rdiinng oder II. Kl;is>e 
voriunehmeu. Die nicht entarteten Kegelschnitte frijlj "| zerfallen z.B. 
in imaginäre [s{Ä)~3\ und reelle [^^^.4^1= Ij ^S. 276 — 297). Bei der 
af6nen Klassifikation dieser Karren hahen wir dann weiter die pmydsiwe 
Be.schaffenheit des Pnnktepaarss an antersuchen, das die mit der Kurve 
Tl. Ordnung bezw. mit der zur Kurve II. Klasse adjungiertcn Kurve IT. Ord- 
nung gemein hat. So ergibt sich aus ztrci jifoj-ld'tvr-n Klasäihkaiiouen die 
affine Klassifik^itim der Kurven IL Ordnung bt zw. iL Klasse, wobei nur 
noch bei dem reellen Pnnktepaar auf einer eigentlichen Geraden nnd dem 
Doppelpunkte eine weitere Spaltung in das eigentliche und das eigentlich- 
uneigentliclio l'aar he/.«, in den eigentlirlieti und uneigentlichen Doppel- 
punkt niititr ist. Diese:; Einteilungsprinzip kommt In der Tabelle für die 
afßneu Klassen der Kurven U. Ordnung besonders klar zum Ausdruck 
(S. 346^353). Bei der äquiformm KiauifiktOk» wird endlich das projek- 
tive Verhalten des anendlich fernen Fanktepaares eines Kegelschnittes zum 
absoluten Punktepaar 7j seiner Ebene in Betracht gezogen. So zerfallen 
bpi der atlinen KIas.<ifikatinn dip reellen, nicht entarteten Kegelschnitte in 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln; bei der äc^uiformon wird dann von 
den Ellipsen der Kreis als Ellipse, welche dorch. die Punkte und 
geht, und von denHjperbehi die gleichseitige Hjperbel, deren uneigent- 
liche Punkte die Punkte ly und harmonisch trenneUi orthogonalmetrisoh 
ausgezeichnet (S. 418—422). 
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Die prAjektivp Gooiueirif der Kegelschnitte befaßt sich des weitcreu 
mit der Poiuntat in bezug auf einen Kegelschnitt (KS). Was bierbei 
8. 806 Uber die Foldreiecke in bezug auf emen KS gesagt wird, ist nicht 
ganz korrekt. Zunächst müssen natürlich daselbst unter 4a) die Worte 
„hyperbolisch" und „ellii)tisch" vertauscht weiden. Dann muß es unter 4 b) 
beißen: „Nur eine Ecke und ihre Gegenseite sind reell; diese Elemente sind 
dann entweder hyperbolisch und die beiden iinaginftrea Ecken (Seiten) sind 
konjugiert im^inftr oder nieht ko^jngiert imaginftr, oder aber dieee Elemente 
sind elliptisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind nicht kon- 
jui^iort imaginilr." Nach dem eben und dem 1. c unter Gesagten kann 
man also aus dem elliptischen bozw. hyperbolischen Charakter der reellen 
Elemente eines beliebigen Poldreiecks nicht imnur erkennen^ ob sein KS 
iraaginSr oder reell ist (8. 298—311). 

Aus der Polarentheorie fließen in der affinen Geometrie der K8e die 
Begriffe „Mittelpunkt" und „Durchmesser eines KS", auch treten jetzt 
die Asymptoten eines KS auf. Als Eichkurve des Koordinatensystems 
wird hier auch die Hyperbel eingeführt und ein schon oben erwähnter Satz 
snm ^thagorftiflchen Lehnatz der affinen Geometrie erweitert. Besonders 
* hervorzuheben sind hier noch die affinen VeraUgemeinerungen der Sitze 
Ikber die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis (S. 353 — 386). 

In der äquiformen Geometrie der K8e werden die Hauptachsen sehr 
zweckmäßig als dasjenige Durchmesserpaar definiert, das sowohl das Asymp- 
totenpaar, als auch das Ton den Polaren der KreUponkte I^, /, gebildete 
Geradenpaar — des Paar der Kreispunktpolaren — harmonisch trennt. 
Die Transformation eines KSes auf den Mittelpunkt gehört in die afBne, 
die auf die Hauptachsen in die üquiforme Geometrie der KSc. Die scharfe 
Trennung der Geometrien hat, wie mau sieht, auch ihre Schattenseiten, 
indem eng zusammenhSngetide Dinge auseinandeEgerisBen werden messen 
(8. 43S'-450). 

Die drei v.crschiedenen Geometrien des KS-Büschels imd der KS -Schar 
werden so ausführlich behandelt, daß es iinmf^glieh ist, diesem Gegcnstiind 
auf beschränktem Baume auch nur einigermaßen gerecht zu werden. Wir 
wollen diese sdiOnen üntersachungen nor allgemein dahin (diaiakterisieren, 
da0 die BealitllsTertdltttisse im weitgehendsten Mafie BeHleksichtigung finden, 
und dafi die Einteilung der KS-Büschel und KS Scharen in den verschiedenen 
Geometrien systematisch und vollstiindig durchgefühi"t wird. Toter den 
orthogonalmetrisch ausgezeicknuten KS iScharen ist die konfokale Schar 
die wicbtigüte. Aus den allgemeinen projekÜTen Eigenschaften der K8- 
ScharMi werden die widitigstsn Eigwischaften der konfokalen 8char, die 
früher teilweise direkt entwickelt worden waren (S. 451 — 470), Systematisch 
abgeleitet (S. 312— 345; S. 387—417; S. 471—501). 

Den Schluß des I. Bandes bildet ein kurzer, leichtfaßlicher Anhang 
über Dctermimnten aus der Feder des Herrn Heftter (S. 502 — 517).^) 

Hfige es dem Bef. gelungmi sein, dem Leser räum hinreichend tiefen 
Einblick in das Buch gegeben su haben, um ihn zu einem eingehenden 



I i Druckfehler: S. 91, Klammer: =0 sUtt -f-0; S. 224, Z 11 v u : (. — 8 
statt ( = ^ ; S. 221), (6) letzte Klammer: C'^ statt S. 349, vor der größten Klammer: 
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Studium des schöuen Werkes zu veranlasseni eines Werkes, das mit dazu 
geeignet «neheint, den Lehrbftcliflana der aoalytüH^Mn GeomeMe in Zukunft 
ein ganz neues Gepräge aufmArlldceii, wobei es für den Kundigen von 
besonderem Interesse sein wird, ob und in welcber Weise sich die gelegent- 
lich geäußerten prinzipieUett und pädagogischen Bedenken beseitigen lassen 
werdt^ii. 

Osthofen t Hheinhessea). P. Muth. 

M. Simon. Über die Eutwicklung der Elementargeometrie im 
XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung. Vin, 378 8. Mit S6 Fig. gr.B". Leipzig 190$, B. G. Teubner. 

Eine grofie Vorarbeit fftr die Gescbichte der Elementargeometrie im 

19. Jahrhundert ist in dem vorliegenden Buche geleistet. Ursprünglich 
war das Werk Tür die Enzyklopädie gescb riehen : 'lie gewälilte äußere 
Form, der stark gedrungene Stil, dann die Schwierigkeit, da« riesige Ziiatcn- 
material auf Grund der Zettelsammluug bibliographisch treu zu revidieren, 
nicht zuletzfc wohl auch der Umfang, auf den die Sammlung angewachsen 
war, schienen dem Kähmen der Enzyklopädie nicht zu entsprechen und 
v<»ranlaßten eine gesonderte Herausgabe. M. Simon hat mit ausdauerndem 
Fleiüe die Literatur des 19. Jahrhunderts, soweit »ie die auf den höheren 
Lehranstalten gepÜegte Elementargeometrie betrifft, gesichtet und in scharf 
gegliederter Disposition zusammengestellt. In Betracht gezogen ist nicht 
nur die deutsche Literatur, weun sie auch bevorzugt erselieint, sondern auch 
die ausländische; bei dem umf:iu.rreich>'n Kapitel „Lehrbücher, Aufgaben- 
sammlungen"' ist geradezu eine l ntergruppiemn^' moh Nationen vorgenommen. 
Das Jahr 19Ü0 ist streng iil» Grenze festgelialt«u j nur wenige Notizen, die 
dem Verfasser gelegentlich anfsfciefien, fftbrön weiter. Im allgemeinen Teil 
rechtfertigt Simon die gewählte Stoffunigrenzung, charakterisiert in knraen 
Zügen den von der Geometrie im 19. Jahrhundert eingeschltifronen Ent- 
wicklungsgang nnd behandelt die Geschichtsforschung auf dem (iel)iete der 
Mathematik währeud dieses Zeitraumes , dauu die Methodik und die Lehr- 
mittel. Der spezielle Teil umfoBt neun dem UmfSuige nach recht ungleich* 
artige Abschnitte: Parallelentheorie, Kreis, Flächeninhalt, Dreiecke, Polygone, 
allgemfine ebene Kontiguratiouen, allgemeine räinnlii he Beziehungen, beson- 
dere räumliehe Beziehungen, Trigonometrie. Sömtlieho Ahsiehnitte sind 
wieder meiirtach weiter gegliedert; so werden beim Kreis 7 üuterabteilungeu 
aufgestellt: Quadratur des Zirkels, legulfire Polygone und Kreisteilung, 
Trisektion des Winkels, ▼erschiedene KroissätEe, Inversion, Taktionsproblem, 
Schließungsproblcm; hol der ersten Unterabteilung „Quadratur des Zirkels" 
z. B. finden sich naeii einleitenden Benierkunsren die Untergruppen: aj zu- 
sauimeufassende und geschichtliche Werke, b^ i^uadraturen, c) Nilheruags- 
konstruktionen, d) Bogen, e) Numerische Bsredinung von jr, f) durch 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, g) Methode des Archimedes, h) Methode der 
Tsoperimetrie, i1 Tiunulae Hippocratis. — Den größtrn Teil des Buches be- 
ansprucht die Titelsammlung: vielfach sind den anireführt« :! Sehrifteii kleine 
referierende oder kritisierende Bemerkimgen beigegeben. Die zusammen- 
fassenden Ühersichteu sind sehr aphoristisch gehalten, zum Teil in stark 
subjektiTer Fftrbnng. 
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Die Literatrirnnfral>on sind iiuücrst reichhaltig und in den Einzel- 
titeln zumeist wohl auch genau genug, um jedem, der sich über ein 
bestimmtes Gebiet Auskunft holen will, das nötige Material an die Hand 
BU geben. Die Geschichte der Mathematik zu bearbeiten, wird um so 
schwieriger, jo weiter sich der Forsclicr der Neuzeit nähert. Der in Aus- 
sicht gestellte vierte liand zu Cautors Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik wii-d nur durch die Mitarbeit eines ganzen Stabes von Gelehrten 
möglich. Die Bearbeitung sdbst spezieller Gebiete ans dem 19. Jahrhundert 
kann eines Mannes Schulter nicht mehr tragen. Um so mehr ist die 
Leistungskraft Simons anzuerkennen, der für ein durchaus nicht kleines 
Gebiet wie die Elementargeometrie dem Geschichtsforscher das Material vor- 
zubereiten und die Wege zu ebenen versucht hat. 

Berlin. J. Tropfke. 



Yonderiimi. Paralleiperspektive. Kechtwmklige und schietwinklij^e 
Axonometrie. 112 S. Mit 121 Fig. Sammlung Göschen. Leipzig, Göschen. 
M 0,80. 

In den beiden ersten Abs^dmittan wird mit Benutzung des Grund- und 

Aufrisses eines K^>rpers die Entstehung und Herstellung seines axonometrischen 
Bildes för die verschiedenen Projekt ionsarten anLreirehen: im dritten foljren 
Autgaben über Lagen- und Maübeziehuugen unabhängig von der orthogonalen 
Ftojektion, und schlieBUch werden die Schattenkonstruktionen b^prochen. Dia 
DarsteUnng ist Idar und einfach, und viele Figuren erleichtern das YenitSndnis. 
Berlin. P. Schafhbitlin. 

Elslsser. Leitfladeii der Stereometrie. Mit 61 Fig. Stuttgart 1906, 
Grub, gebk JL 1,50. 

Mit Rücksicht auf die Lehrjiläne von 1901 zerfullt der Leitfaden in 
awei Teile: der erste propädeutische gibt die Bes( hnnlnmg. Abwicklunsf und 
Inhaltsformein der einlachäten Körper, der zweite die systematische Be- 
gründung der stereometrischen Hauptsätze. 

Aus dem eisten Teile hatte der Satz des Gavalieri ganz wegbleiben 
können, oder er hfttte ohne einen Beweisversuch angegeben werdt M sollen, 
dagegen hätte \m zweiten Teile eine strengere BegrOndung der InhalUformei 
für Pyramiden angegei)en werden müssen. 

Die Ableitung der Hauptformeln der Stereometrie bewegt sich in den 
ttblichen Gleisen, die nicht immer die einfachsten Beweise liefern. So sind 
die Beweise für den Hauptsatz über das Lot auf einer Ebene (i^ 12. 1) 
un<1 für den Neigungswinkel einer schrägen Geraden 15. 4) recht schwer* 
taUig. 

Die Figuren in einem stereometrischen Lehrbuche müssen mit besonderer 
Sorgfalt heigesteUt werden, um bei den Schfllem einen räumlichen Eindruck 

zu erwecken. Hier sind bei der ^lelirzahl der Figuren alle Ebenen dorch- 
sichtig behandelt, d. h. die verdeckt geh'ir'ut'ii Kanten etc. sind ebenso 
grv.oichnet wie die vorn gelegenen; meiner Meinung nach erschwert dies 
dbu räumlichen Eindruck ganz erheblich. Besondei'S luangenchm aber berührt 
es, daß von dieser Methode an eiosselnen Stellen abgewichen ist. So sind 
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gleich bfi <]er ersten Figur die verdeckten Würtelkanten gestrichelt, die 
ebenso uuäicht baren Diagonalen und die Mittellinie dagegen sind ausgezogen 
gexeiclmflt; recfat auffftllig ist die vencliiedeBe Art der ZeichDiing bei den 
nebeneinander gelegenen Figuren 31 und 32. Auf eine gründliche Durch- 
arbeitung des figürlichen Teiles muß bei einer nenen AnfUge beeonders ge- 
achtet werden. 

Berlin. P. Schakfikitlin. 

W, Voiprt. Thermodynamik. 2 Bände. 3G0 u. 370 S. Sammlung 
Schubert XXXIX u. XLVIll. Leipzig 1903 u. 1904, G. J. Göschen. 

Das vortrr'flfliche Werk bietet in klarer, raatheTnatischer Form nnd in 
steter Aulebnuiig an die Resultate der experiinentelleu Forschung eine vor- 
zttgliehe Einfllhnui^ in das weite Gebiet der Themodynaioik. Znerst 
werden die allgenieineti Grundlagen sowohl der Mechanik wie der reinen 
"Wiirmelebrc, anf denen sich die Thermodynamik aufbant, in kurzer, präziser und 
h(*ch.st eleganter Form entwickelt. Sodann folet die Tbermod^vnamik ftlr 
ideale Gase, wobei die Zustandsünderung sowohl als Funktion von Druck 
und Volnmen, wie als Funktion Ton Entropie und Temperatur dargestellt und 
die Bedeutung beider Dantellungsarten klargelegt wird. Den Methoden zur 
experimentellen Bestimmung des Verhältnisses der spezifischen Wilrmen, sowie 
den Anwendungen der fttr ideale Gase geltenden Gesetze nuf kosmische 
Vorgänge ist Je ein Abschnitt dieses Kapitell gewidmet, das Grundprinzip 
des Arbeits« und Kiltemaschinen wird an dem Garnotschen EreisproseB 
entwickelt. Das dritte Kapitel „Thermodynamik für beliebige zweivariable 
Körper, insbesondere snlehe die unter allseitig gleichem Druck stehen" 
b^'schUftigt sich nur dem zweiten Hauptsätze und seinen Anwendungen auf 
die wirklichen Gase, wobei u. a. da-s Prinzip der Lindeschen Kältemaschine 
erlSotert wird, auf FIfissigkeiten und feste Körper, die unter allseitig gleichem 
Druck stehen und anf zylindrische feste Körper unter einseitigem Zuge. 
Femer wird die W. Tbomsonsche alisolute Temperattirskala besprochen. 
Das Schlußkapitel des ersten Bandes behandelt die Thermodynamik von 
Körpern, deren Zustand von lieliebig vielen Variablen abhängig ist, mit An- 
wendungen auf die Theorie der ElektmitSt 

Der zweite Band zerfUUt in zwei Teile: Thermo-chemisohe und Thermo- 
elektriscbe Umsetzungen. In dem ersten Teil werden vom Standpunkt der 
Phasenlehre aus die Vorgänge der \ erdampfung und KondenBation, des 
Schmelzens und Erstarrens, der Mischung und Lösung, der allgeuieiucn 
«hemiachen Umsetsung, ferner die Theorien der Tordftnnten LSsungen, der 
gewöhnEehen und der elektroiytischen Dissosiation thermodTnamiach be- 
handelt. Es werden Anwendungen anf meteorologische Vorgänge und' auf 
die Theorie der Dampf- Arbeits- und der Dampf-Kälte-Maschinen, sowie 
der Explosionsmaschinen gemacht. Der zweite Teil beschäftigt sich aunächsi 
mit der Elektrostatik, besonders der mechanischen Arbeit bei der Elektri- 
sierung xmd bei der Enregung eines Dielektrikums, der Pyro- und F!ieao>Elek- 
trizitSt und den analogen magnetischen Vorgängen. Sodann folgt die Thermo- 
dynamik des Galvanismus, insbesondere die Theorie der Stromwärme, des 
Thomson- und Pekier-Efifekts und der galvanischen Elemente. Das dritte 
und letzte, als Anhang beseidinete Kapitel, beschRfttgt sich mit der Thermo- 
dynamik der Wärmestrahlung. Dieses, wie flberhaupt der ganze letste Teil, 
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etwas aphoristisch gehaltene Kapitel, in welchem auch die neueren Arbeiten 
über die Stiublungsgesetze bis zum Jahre 1901 besprochen werden, enth&lt 
in aeinem letrten Pftngrapben «inen inteiMsanten Huiweifl darauf, da& es 
mobt erlaubt ist, das Kircbhoffsfibe Gesetz auf eine einzige zirkular- 
polarisiprtf» Sph vinfrungsart allein anzuwenden, weil bei der Reflexion rechts 
zirkularpoiansiertes Licht in links zirkuläres umgewandelt wird. 

Schon aus dieser kurzen Übersicht ist wohl erkennbar, wie reich der 
lohalt dieses Baches isfc. In der Tat führt es den Leser tief in die Matme 
hinein und bietet durch die gleich liebevolle und vollendete Behandlung der 
mathematischen Analyse, wie der Barstelhing der Experimentn und der An- 
w^endungen auf allgemein wissenschaftliche und technische Probleme eine zwar 
nicht immer leichte, aber stets anregende und abwechslungsreiche Belehrung. 

Breslau. B. Pringshboc. 



J. Classen. Tkeune der Elektrizität und de» MaguotiamuM. 2 Bände, 
184 n. 251 Beiteo. Sammlung Schubert XLI n. XLTT. Leipzig 190S 
u. 1904, G. J. Gdsehen. 

Auf vcrs( hiedoticu Wegen können wir die steilen Höhen der Faradaj- 

Mnxwpllsc'hpn Theorie erklimmen. Wer vermöchte zn entseheiden, welcher 
von ihuen der beste ist, und ob überhaupt einer von ihnen der beste ist? 
Das Urteil hängt von der Neigung und Begabung des Touristen und von 
der Tttohtigkeit und QeschiddicUceit des FHhrers ab. In jedem Falle mlissen 
wir unserm Führer dankbar sein, wenn er mit sicheren Schritten voran- 
sehreitet. die zum Ziel führende Hiclittmg möglichst fest im Ati::p behält 
und uns finf dem Wege schöne und weite Blicke über <las durchwanderte 
Gebiet gewahrt. Und wir dürfen es ihm nicht allzu sehr vurüboln, wenn 
er uns anoh einmal Uber eine schwierige Stelle in kfihnem Sprunge hinweg« 
trigt^ selbst wenn wir nachher nicht recht begreifen, wie wir auf den ueu- 
gewoTinenen Staudpunkt gekommen sind. In diesem Sinne wird jeder, der 
sich durch das vorliegende Buch in die Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus einführen läBt, dem Verfasser aufrichtigen Dank zollen. 

Das Buch ist nach einem wohl durdidachten Plane angelegt in dem 
ersichtlichen Bestreben, alle an die alte Femwirknngstheorie erinnernden 
Rudimente abzustreifen. Zunü hpt wird eine ktin^e, vielleicht etwas zu 
abstrakte Übersicht über die Grund versuche der Klektrostaf ik gegeben, aus 
denen zwei einfache Methoden zur experimentellen Bestimmung der fuuda- 
moitalen Eigenschaften des elektrischen Feldes folgen. So werden die 
Begriffe der NiTeaoflächen, Indaktbnslinien und £adnktionsröhren eingeführt 
und sodann aus der Analogie mit einer strömenden Flüssigkeit die mathe- 
matischen Grundgleicbungeu der Elektrostatik in physikalischer Ansi hau- 
lichkeit gewonnen. Die sehr bescheidene Anwendung einiger weniger Begriffe 
der Yektonnaljsis wird selbst demjenigen das VerstSndnis erleichtem, dem 
diese Begriffe zum ersten Male entgegentreten sollten. Die zunächst hypo- 
thetisch eingeführte Zulässigkeit des li\ drodynamiscben Bildes wird durch 
den Vergleich der theoretisch gewonneneu E'^^t:!t!i*f nut der Erfahrung ge- 
stützt. Die so gefestigte Theorie findet dann auf die zuerst besprochenen 
Girndversiidie nnd auf die wi<ditjg8ten elektrostatisohen Meftmetiioden nnd 
Appants lohnende Anwendung. Gans im Sinne der oben hervorgehobenen 
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Omndtendoni des Weackes wird das Goulombflche Gosets nicht xor Begrfliiduiig 
der Theorie heriageiogM, 8<nid«ni «ni auB ihr entwidtett Dleaer theo* 
retiachA Vorzog hAtte Oßk aber aacb wohl erreichen lassen, ohne daB es 

nötipr gewesen würo. lipi dpr Grundlegung der Thporie stAtt der allgemein 
übUchen Goulombsciieu Methode zur Messung der elektrischen Kratt ein 
physikalisch sehr viel weniger anschauliches Verfahren zu Hilfe su nehmen. 

Der 3. Teil des 1. Bandes gibt die Elektrokinetik ond behandelt die 
Theorie der stationären elektrischen Ströme, die elektrochemischen Vorgänge 
und die Thermoelektrizität Auch hier ist die Analogie mit der flflssigkeits- 
strömung sehr anschaulich durchgeführt. 

Der 2. Band bringt die Darhtellung des Magnetismus und des Elektro* 
magnetismus. Wenn im sllgemeinen anoh diesem Bande die gleichen Vor- 
SÜgS nachz.urülinien sind, wie dem ersten, so ist doch die Darstellung der 
Gnindbt'frritYu des Magriftismus nicht eiuwaixlfrei- Der Verf. macht zwar 
mit alier Schärfe darauf aufmerksam, daß os keinen wahren ^Fapnetisuius uud 
keine magnetischen Leiter gibt, uud daß daher ein iundumeutaler Unter- 
schied zWischen der Elektrostatik ond dem Magnetismus besteht, trotsdem 
aber führt er die magnetische Kraft und magnetische Induktion durch eine 
rein Sußerliche Analogie mit den entsprei Lenden elektrischen Grtißen ein, 
und die physikalische Bedeutung dieser magnetischen Crruudbegrifl'e gelangt 
nicht klar genug zur Anschauung. 

Sehr VA loben ist die grofie Sorgfalt, mit welcher der Verf. überall 
sich bemüht die Hypothesen klar als solche zu kennzeichnen und auf ihre 
Erweiterungsfilhigkttt und ürweitemngshedürffcigkeit hinzuweisen. 

Breslau. £. Piukosheiu. 

Irring Fisher. Zuzse Binleltnng in die DUrevontlal. und Integnl- 

rechnung. Aus der 3. englischen Auflage übersetzt von N. Pinkus. 

IV, 72 S. Mit 11 Fig. gr. 8. Leipzig' in04, B. G. Teubner. Geh. 1.80 
Drr durch seine Arbeiten über Anwendungen der Mathematik auf die 
Nationalökonomie bekannte Verfasser hat in erster Linie für seine Zuhörer 
eimeii karsan LeitiSiden der lufiniteiimalredmnng gesehrieben, der auch weiteren 
&eisen von Nichtmathematikem, die durch Beruf oder Neigung zur Be- 
schäftigung mit höherer Mathematik veranlaßt wenlen, empfohlen worden 
kann. Natihlicli wird man an ein derartiges Bueh nicht die Fordemncr 
großer Strenge stellen; es entspricht in diesem Punkte ungefähr den früher 
so beUebteu Lehrbüchern von Lübsen. Dafür zeigt es ahor die firisehe und 
stets auf anschauliches Erfassen gerichtete Form der Daistellung, die einen 
Vorzug der populären englischen Literatur bildet. Die Auswahl und Be- 
schrankunfT des Stnrtes ist im großen und ganzen rweekmäßig. Die etwas 
naive Bemerkung aiuf S. Gl; „Abhandlungen über Integralrechnung pliegeu 
sehr umfangreich zu sein", kaun entbehii werden, ebenso wie der merk- 
würdige Satz: „Eine absolut ▼oUstBndige Tafel von Integralen gibt es nieht, 
da sehr viele Integrale bi.s jetzt noch nicht aufgelöst worden sind**. Statt 
dessen wäre wohl eine Daistolhing der mechanischen Qnadratnr am Platze 
gewesen Die Übersetzung ist lesbar, wenn auch nicht frei von Anglizismen; 
auf Jeden Fall aber hätten die englischen Maße, wie Fuß oder Meile, duich 
metrische Maße ersetzt werden sollen. 

Straftburg i. E. Paul Epstbin. 
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Robert Fricke. Hauptsätze der DifPerential- und Integralrechnung 
alB I«eitfadea zum Gebrauok bei Vorlesungen. 4. Auflage. VU, 
218 S. BcMiDSchwflig 1906, Yieweg und Solln. 

Die dritte Auflage dietes bekannten trdilicben Buches ist in Bd. VI, 

S. 325 dieser Zeitsi^iift besprochen worden. Die neue Auflage unter- 
scheidet sich von der voraufgehenden nur durch ein^ .rröRerc Reihe stilis- 
tischer Andminpen nnd dm (4i einige sachliche Umgestaltungen in der Erklärung 
von Begritfen und der Anlage von Beweisen. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 

Oskar 8chlÖmil<'li. Übungsbucli zum Studium der böberen Aualysis. 
Fünfte Auflage, bearbeitet TOn Dr. E. Naetseb. Erster Teil: Auf- 
gaben aus der Differentialrechnung. Vm, 873 8. Ifit 85 Fig. gr. 8^ 

Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 8 Jl. 

Schlömilchs Übungsbuch, das sicli gleich den aiidoien Lehrbüchern 
dieses Verfassers bei vielon Oenoralionsn von Studierenden einer großen 
Beliebtheit erfreute, hat in Herrn x<aetsch einen sorgfältigen Herausgeber 
gefunden, der treu bemfiht war, dem W«rk« seine Eigenart an erfaaltan. 
Er bat deshalb wedw im Stoff noch in der Anordnung wesenfliehe Ände- 
ningm vorgenommen und seine eignen Zusätze auf wenige Einschaltungen 
beschränkt, von denen nur eine über Transformationen in der Ebene einpn 
größeren Umfang besitzt. Fast möchte man wünschen, er hätte sicli etwas 
weniger Zurückhaltung auferlegt, denn nach meiner Auslassung liegt in der 
Keigung des Verfassers zu speziellen nnd oft abseits führenden, wenn auch 
fast immer interessanten Entwicklungen eine gewisse Gefahr für jüngere 
Studenten, für die es doch in erster Linie bestimmt ist. So könnte die 
Einleitung Über Grenzwert« von Funktionen sehr stark gekürzt, das Kapitel 
über Bethen mit überspnmgenen Termen ganz weggelassen werden; dafür 
wflrde man gern eine weifergehende Berfleknchtignng der Anwendungen in 
Tiiuscli nehmen, denn obwohl § 62 die Überschrift trägt: „Geometrische 
und jihysikali^clie Aufgaben", so findet man liier nur eine einzige sehr 
spezielle Aufgabe mit phrsikalisfhem Anstrich, niunlii h über das Maxinnun 
der Flächenbeleuchtung, wenn die Lichtquelle sich auf einer vorgeschriebenen 
Bahn bewegt; sonstige Anwendungen, mit Ausnahme von geometrischen, 
sucht man im ganzen Buche Tergebais. 

Straflbuzg i. E. Faitl EpSTBDt. 
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L AnfjKaben und Lelinfttoe. LarangMi. 

A. Anffraben nnd Lehrsiitze. 

182. Welche Kurve wird durch die beiden Gleichungen dargestellt: 
X — 4r eos^m CM 2tt» jr— 4r am'«» sb 2co? 

Wdoh« isl di6 geom«triselie Bedentnng des Panunetm »? 
Speyer. E. Wiblkitmbb. 

183. a) Zwei Kreise mit den Mittelpvmkten 0 und 0' hnlun, auf 00' 
geoiebsen, die Durchmesser AB 2M, A' B' = 2r; A' V sei gleich a. 
Man ziehe durch A' irgend einen Strahl, der die Kreise bez. in schneidet, 
und uiache A'P'" A Q — A*Q\ so besolireibt P im aUgemeineii eine bizir^ 
Inilare Quartik mit Doppelpunkt in A\ Welche Beziehungeu mü^^sen zwischen 
Hy r und a bestehen, rl-^mir die erzeugte Kninre 1) eine Pascalache Scfaneckei 
2) eine BemouUische Lemniskatp sei? 

b) Weuu sich die beidiu Kreise in B B' j berühren, so entsteht in A' 
offenbar eine Spitze ( vgl. Aufgabe 154 in Bd. 10, 328). Man drücke die 
Fläche der so PiitstaiKleneu Kurve durch B und r aus und zwar l) bei äußerer 
Berfibrung (biroförmiger Typus), 2) bei innerer Berührung (Kardioiden^us). 

Speyer. H. WiBLamtrat. 

184. Als Tran<;v«'rsale eines Polanireieckes hat jede Tangente eines 
Kegelächnitte& einen harmonisch /zugeordneten Punkt. Wie lautet die Orts- 
gle&chung dieses Punktes? Wie findet man in ifam die jedesmalige Tangente 
der zmrQckgelegten Kurve? 

Holzminden. G. KoBEit. 



185. Es sei OA^OB und <^0i^ = 90^. JJetrarhtet man alle 
durch B laufenden Hyperbeln, die OA in 0 berühren und die Eigenschaft 
haben, daß eine ihrer Asymptoten durch A geht, so schneidet jede den 
ümkreis des Dreiecks ÄOB anBer in 0 und B noch in zwei Punkten U 
und V. Es soU rein geometrisch bewiesen werden, daß die durch 0 zxx 
den Asymptoten pe7;ogenpn Parallelen die Gerade U V stets in zwei Punkten 
troffen, die atif dem Kreise über dem Durchmesser OA liegen. Dieser Kreis 
ist also der geometrische Ort lür die Schnittpunkte sÄmtlicher Geraden U V 
mit den dvrch 0 zu den Asymptoten der Hyperbelschar gezogenen PanUlelen. 

Breslau. 0. Outschb. 
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B. Lüsan^n. 

Zu 157 (Bd. X, S. "528) (0. Meißner). - Man trftgt auf den Seiten 
des Dreiecken ABC von Ä aus auf AB bis Z), von B ans auf BC bis i\ 
von (7 aus auf CA bis die gleiche Strecke p ab; wie ist p zu wählen, 
damit Ai>£F-iAilBO wird? 

Brste Lösung. Wenn ADEF^^AABO ist, so ist aueh 

AADF ^ ABED -i- ACFE r~ lAABÖ. 



Nim ist 



A^DJP>--tj»(&— j>)nika, AilBC» 1 66 8111«, 
ASED |i)(c — j>) sin /3 = -l^i) (c — i?) ^ sin o, 



AC F E ^ ^p(a — jp)siii y Jj>(a — j») — sin «. 
Also ist jp zu bMtimmeii aus der GlM<^img 

ii^ (6 — 1>) sin « -f i i' ~ i') " i ^ ~ i') ^ sin « -y ftc sia 
woraus a/) (6 — p) 4- ~ — p) = { «^'C* 

(a+6-i-c) — (ai> + öc 4- *-«) i> 4- Inhr 

_ ad + 6c -j- CO ± >/ä»ft« + 6»<;* + c*a' ^ 

i* " 2>ff -f 5 + (•) 

£s existieren also zwei Werte für die Strecke p. 

Berlin. stud. math. Alfred Baruoh. 

Eine nhnüche Lösung ist noeh von Herrn stud. math. Webhbr Gabdbckb 
(Berlin) eingelaufen 

Zwaita Lösung. — Wie ist j» lu wlhlen, damit JDEF^ ^ J ABC? 

— Nach d«m hekannten Satse, daB die Fliehemnhalte sireim' Breieclce mit 

einem gemeinschaftlichen Winkel sich wie die Produkte der diesen Wink^ 
büdenden Seiten verhalten, ergibt sich ans der Gleiohang: 



die folgende: 



^ÄBC^ ^ABC^ JABC^ n 

P(p-P) . P{c — p) , Pia — P) ^ n — 1 
6c ca « 



hieraus folgt: 

^ (6c+<;a4- a6)a±y(6'c' -{-"c»^^~^«fc») »» - 8w(»t- 8)a6c(a + 6 + e) 

^ 'l>vn -\- b -\- e) 

Der größte Wert, den » annehmen kann, ist: 

4 a6c(a + & + c) 



2oftc(a -T ö 4- c) — (&»c« + c'a* + a*6*)' 

in diesem Falle ist: i.- l - i i. 

oc-^ ca-\- ab 

2(ä"4- fr + c) 

und das fineesehriel ene Dreieck ist am kleinsten. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 



Digrtized by Google 



188 



Tennuekie IliUtoilimgwL 



Eine Lösimg, die im weseDtticbea mit der Losung des Herrn Barucli 
flbereinstimmt, ist noch von Herrn W. Stegem&nn (Preiudatt) eingelftafen, 
der fllr f» » 2 den Absdinitt p in die Form bringt 



_ }/6«c* +c*a*-i-<»*&' \ 



wo a, |j, y die Dreiecks Winkel bedeuten, und dann fortfährt: „Bezeichnet mau 
mit if den LikreiBiadiiu und mit e» den Brocardschen Winkel dee Dreiedie 
ABCy 80 igt 

a + 6 + c ~ 8 2J °"sia»' 

also erhftlt man 

2 \sin a ' sin ^ ' «in y "•" Bin «/ 

Nimmt man bei dem letzten Gliede in der Klammer das negative Vor- 
seichen, 8o erlriilt man immer einen branchbaren Wert ▼on 0. Nimmt man 
aber das positiT e Yor aeichen, so wird, wenn e die kleinste Dreiedcsseite ist, 
p tOae Vfod; dann föUt Pxmkt D mit B zusammen. Für c > Yi^h 
wird p < c, und fflr c < "j/Jaft wird j? > c. Dieser letzte Wert ist 
unbrauchbar; das positive Vorzeichen ist also nur dann anwendbar, wenn 

c^l/föb^ist." 

Ähnliche Losungen too den Herren G. Hoff mann (Schorndorf; Württem- 
berg), H. Egerer (FrankfiiTt a. IL) und Herrn stnd. math. A. Wieferiek 
(Mfinster i. W.). Red. 

Zu 158 (B-l. X, 328) (0. Meißner). — Auf den Seiten des Drei- 
ecks ABC sollen drei Punkte A, ß, F so bestimmt werden, daß durch die 
Linien AB^ AF^ BF das Dreieck ABC in vier inbaltsgleiche Dreiecke 
zerfölli — 

Bezeidmen ay y die Seiten und Winkel des Dreiecks ABC, 

a\ b\ c die Strecken AF^ BA^ OB, so wird Terlangt 

AAFB - AB AP-« A CBA - iAASC, 

Nun ist aber 

AAFB — ie'{b — h*) sin «, ABAF^ \a{c — c') sin /J, 

A CBA = \ h'in — a^ sin 
AABC =*= g 6c sia « ^ cc sin = jab sin y. 

Demnach bestehen die Beziehungen 

A f' (b — &') sin tt = jbc sin fK , 

ja'(r — c') s'xn ß =■ l ca sin (i , 
^b'(a — a') sin y — ^ a6 sin y 

oder 

c' (b — &') = |&c, a'(c — c') = ca , b' (a — a') = \(ih, 
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woraus üah. ergeben 



a 



a 

2» 



b' 



h 



'8 



Die Punkte B, F sind also die Mitten von BC, CA, AB. 

Berlin. Btod. math. Altbed Babucb. 

Eiue ähnliche Lösung nocli von den Herren Atud. math. A. Wieferich 
(Mflnster L W.) und W. Qae decke. Red. 




Zu 1(>2 (Bd. XL 129) (P. Schafheitlin). Steht in einem gewöhn- 
lichen O'ler ülx'rschlaeenen Trapeze der eine Si-tcnkel auf den Grnndseiten 
senkrecht, und besehreibt man um beide Schenkel als Durchmesser Kn ise, 
so bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit deu Gegenschenkelu wieder ein 
Trapez^ in dem der eme Scbrakel auf den Gnmdseiten eenkxecht steht — 
Erste Lösung: Ich fasse den Satz all- 
gemeiner: Beschreibt man in einem beliebigen 
Trapez A Ii C D um beide Schenkel als 
Durchmesser Kreise, so bilden ihre zwei 
Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln 
wieder ein Trapez EFGH, dessen Winkel 
mit den Winkeln des ursprünglichen Trapezes 
gleich sind, so daß (s. Fig.) 

Beweis: Man ftllt von der Mitte jedes 

Trapezschenkels ein Lot auf den audc rn Schen- 
kel und zwar .1/^' L BC und NN' ±AD 
Dp- sivh diest' Lotf '.vie die Trapezschenkol verhalten, diese aber wie die 
Kreisradien, so hat mau die Pruportiüu MM' : NN' = MH : NG oder 

MM' Njr 
MH — NO ' 

Daher ist MHM' — ^ NGN'^ das Viereck MN II G ist also ein Seliueu- 
Viereck; ans analogen Gründen ist auch das Viereck MNEF ein Sehnen- 
Tiereck. Es ist daher ^ F]'JN = :r - ^ FMN = <: GMN^ ^ DAS 
oder A ^ V' and ebenso bei den übrigen Winkeln. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kauo« 

Zweite LOsnng: Ist in dar Ebene eines Kreises auf einer Sekante, deren 

Schnittpunkte K und F sind, AB die Projektion eines Durchmessers VC und 
UG auf diesem die Projektion der Sehne EF^ so soll 11 G Sehne desjenigen 
Kreises sein, dessen Durchmesser A B ist Um dieses zu beweisen, verbinde man 
nicht nur die Punkte A und B mit U und sondern auch D imd C mit 
E nnd F; dann IKßt sich leicht seigen, daß ^ AHB DEC und 
'^AGB^'^BFC ist Denn sowohl EH als auch FG teilt das Trapes 
ABOV in Kreisvierecke; infolge dessen ist das eine Mal EAII — ^ EDH 
und EBH ^ <: h:Cff, das andere Mal ^FAG^^FDG und 
^ FBG -^^FC (/, mithin auch ^AJIß''^DECuiid-^AGB''^I>FC 
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Im Fall des überscblageiien Trai>e/.es ist jedesmal eines der beiden 
Kreisvierecke, dereu Gegeuwiiikel die beuutzteu Winkel sind, oicht über- 
schlagen; der eine dieser beiden Winkel ist also dann dnreh seinen Neben- 
winkel sa eEsetien. 

Hohminden. Q. Konan. 

Eine Shnli<Ae Lösung nocb von Horm EOstlin. Bed. 

Dritte Lösung: in dein gegebenen Trapeze ABCJJ sei M die Mitte 
von AB^ iV die Mitte von CJJ, und mau setz© MÄ — Tj, = r,. 

Man ridie die Gerade MN, Alle von D ans anf JtfÜir das Lot DJ*, 
von M aus auf das Lot MO, von aus auf MO das Lot ifP. Dann 
folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke NDJ und NMO 

MO : MN^JD : iV*D » Jf^ : » : r«. 

AfO ist die Entferaung der Sehne GS des Kreises (M, r,) ytmi Mittel- 

punkte M und die Entfernung der Sehne EF des Kreises (N, r,) 

TOm Mittt lpunkto X. Da sich diese Entfernungen wie die Radien verhalten, 
so haben die genannten Sehnen in den Kreisen ähnliche Lage und verhalten 
sich ebeni'sdls wie die liadien; dasselbe gilt von den halben Sehneu, und es 
verfallt sieh demnach 

Femer folgt aus der Ihnlichkeit der Dreiecke DNJ und EMP 

EP'. EM^-'JD : JTD - ri : r,, 

und aus beiden Proportionen ergibt sich HO — EP. Nun sind nach Kon- 
struktion die Winkel HOP und EPO rechte Winkel, nuthin ist Viereck 
EPOH ein Rechteck und HE ± GH. Li gleicher Weise l&ftt sieh zeigen, 
daß auch GF ±. GH, und damit ist der verlangte Beweis gegeben. 

Prenzlan. W. STnoBiia]iir. 



Zu 165 (Bd. XI, S. 129) (F. Schlegel). — Der 8«tx „AUe Ebenen, 

die aus r.wei festpn Kugeln Kreise von gleichem Radius aiigst'bneidpn, um- 
hüllen ein Hotationsparaboioid, das die Potenzebenen der bt^-ideji Kugeln 
zur Scheiteltaugent iaU'bt'ue und die Mitte der Z»^iitrale zum Hauptbreuupunkt 
hat" ist eine Folgerung aus dem Satze der Aufgabe Ko. 145 (Beweis S. 149), 
der da besagt, daß eine Gerade fi^ die aus zwei festen Kreisen Sehnen von 
gleicher Länge ausschneidet, diejenige Parabel i* umhüllt, deren Scheitel- 
tangente die Potenzlinie der beiden Kreise und deren Brennpunkt die Mitte 
der Zentrale ist. Lübt man nämlich diese ganze Figur um die Zentrale 
rotieren, so besdireiben die Kreise die beiden festen Kugeln und jede Gemde 
g einen RotationskegeL Alle Tangentialebenen eines jeden dieser Rotations- 
kegel schneiden aus den beiden Kugeln Kreide von gleichem Radius aus 
und berühren zugleich das durch die Parahcl /' erzeugte Rotation?parabolnid, 
das mit dem im obigen Satze bezeichneten Kotationsparaboloid idenUach i£t. 

Preiizlau. W'. Steuemakn. 

Line ahuiicbi' Losung ist noch von Herrn C Hoff mann in Schorndorf 
(Württemberg) eingesandt Red. 
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Zu 166 (Bd. XI, S. 130) (0. MeisBaer). — Gegeben ist eine reguläre 
Aatniid» mit dem Parameter a. Die auf den ponÜTra Hallmchsen liegenden 
Spitzen aden Ä und B. Um den Punkt P (2- » y » a) ist mit dem Radius 

a derjenige Yiertelkreis bescbriebeOf dessen Endpunkte A und B sind. Ge- 
sn -hf wird die Maximalentfemung zwiscben dem Krcisbogm AB und dem 
A'^ttoidenhogm AB. 

Erste Lösung. — Zieht man von. P aus einen Strahlt der den Kreis* 
bogen in Q^y dem Aatroidenbogen in trifft, so kann man «lie Strecke Q| 
als die Entfernung der beiden Kurvenbogen für den Kreispunkt Qy bezeichnen. 
Es ist unmittf'lhar ersichtlich, ilaß I»m dif";»'!- Definition <lns Maximum der 
Entfernung eintritt, wenn der von l* ausgehende Strahl durch O gebt. Trifft 
PO den Kreis in die Astroide in ^j, so ist die Strecke Q'^Q'^ oder 
±^0Q'^^. 0Q[ die gesadLte Manmalentfernuog. Setzt man y in der 
Astroidengleiohmig dfl «(- yl » a^, so ergibt sich » » 4^oV^t mithin ist 
0^;-yS?+7-fi. Femer ist 0^;-P0 3:P<;;~a(>^q:l). Also 

, , I ja(3 — ai/i}]^ 0,086 a 
ist die gesuchte Maximalentfemung QtQ*^\ , \- l 

la(l/2 + i)~ 1.914«. 

Pttenzlau. W. Stbokmamm. 

Bine Bhnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. J. Krug (Aussig) 
eingetroffen. Red. 

Zweite Lösung. — Die Gleichung der Astroide -f-y^ ~ lautet in 

PolarkoordinaUju: ^ 

1 at 
r* 



001^9 + 8in^ 9 

Aus den SymmetrieTerhSltnissen folgt, daB die größte Entfernung zwischen 
Kreisbogen und Astaroidmbogen fllr ip'^ib^ eintritt, es ist dann cos^» 

8iny = jy'2, folglich :r=^. F0rdenent8precheiidenKreispttnkti8t:ri»a(l/2qi l), 

^ . « f (t ,5 ~V2)rt~ 0,08.58a 

folglich ist die fintfemiing beider Punkte +rxr|»{; ' ( 

Ben Wert r =» - für die Astroide kauii mau auch sofort angeben, wenn mau 

sieb auf die Erzeugung der Kunre als Envoloppe der Sirecke a swisdien 

den Kooiiliriiitenaxen beruft. 

Schorndorf ^Württemberg). C. Hokfmann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn H. Wieleitner (Speyer) 
eingelaufen. Bed. 



Zu 169 (Bd. XI, S. 131) (J. Krug). — Es ist ein beliebiger Kegel- 
schnitt mit dem Halbparameter p nnd der nmnerischen Extentrizitit c ge- 
geben. Für den Scheitel S ist der Oskulationskreis koustniiert, de.K.sen 
Radius p, iles.sen Mittoljmnkt O ist, und der von der Hauptachse des 
Kegel. Schnittes zum zweiten Male in C getroffen wird. Von dem beliebigen 
Kegclächnittspunkte aus sind diejenigen beiden Kegelschnittäsehnen Ql* 
nnd QJR geseichnet, die sogleich Tangenten des Weiset 0 sind und diesen 
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in Ä und B berflbreD. Zn beweisen ist, dafi zwischen den l^uigenten- 
abscboitteD QA^QB ^tq, PA^ tp, IIB — tu die Gleiehiuig 

h *e *Ä ~ J» 

besteht. 

Man nehme 0 aJs Anfangspunkt and OC ab pontiTe as-Adise eines 
rechtwinkUgeo Koordinatensystems. Dann ist die Oleiehmig des Eegelscihnitts 
(I) (1 2i^px + - (1 + t^p* - 0. 

Es werde zunächst vorausgesetst, daß A und B auf verschiedenen Seiten 
der a: -Achse liegen, und man setze ^COÄ = q>f ^COB^^, Dann 
ist die Gleichung der Tannrpnte QT 

(U) X cos q> -i- jf sin q> — j) = 0 

und die der Tangente QB 

{ilL) -f cos t!' — // sin jji — // = 0. 

Bezeichnet nian <lie Koordinaten des Punktrs A nüt x^^ und die Koor- 
dinaten der andern Punkte entsprecheud, so ist 

a^„ = /'eoiqp, i/^ = y;sin(jp; 
T, p COS t|/, = ~ i> sin 1^». 
Pezner erhält mau duicb Verbindung der Gleichungen (II) und (III) mit \X) 

cos ff) -\- 1 sin (f sin tp — « (1 + cos qp) 

*« " ^ ~"l — esinv ^» " ^ 1 - «siny ' 
co8«p — «Bin^ siny -f- *(1 4" 

°*-^~l-f7ein<F ♦ ^^l^«dnv" ' 

cos if- 4- f Bin<(f siaiS — *(1 + C08(ii 

coöV? — esiuj;; 8in\(» -{- * (l -{- cds^) 

Dnxeh Gleiöhsetsimg der beiden für x gefnndenen Werte ergibt sich die 
swiscben den Größen 91 ^ bestelietide Beziehung 

COB9 -{- csin^ cos xp -\- esin ^ 
1 — «ein^i l — estn^ ' 

woraus man tindet ^ | 



oder 

(IV) 

Mao erhält weit^ 



co»i(9 + + cob|<9 - V) 



(IV) 2«-tgj9+tg^i^. 



(V) 











_ f (1 -f cosg ) 
■'^ 1 -f f sin?) ' 








- .'/*)* 


*U + CO«*) 
l + «sin*' 

t (1 -I- cosqp) 
— p . , 
1 — *9iuqp ' 

^ « (1 + C08 r^) 

^P l^CilA^' 
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Hieraus folgt 

^1 1_ »rin» J»^. 1_ _1 1_ 8<m^ i l 

PA QA^ p{l'j'«M4p)^ p^%^^ SB ^B'^i»(l + oot^)"l»'«2 

1 1,1 1 2/1 ,.1\ 

also mit Bfieknolit nf (IV) 

l 2 1 4a 

W. Z. D. W. 

Liegen die Punkte A und £ auf derselben Seite der Abszissenachse, so 
ist wo» der Winkel 9 und if» als negattv auiuehfln; im fllwigen Ueibem 

die TOrsteheoden Entwiokelungen ungeändert. 

Aus den Gleichungen (V) ist ersichtlich, daß »Üe Tangontenahschnitte 

t^, und niemals unendlich oder negativ werden können. Dasselbe gilt 

auch für t , wenn e •< 1, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist. Ist f = 1, 
d. h. der Kegelschnitt eine Parabel, so wird unendlich in dem einen Falle 
qp = = OO'^; AOB ist dann eine Gerade, die zur Achse senkrecht ist, 

und es ist tj^ = ^p. Für « > 1 , d. h. wenn der Kegelschnitt eine 

Hyperbel ist, wird nnendlieh in den beiden FttUen sin 9 « sin « ^. 

Dann sind 9 und ^ Snppkmentvräikel, und AOB ist «ine Gerade, die sa 

einer der beiden AiPfmptoten senkrecht ist Wenn sin ^ > — ist, so ist 

1 * 

such sin 1fr > y und 9 + tf' > 180*; dann liegt Punkt Q auf dem aadon 

Hyperbelast, und wird negativ. 

Prenzlau. W. Stbokmamh. 

Znsatz des Aufgabestellers: Nimmt man am Kegelschnitt mehrere 
Punkte Qo, Qiy Qi, ^g, ... so an, dafi die Sehnen Q^Q^, Q^Q^, (^^Q^, . . . 
den Oskulationskreis 0 berfikreiif und ist allgemsin t^ die Linge des Tan- 
gentenabschnittes Ton Qf bis zum BerObrungspunkt am Kreise, so ist also: 

!_ _ 2 1 it 1 _ 2 , £ 4» 
und durch Subtraktion 1001 

allg«nein gilt Ar aUe ganzen m > 2: 

Aussig, 2. Dezember 1906. stud. maäi. J. JSmioa, 



Zu 171 (Bd. XI, S. 131) (H. WiplPitner). — Ein Boiaiionshnel utid 
eine gewöhnliche Schreutbm fläche, denn Achse mit der Kcgelachse eusamm n- 
fälUf sdinciden emander m einer gewissen Baumkurw; es soU hesümmt werden, 
weldke Gestott cKe Kwrw AbtmMtmg des Kßgek in eine Ebene amtmmL 
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Erste Lösung. — Die Kegelgleichung in Zjlinderkoordinaten lautet: 
r^::iga, WO « der halbe Oftnmgiwinkd des RegeUi trt, die ScIuraabeiL* 

fläche hat die Gleichung: z = aip. Beide Gleichungen zusamxneti geb^ die 

Schnittkurve. Die Elimination von r cribt d'w Projektion auf eine ^n*- 
r- Achse senkrecht« Ehene: r^atga-<p, also tinn Archimedische Spirale 
Um die Abwickelung zu erhalten, sei P ein Punkt der Kurve, dann ist, 
wmm 0 die SpitM dei Kegels bedeutet: 

^ una* 

ferner ist: AP ^ rg>, wenn AP der Bogen des Parallelkreises durch P im 

Winkelraum (p i«t Für <\\r Ahwickelnnj? nimmt man 0 als Anfang!q;>uiikt, 
Oil als Achse eines i'okrkoordinatensjstems ^, dann ist: 

_ AP rtp , r aiga ■ tp a 

p Q T- T T gm „ „ (JOB a ^ 

Die Elimination von qt ergibt endlich als Gleichung zwischen ^ und 9\ 

^ am cofe K siu 2 a 

die Abwickelung ist also ebenfalls eine Archuuedische iSpirnb^. 

Das Resultat ^eigt eine bemerkenswerte Übereinstünmuiig mit dem i aii 
der sylindrokoniedien Heliz, die man als Scbniit mit eiarai Zylinder erbllt, 
desflen Basis eine logarithmische Spirale ist und deren Abwickelung wieder 

eine logarith mische Spirale ist. (E. Pascal, Repertoriimi der höheren 
Mathematik, Bd. II, Leipzig 1902, S. 553. — Ausführl. Literaturangaben 
bei G. Scheffers, Enz. math. Wiss. Bd. III 3, S. 251/2). 

Schorndorf fWftrttemberg). 0. Hoffmakn. 

Eine ähnliche Lösung hat Herr W. Stegemann ^Frenzlau) geliefert. 

Red. 

Zweite Lösung. — Take the Z-axis for the common axis of cone and 
belicoidal mr&oe; let the Tertez of tbe cone be at the origin, and fhe balf 
angle at fbe Turtez be «. Then, unng fhe cylindrical (aemi-polar) ooordinatet 
f and B aa parameters, the cone Is given bj 

«"-^coe^, jf — ^sind» f — ^cotcrt 
and the beliooidal snrface bj 

Where these snrfaces intersect 

(1) K0 =" p cot a, 

which detines a spiral ot Archiraedes in ihe XF-pbme. 

Now introduce as parameters the radius-vector r = ^coseca, and tho 
angle 9, swept ont on tbe slant-snxface of Üie cone bj fhe radiua Teetort 
and reekoned firom the element along wbich the cone is to be slit. 

dtp — sin ttäB or 9 C + 9 sin «. 

The siant-surface may be conceived as consisting of a sector ot uulimited 
angle wrapped aronnd itself. 



Digitized by Google 



Tenniichte lÜttejlnngeii. 



195 



Sabsfcitatiikg 9 and r {at ß and q in (l) we get 

sin ff^^ — ^ ^ <^ 008«, which is ftgain 

a Spiral of Archimedes when the cone is spread out. If we consider the 
eone as ooosisting of merely a Single Bheet not wrapped aroond itaelf, we 
sball haye, on spreadiag it out, a sector of angle Sjrsui« erosBod by a Mai 

of spirals of Archimedes with poles at the centre, and cut bj any radius- 
vector in points, each of which is separated from its neighbour by a distaoce 

2 S X 

■zrr-' Tbe radia9-Tect(Mr of aar onnre ai the initial radius of the sector is 
00a ff 

equal io tiie radius veotor of the dure inunediately witbin at the ter- 
minal radius of the seotor. 

Washington. W. D. Lambbkt. 



2. AnfrageE ud AitworteiL 

Zu 19 (Bd. ym, 8. 268; Bd. IX, 8. 98) (0. Ontsobe). — CoUigDon 

bat 1891 folgenden Satz bewiesen: Wenn man über den Seiten eines Vier- 
ecks, dessen Diafjonalen (gleich lanij sind und auf »einander senkrecht stehPD, 
nach außen Quadrate konstruiert, so bilden ihre Mitten die Ecken eines 
Vierecks derselben Art; die Ecken beider Vierecke haben denselben Schwer- 
punkt. 

Ich habe durch einfache elementar-geometrische Betntditangen gefiuideQ, 
daß auch die Flachen beider Vierecke denselben Schwerpunkt haben. Ist 
diese Erweitomng des Collipriouschon Satzes und ein rein geometrischer, 

von Rerhuunif freier Heweis dafür St'hüQ bekauutV — 

Etwas Literatur und einige Beweisführungen von besonderem Charakter 
m<^n wobl hier am Orte sein. 

1. Die ersten Kenntniiae Aber Zusammensetzung von Kxtften finden 

oft Anwendung in der neucrr^n Ooometric und liefern j^^leichsam ansehanliche 
Beweise. Ich stelle hier mehrere Sätze zusammen, welche häufig gebraucht 
werden. 

a) GrS0e und Richtung der SchluBUnie eines Liniensilges 
sind unabhängig von der Reihenfolge der Komponenten. 

b) Sind zwei in derselben Ebene gelegene Linienzüge so be- 
schaffen, daß ihre Komponenten zu je zweien gleii h und zu 
einander senkrecht sind, so sind auch ihre Schlußlinien gleich 
und zueinander senkreeht. 

Tersteht sieh Ton selbst, daB die rechten Winkel swischen ent- 
epreebenden Komponenten gleichen Sinnes sein mttssen. 

Voriger Satz kann verallgemeinert werden, indem man ein konstantes 
Verhältnis und einen konstanten Wmkei zwischen zwei entsprechenden Kom- 
ponenten voraussetzt. 

e) Die bekannte Konstruktion des Schweipunktes*) gibt unnuttelhai* 
folgenden Sats: 

1) Zur größeren Binlhohheit spraehe ich nur vom Bdiwenonkte von Ponktec 
gleicher Gewichte, obsdum man die Sitae e) und d) auch auf ungleiehe Gewichte 
ausdehnen kann. 

18* 
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Ist 8 der Schwerpunkt der Punkt« and yerschiebt 

man den Punkt naeh S^, so «rleidat 8 eine zu der Geraden 

A 7t 

A^B^ parallele VerBcbiebnng, welehe gleich — " ist 

d) Wiederholt« Auweuduug dieses Satzes iühn /.um fulgeuden Theorem: 
Vorgelegt sind swei Systeme Ton n Punkten . . • ^J, 

(J8|jB| . . . B^, Dann geht man TOm Sokwerpunkte S des ersten 

zum Schwerpunkte S' des andern über vermittols eines Liniou- 
zuges SC^Cf . . . C^_^S', dessen Komponenten ftquipollent^) sind 

SU -A^Bi, n'^'^ ' * •* i'^"'*«* 

e) Zwei Punktsysteme {A^Af . . , ^J, {B^B^ . . . B^ haben einen 
gemeinsamen Schwerpunkt, wenn die Yerbindungsgerad pn 4jJ9j, 
A^B^^ . . . A^B^ äquipoUent zu den Seiten eines geschlossenen 
Linienzuges sind. 

Die Umkehnmg lautet; Wenn swei Punktsysteme {AiA^ > . . A^ 
( ... denselben Schwerpunkt haben, SO stttd die Strecken A^B^^ 
A^B^^ . . . A^B^ iquipollent zu den Komponenten eines geschlossenen Linien- 
zuges. 

f) Teilt man die Seiten A^A^^ A^A^^ . . ., A^^^A^^ -^«A eines 
Vielecks naeh demselben Verbftltnisse, so flllt der Schwerpunkt 
der Teilpunkte mit dem Schwerpunkt der Ecken zusammen. 

Diesen Sats, fOr das Dreieck, findet man s^n in den Ccü. maA. Ton 
Papp US 

gl Krrichtet mau tlber den Seiten eines ebenen Vielecks 
A^A^ A^ ähnliehe und gleiehwendige Dreiecke A-^^A^B.^^ A^A^B^^ 
. . , -^«•^^m haben die Spitsen Ä,, B„ . . . B^ den- 

selben Schwerpunkt wie die Ecken «los nrsprü ii gl icli e n Vielecks. 

Die Sätze f) und gi folgen utnuittelhar aus e). Sie sind zuers* von 
Laisaot') mit Hilfe der ÄquipoUenzenlehre aufgestellt worden. Ich habe 
sie auch ausgesprodien in der .youveUe Correag^onäamen maUMmaUque^ Bd. VI 
(1880), S. 474f ohne Laisants üntersuchnngra sn kennen. 

2. Über den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC mit den Seiten- 
mitten Jlf^, 3/,, errichtet man nach außen die Quadrate B CC^ CA C^, 
ABB^A^ mit den Mittelpunkten i^, I^. Di^e Figiu- ist eine der 
interewantesten der Dreieekslehre. 

Nadi dem Satte g) haben die Dreiecke A^B^C^^ A^B^C^^ ^ahh 
selben Sohwexpunkt wie ABC. 

Die Komponenten der beiden Linienzüge AMf^M^^T^,, I,Mf^M^I^ sind 
zu je zwei gleich und zuenianUer senkrecht; mithin sind auch die SchluB- 
linicn AI^^ I^J^ gleich und rechtwinklig. Nennt man Pseudoquadrat ein 
Vieredc, dessen Diagonalen gleich und rechtwinklig sind, so bietet die Figur 
drei Pse udoquadrato IJ.AI^ ^th^^o hW-*) 

1) ÄquipoUent ist synonym mit gleich, paralM und v&n dtm$eü>en Sinne. 
Zwei äquipiillente Strecken haben dieselbe Bedeutung wie zwei gleiche Vektoren. 

2) AFAS, Havre, 1877, S. 148—164. AFAS ist die gebräuchliche Abkürzung 
fSr AtmeieOurn fratnaise pour VwMmeement dea Sbimets. Diese Vereinigung hltt 
jedes Jäbr eine Zusammenkuiift in einer oder anderen Stadt SVankreiehs und ver- 
öffentlicht ein Jahrbuch. 

8) Diese Eigeasebaft findet man (mit vielen anderen) in: AFAB^ 1877, & iva 



Digitized by Google 



VmBMefato Mitteilungen 197 

Die Linienzüge 7,3/, 3f^, sind aueb rin«; gleichen und zu- 

einander senkrechten Komponenten zusammengesetzt; hieraus folgt, daß die 
Seitenmitten des Dreiecks ABC die Mittelpunkte der nach innen auf den 
Seiten des DreiedkB If,T(,Ie eniofateten Quadrate sind. 

Aus diesen Sfttzen schließt man zwei LOsungen der Aufgabe, das 
Dreieck ABC aus dem Dreiecke T^I^I^ geometrisch abzuleiten. Eine al- 
gebraische Lösung findet man in der erwähnten Abhandlang des Herra 
Coliignon. 

Die Tieieelce ABC^ C^, B CÄ^ A^, CA B^ B^ smd eben&lls Psendoqnadrate. 
8. Betrachten wir jetzt «in beliebiges ebenes Viereck A^A^A^A^. Die 
Mitten der Seiten ÄiA^, -^t-^ -^t-^ii -^4-^1 sollen B^, B^, J?,, B^ heißen. 

■f%er (diesen Seiten errichte man nach außen vier Quadrate mit den Zentren 
Aj, i'Jj, und nach innen vier Quadrate mit den Zentren 7^, /j, I^, I^. 
Die Diagonalen A^A^, ■^3-^4 schneiden sich in und ihre Mitten werden 
mit Jlf, JT beseiefanet. 

Wendet man den Satz b) auf die Linienzüge E^B^^MB^E^, E^B^MB^E^ 
an, 80 findet man, daß die Mittelpunkte der äußeren Quadrate die Edun 
eines Pseudoquadrates sir.d Gleiches gilt für das Viereck T^T^I^T^. 

Nach Satz g) hauen die Punktsysteme A^A^A^A^^ E^E^E^E^^ 
densdben Schwerponkt A 

4« Das nrsprOnglidie Vieredc sei jetst ein Psendoqnadrat. Dann ist 
KAyEiA^ ein Kreisviereck und wegen EiA^ =~ E^A^ ist die Gerade KEi 
die Halbierende des Winkels A^KA^. ^^aTl sieht sofort, daß die Diagonalen 
El T/'a, -Ej des Viereckes E^ E^ E^ rnit den Kaibierenden der Diagonal- 
Winkel des Viereckes A^A^A^A^ zusammenfallen.^) 

Nach einem Satse von Stoll^) liegen der Diagonalenschnitt K des 
Vierecks, der Schwerpunkt 8 der Ecken und der Schwerpunkt 5j der 
Fl&che des Vierecks in einer Geraden, und KS .36'»S'^. Da die Punkte Ä' 
und S dieselben sind in den beiden Pseudoquadraten A^A^A^A^^ E^E^E^^E^^ 
haben auch die Flächen dieser Vierecke denselben Schwerponkt (Guts che). 

Ea dribigt sich hier die BVage anf, ob dieser Sata aucli f&r andere 
Yiareeke Ä^A^A^A^ gültig ist. Ich will also untenudien, wann die Ge- 
rade EiEg durch den Punkt K geht. Zu diesem Zwecke nenne ich or|, er, 
»3, die Winkel KA^A^, KA^A^, KA^A^, KA^A^. Die Abstände der 
Punkte E^, JK, von den Diagonalen A^A^, ^<iA^ haben die Werte: 

£i^8in(«i+ 45«), £t^8in(«,-^- 45% i^^sin(^a,4- 45«), J^^sini^a^-h 46®); 

(Laisant); Noui-eJh' Corres pondnyice. mathimatique , 1878, S. 40 H. Van Aubel), 
nnd S. US (J. Neuberg); AFAS, 1891, S. 138 (Coliignon), und 18as, S. 26 
(J. Nenberg). 

1) Laisant und H. Van Anbei, loo. cit» 

2) Coliignon, loo cit. 

8) Hier ein einfacher Beweis des Stoll sehen Satzes; ist er neu? Ich nenne 
•/i- -^Z*» '^^ '''' ^'lachen der Dreiecke KA^ .1,, AM^J,. KA, J^, KA^A^ 

nnd des Vierecks A^A^A^A^. Das Gewicht der Flache A .4^ A, kiimi man er- 
aetMn dnrob drei Gewichte /*,, in A', A^, A^ angebracht. Fährt man so fort, so 
bekommt man in K das Gewicht J^, und in den Ecken A., A,, A,, A^ bezüglich 
die Gewichte L^fif fi f* +^1 ft^U- Es seien M\ N' die zu K sym- 
aetrisohea Puilcte m besag auf Jf, N. Da 

i^-Ki A, K A, M' 
^• + /s"Ä^A," Af A,' 
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das V erhältnis der beiden ersten lüxiti gleich dem Verhältnisse der beiden letzten 
sein, und somit 

nin («, + 4/)*) _ ein {«, + 45») 
Bin («, > 46*) "~ lin 46«) ' 

Hieraus folgert man 

Bin (>., 4- irri -f Bin (c, + ^■>") sin (a, -f 46») + ein (u^ -f 46*) 
siu {a^ -(- 45 '7 — ein (a, -|" *''°) («»^ *^') — "i" ^^"j 

oder einfacher 

t*Df? i '«i -r f'r - 90*) ^ Ung i (1^, -f + 90«)^ 
Ung ^ («, — 1 tang ^ («, ~ a«) 

Beachtet man, daü + + <<a behält nur die annehmbaren 

Ldsnugen zurück, so kann man setzen 



8 ("i + + •'*^'") ^ ' ^^^^ "i ~ 



o, — a 



4 



Pif» erste Lösung gibt ein orthodiagonales Viereck, wie auch sofort aus dem 
(ilii^'-n Beweise einlenchtM, da die LSngen der Diagonalen A^A^, ■^s-'^i 
keine liolle spielten. Die zweite Lösung, verbuudeu mit Cj -j" ^fj — 4" «4 
führt zn «1 — a,, — «4: die Seiten A^A^y -^s-'^^ mllnen parallel sein, 
welche Bedingung man direkt bestätigen kann. 

Hiernach ist der Satz des Herrn <Tntschc wahr für jedes Viereck 
mit rechtwinkligen Diagonalen und für jedes Parallelogramm. 

5. Ist A^A^^A^Ä^ ein Psendoqnadnit, so fallen die Punkte- 1^ 111 
die Mitte der Strecke J^E^t und die rnukitj ni die Mitte der Stiecke E^K^. 

Erstens sind die Strecken B^^ B^, B.^ /, gleich den Komponenten 
des Linienzuges MB^B^M und senkrecht zu diesen; somit fällt /g auf 7^. 
Dann stehen in den Dreiecken J^Ä^E^, A^A^A^ die Seiten IxÄ^ und Ä^A^^ 

AmJm und AuA* in demselben Verhftltniase 1 :)/2 und bilden untereinander 

Ä A. 

denselbeii Winkd 45*; folglieh ist I^E^ gleich y- und bildet mit A^A^ 

den. Winkel 45^. Derselbe Schluß gilt auch fttr J^JS;. 

Andere Lehrsätze und Aufgaben findet man in Mathesis; ich erwfthne 
nur noch hier das folgende hflbsche Theorem von H. Van Aubel (1894, 

8. 176 und 1896, 8. 94). 

Errichtet man Über den Seiten eines Pseudoquadrates ji^^i^j.^^ 
Tier fthnliche gleiehwendige Dreiecke A^Ä^C^^ A^A^C^^ A^A^C^^ 
A^A^C^, so sind die Spitzen C^, die Ecken eines zweiten 

Pseudoquadrates. 

Der tiutschesch« Satz ist noch wahr, wenn die Aufsaf/.dreicko 
Jjjy,, . . . ähnlich und rechtwinklig an der Spitze sind, welches auch 
das Verhältnis der Katheten sei. 

Lttttich, Mai 1905. J. Nkubbbo. 



kuiinen die Gewirhtt' in ,1, und A, durch das (Gewicht F in 3/' ersetzt werden. 
In ähnlicher Weise erhält man anstatt derJGewicbte in und das Gewicht F 
in N*. SchlieBlieh ist der Sehwerponkt der Fhklie de« Viereekes andi der 

flchwerpun^vt von <rleic}ieji Müssen, in Ä', .1/'. .V angebracht. 
1) AFAS, Besanvon, 1803, S.81 (Neuberg). 
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Zu 80 (Bd. XI, 8. 278) (0. Gntsche). — Die Fonnel tgd- tg tg* | 

findet sich an mehreren Stollen, z. B. in J, H. yan Swinden, Elemente 
d«r Geometrie, dentsek tod Gl F. A. Jacobi^ena 1834, 8. S37, Nr. 834 
und In Lieher- v. Lfthmann, Trigoa. Aufgaben, 8. Anfl^ Berlin 1869, 8. 81. 
Gharlottenbmg. P. ZtaLsn. 



8k Kleinen Notisen. 
Über einige saUentlieeretiielw FnnMteneB« 

1« Es beseiohne Oo{*n) die Anzahl der Teiler TOn m: 

e(m) die Teileniimme aelbet: 

T(m) die Sournie der «dkfa» Teiler: 

(3) T(m) = ö(w) — m, 
ff^l^w) die tiomme der Ä- Potenzen der Teiler: 

(4) Jj7^;.J_/j'L-. . 

Es bedeute temer a<^6, daß a höclistens von der Gri>Üeuordnimg von b 
nnendliich wird. 

8. ÜB ist 

also: 

Andrerseits ist offenbar; 

«0») ^ JY^^r+ 1 



^ -J- 1 V 1 

Es sei mm 2 ^j», <p5 < • • • <j»„ so ist: — < ,> weil 

1>» + 1 — i>» ^ 1 ; folglich ist : 
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Nun iat: 

wenn mau gleichzeitig m ins Unendliche wachsen läßt und das Produkt Aber 
alle Primzahlen erstreckt. 
Da ferner 




der Halereehen Konstanten, ist, mit andern Worten,! da die 
Bdhe ]ogazitlmijach unendlieh wird, so ist fOr gewisse tmMidUch viele 
Werte von m beliebig großer Werte fähig, aber: 

(3) l<i^<ff. 

wo G eine von m nnabh&Dgige endli«^ Zahl ist Ein Grenxwert existiert 
nntarlioh nicht, da für hinreichend große Primsahlen (deren es ja naeh 

Enklides anendlich viele gibt) sich Ton 1 beliebig wenig unter- 
scheidet. Da lim « Q, so folgt aus der Ungleichung (3) der Grenz icerl: 

(4) lim^^^-O. 

Ebenso ist lim 0. Da aber fOr die in unendlicher Ansahl Tor- 

handenen überschießenden Zahlen x(m) > w, also: > ^i ^- ^- größer 
als das Glied der hamomsehen Reihe ist, so ist ^^^^ divergent, 



a fortiori ^ . Dagegen konvergiert ^ fttr s 3, 4 usw. 



m s 1 m s 1 



3. • Es werde gesetzt:* T[T(m)] = t^'K*»*)» T[T^->(m)] = T^^^(m) usw. 
Ist v(m) — m, so heißt bekanntlich m eine vollkommene Zahl; ist T(*)(fn) »tit, 
so heißen m nnd r{m) befreundete Zahlen. Man kann nnn fragen: 

1) Oibt es Zahlen fOr die i^\m) — m, falls f* ^ 8? Solche Zahlen- 
systeme: m, r(m), . . . T<^~^)(m) könnte man etwa als befivundete Zahlen 
höherer Ordnung bezeichnen. 

2) Fährt dit* Wiederholung der Operiition r stets nach einer cndlicheu 
Zahl n von Schritten auf prime, vollkommene oder befreundete Zahlen? 
Oder: gibt es eine, nicht von fi, vielleicht aber von m abhingige Zahl 
von der BeschaiTenheit, daß lim ff^)(i»)<a'? 

ftmm 

3) Wftchst die Zahl n mit wachsendem m auch ins Unendlii^e? 

4) Wftcfast G^' mit M ins Unendliche? Dies ist sicher der Fall, wemi 
es beliebig große, d. h. wenn es unendlidi viele vollkommene oder befreondete 
Zahlen gibt. 
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5) Die kleinsts Zahl (? unter aUen (gamrahligen) &% die der erwllmteii 
tJngkidliuig genügen, kann als zahlentheoretische Funktion G(tn) von m auf- 
gefaßt werden. Im allgemeinen ist, weni^tens für n> < 200, ^ =0, während 
für eiiie volikomxueue Zahl (x dieser gleich, für beireuudete Zahlen 0 gleich 
der größeren ist. 

6. Bs sei t(^ + »)(w) > f(^>(m) Mr jtt ^ iV. Dabei ist unter tW(«j) die 
Zahl m selbst su yeistdien. Auch iV kann als zahlentheoretische Funktion 
von w aufgefaßt werden. "Wächst .V mit m ius Unendliche? Xeiu. Aber 
mau kann fragen, ob beliebig großer Werte fähig ist. £§ könnte auch 
Zahlen m von der BeschaflFenheit geben, daß r^" + ^^(»i) > t^)(»i) füi- jedes 
encQiebe wftre; dann wire = oo, folglich andi — oo. 

7. Weldies ist ttberbaupt der Zusanunenhang awischen JT nnd £r? 
4* Es ist log log m < log II» und: 



Bei Anwendung der Bezeichnungen von Nr. 1 ist nach Nr. 2: 

(1 j ~ m log m , 

also T^- (/n) ^ f(t» «•) m log m log(ji» log n»), f^)(m) m log^m, und 
allgemein: 

(2) i<^>(m) m log^ I», 
daher: 

(8) B„ll(?)_0 

m so» 

für ein beliebiges endliehes, ab«: festes fi. Hieraus folgt aaeh die Kon- 
vetgenz von ^ — ^ . 

6. £s ist in ftblieher Beieiehnnng ftr komplexe S ^ ft(s) + «91 ^j] : 

MKS 1 

die Biemannsche ZetafunktLon, wenn 8I(«)>1. In dieser Kübebene 
ist ^(s) eindeutig und: 

Naeh Nr. 8 ist tf(m) m log «t, folglich: 

(1) 



f&r 6>1. Aus Nr. 4 folgt ferner: 
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6. Naoh Nr. 1 ist: 



also: 

• ' [7/ 

Da nun das Produkt über alle rnmzahlen: 



<r I'MI i -m — r P 



ö (»«) 

nir Ä > 1 konvertiert, so ist der Quotient Süx k^2 nicht beliebig 

großer Werte ftthig, sondern: 

(2) 0 < -»-V < a* 

m 

oder: 

{'^) Ö4(w) ~ w*. 

Das ist ein Untersohied g«geiiflber dem FaUo X; » 1, tf^ — . 

7. Zusammenfassung. — ap(?») ~ log (x(m) <^ «l log 

•("-»(im) i^\m) r^mlogf'my 9^{m) ~ m\k ^ 2). 



m = l 



(»0 



Potsdam, den 15. Juni 1903. Otto Meissneb. 



/,ur KwuMtruktiuu der vier Norotaleu eiiieti Kegelgchnittes in einem 

Funkte Betner Ebene* 

Wenn man die Gleichung der Fubpunktkurre eines Kegelschnittes för 
irgenA einen Punkt Ü9T Ebene mit der Gleichung des KegelscluiitteB kom- 
biniert, 80 erhalt man als Ort der vier BerSbrangspnnkte die Gleidniiig 
eines «weiten KegelscbnitteB 

«»,:«•, — ^« : «. 

In ihr bedeuten und die Neigungsverhältnisse der Falirstrahien 
im Mittelpunkte 0 und in dem Punkte P; ist der Krümiiuingshalbmesser 
im Endpunkte der Halbachse OÄ — a. Auf jedem Durchmesser OX des 
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ersten Kegelschnittes ist demzufolge jeder Paukt des zweiten Kegelschnittes 
derjenige Punkt X, welcher m dem NonnalstnUe PX der konjugierten 
Biditung lieg! Man hat also den Sats: 

Die Fußpunktt der vier Nmitalm eines KegdedmitU» im ^nem Jlmlpfe P 

der Ebene sind die Schnittpunkte rimr (fleichseitigeti Hyperhd; dics' ITiiprrhel 
ist der Ort <h'sjrni^en Punktes A', in tcelchnn jr<i<r Dmchmefftfr (JX v<m 
dem 2sormalsirahic PX der konjugierten Biditnitg 'irschniUin mid. 

Der Ort für einen solchen Punkt läßt sich aber auch unabhängig von 
d« Foflpmikfkiirre am dem Kegelschnitte selbst, d. k ans dem Folar- 
systeme, dessen Kern derselbe ist, sehr leicht synthetiscdx finden. Dm 

Nachweis hat Schröter in einer Fußnotn zu § 46 S^er „Theorie 
der Kegelschnitte" (Leipzig 1867) ^'eRllirt, doch allgemein nur fttr Ellipse 
und Hyperbel, ho daß im Falle der Parabel die Konstruktion versagt und 
umgeändert werden mu£; auch sind^ dem Zwecke dieser Note entsprechend 
die MOglichkeitenf welebe sich ans den ▼endhiedenen Lagen des Punktes P 
zum Kegelschnitt und zu seiner Evolute ergeben, nicht in Befaachf gezogen. 
Es liegt in der Natur der Sache, daß nur mit Hilfe der unendlich fernen 
Geraden das NormalenproWein erschöpfend behandelt werden kann; denn 
sie allein ist es, welche vuu sümtlicheu Strahlen der Ebene und ihren 
Nonnalstrahlen inToIntoriseh geschnitten wird, die also die einem Strahle 
normale Richtung als konjugierte Richtung enthilt. In diesem Sinne will 
ich jetzt die Syntliesis der Aufgabe verallgemeinern nnd eine Determination 
derselben geben, welche dadurch an Interesse gewinnt, daß sie zu einer 
rein linearen Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes für jeden Punkt 
des Kegelschnittes fahrt ^) 

Die Strahlen OX und PX beschreiben projekÜTe Strahlenbüschel; 
denn die dem Strahle OX konjugierte Richtung ist ihrem Normalsti-ahle PX 
konjugiert in dem unendlich fernen Schnitte siimtlieher Normalstrnhlen- 
involutionen. Die konjugierten Richtungen, die diese Involution und die 
dem Kegelschnitte zugehörige Involution auf der unendlich fernen Geraden 
gemein haben, sind die Richtungen der Achsen des Kegelsdmittes; diesen 
Lagen des Strahles OX sind also die entsprechenden Lagen des Strahles PX 
parallel. In der Lage OX^OP wird PX = PP, nnd durch PX^FO 
wird OX—OO. Der Ort des Schnittpunktes 

(OX,PX)-Z 

ist also eine gleicbsMtige Hyperbel, welche die Punkte 0 und P enthBli, 

und deren Asymptoten den Achsen des Kegelschnittes parallel sind. Sie 
ist es, die den Kegelschnitt Tiermal in einem Ponkte 

{OX,, PX,) - X, 

schneidet, ihm also diejenigen vier Punkte A'^ gibt, deren Strahlen PX, 
Normalstrahlen des Kegelschnittes sind. 



1 Die übliche Konstruktion des KrÜDinmn^'slialhmeRBerf: dnrch Darstellung 
»einer Länge i^t keineeweg» rein linear; denn »ie bedarf entweder des rechten 
Winkele oder des Ziikeli. Auch die auf die steinersohe Parabel gestütsEte 
Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes 'Tgl. Schröter a. a. 0. § Hl) nimmt 
ein diebbaree Achsenkreuz, mithin stillschweigend einen Kreis zuhilfe. 
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ALs Noimuien des Kegelschnittes sind die vier Strahlen PX^ die 
Tangenten seiner Ihrolnte im Punkte P; von ihnen sind alle fier oder 
zwei reell, je nachdem P innetlialb oder außeriialb der Evolute, d. h. in 
einem Felde lie^^, welches von allen oder nicht von allen Normalen be- 
strichen wirtl. Im (Irenzfalle, wenn P ein Punkt der Evolute, d. h. ein 
Krünuuungsmittelpunkt des Kegelschnittes ist, fallen jedesmal zwei von den 
Strahlen PX^ TOsammeD. Der Ort dM Ponktet X berOhrt aleo in ffieaem 
falle den Kegelschnitt nnd hann, wenn dieser Pnnkt nnd seine Tangente 
gegeben sind, zur Konstruktion des KrQmmungsmittelpunktes benutzt werden. 
Man braucht zu diesem Zwecke nur die Tangente in X dem r>nrohmesser OX 
und den Achsen in 0 die Faraiielstxahlen in X entsprechend zu setzen 
und nun zu diesen drei Paaren entsprechender Strahlen den der Normale XP 
entspreeheuden Dnrdhmeeser OP, d. h. in zwei entsprechenden Sehnittoi 
den dem Schnittpunkte der Normale eatspreohenden Punkt m suchen» dann 
ist der Schnittpunkt ^^^^ ^ ^ 

der Krümmungsmlttt-lpuukt l^imktps X, Ist P o'm Rückkebrpunkt der 
Evolute, d. h. der Krümm ungsniittelptmkt eines Scheitels, so fallen drei 
Yon den vier Punkten X^ in diesen Scheitel; der vierte FuBpunkt ist der 
andere Scheitel auf OP. Der Ort fOr X serftUt also in diesem Palle in 
die Achse OP und die Tangente des betreffenden Scheitels. Aus diesen 
beiden Rir''htnn^en nnd den Punkten 0 und A allein kann aber offenbar P 
nicht gctunden werden; zu seiner Konsti-uktion ist eine fünfte Lage des 
Punktes X, mithin die Drehung eiueü Hechten erforderlich. 

Ein anderer Punkt der einen oder anderen Adise hat swei Ton seinen X^ 
Bwar auch auf dieser Acbse, doch außerdem noch zwei reelle oder imaginäre 
Lagen des Punktes X auf dem Kegelschnitte, welche, weil jetzt der andere 
Teil des Ortes zwar auch eine Normale, aber keine Scheitelnormale von ÖP 
ist, zu den Achsen sjnuuetriäch liegen. Aus den vier Punkten X^ werden 
die vier Scheitel, wenn P in beiden Achsen liegt, d. L mit 0 susanunen- 
fftllt; der Oii für X zerfällt alsdann in beide Achsen, weil jede eine Lage 
von 0 X und PX ist. Ist P ein Punkt des Kegelschnittes, so ist eine der 
reellen Normalen gleich Null, weil einer der Punkte X^^ dann mit P zu- 
sammenfallt. Ist aber P ein Punkt in der unendlich fernen Geraden, d. h. 
nur eine Riditung, so ist der Ort sftmtllcher Bichtangen nnd der der 
Nonnalrichtnng der gegebenen Richtung konjugierte Durehmeeser der Ort 
für X. Von den unendlich fernen Loten abgesehen, gibt es also in jeder 
Kichtung nur zwei Lote Kepelscliiiittes ; das sind die heiden Lote in 
den Endpunkten eines Durchmessers auf den Tangenten. Die Parabel hat 0 
in der unendlich fernen Geraden; bei ihr ist also jedesmal PO eine Normale. 
Beim Kreise bl^bt PX stets parallel OX, der Ort fCar X lerAUt also bei 
ihm, audi wenn P uidit in der unendlich fernen Geraden Uegt, in diese 
Gtnide nnd OP. Im Mittelpunkte wird (}P^00\ in diesem Punkti^ des 
Kreises ist daher jedes OX ein PX, d. h. jeder Strahl ein NormaLstrahi. 

Uoizminden, 3. Dezember 1903. Gnona KoaEB. 
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Albert Oirard und die Warlngsche Formel. 

Die AnflösuDg der Newtonschen Formel zwischen den Koefßzienteft 
einer algehmischen Gleichung A^A^A^ , . . und den Potenzsommen ihrer 
Wuraeln .<^.fj5j . . nftmlich 

(1) + ^«i-i + + • --i-^».!«, +*A-0 

mittels der Oleiehung 

- k2(- 1/,, %:^a: AiA'X---' 

r 

wobei a^/d . . . sämtliche ganzzahligen nicht- negativen Auflösungen der 
Gleichung 

«+ 2j3 + 3y + 4r) + — * 

sind und für jede Auflösungsgruppe 

« + + y + d + • • • - r 

ge.^etzt ist, wurde solange immer auf Waring zurückgeführt, bis in einem 
Artikel des Heorm Tahlen in der nSncyliopidie der mathematiseben Wissen- 

Schäften" (l. Bd. S. 451) Albert Girard durch die Bezeichnung der Gl. (2) 
als „Girardscher Formel" zum Erfiuder '1prsp])>Mn erklärt wurde. Das kuin 
aber nicht zufTPgeben werden. Waring' schreilit in der Vorrede zu seinen 
Meditatioues algebraieae 3. Auflage Cambridge 1782 auf S. Ylii: „Albert 
Girard fimd die Summe der Quadrate, Koben, Biquadrate der Wuradn einer 
Gleichung [aus den Koeffizienten], die [allgemeine] He^^el gab Newton^) . . ., 
er entwickelte aus den gefuTtdencn Summen aller niedrigeren Potenzen der 
Wurzein einer Gleichung die Summe der nächst höheren Potenzen. In der 
ersten Auflage dieses Werkes') wird das Gesetz der Reihe [d. h. des Aus- 
drucks] angegeben, welche die genannte Summe durch die Koeffizienten 
der Gleichung darstellt". Das hier von Waring Gesagte entspricht genau 
den Tatsachen. Die Summe der 1., 2., 3. und 4. Potenzen der Wuneln 
der Gleichung 

«• — C^af-* + C^af -* — Ca«"-" -f 04«^ ^ • • — 0 

stellt A. Girard') in folgender Art durch die Koeffizienten dar: 

(Z\ ^ - 2C?t' -^3 = - ^^^i<?s + 3<?s. 

1*4 - C; - 4(5 Ci + 4CiC7, + 2C?- 4(74. 

Aber weder gibt er die Art ihrer Ableitung an, noch spricht er ein Wort 
über die Darstellung höherer Potenzsummen, noch legt er überhaupt Gewicht 
auf dieselben; itn Gegenteil — diese Formeln (3i stellt er fast als ab- 
schreckendes Beispiel für den Mangel an Einfachheit auf. Girard betont 

\) Arithm. univers. 1707 S. 261. 

wie S. XI der Vorrede zur 3. Auflage angegeben wird. 
8) Intention nouvell een Vnlgebre, Amsterdam neu hetauigeg. von Bierens 
de Haan, Lejden 1884. Obige Gleichungen Seite F2. 
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tiSmlich in ganz besonderer Weise die Gleicbhat der Koeffizienten der 
„alternierend'^ d. h. in der Form 

ai" + C,«"- « + C^aJ"-* H — C,«»-* + C,af^-» + . . . 

geordneten Gleichung mit den Kombinationen 1., 2., 3., . . . Klasse der Wunteln 
der Gleichung, welche er als 1., 2., 3., . . . Faktion beseichnet, nnd sagt vor der 

Aufstellung der Formeln (3): „Es könnte jemandem scheinen, daB die 
Faktionen [d. h. hier dip Kopffizieriteo dor nieidiunj?] nocb Hilders aiisdeiitbar 
waren als oben, als ob anstatt zu sagen: Summe, Summe der Produkte zu 
zweien, 6uiume der Produkte zu dreien etc., man einfacher sagen könnte: 
Summe, Summe der Quadrate, Summe der Kuben, etc^ es verbllt sibh aber 
nicht so, denn wenn mehrere Lösungen vorhanden sind, so wird ihre Summe 
den 1. Koeffizienten geben, die Summe der Produkte zu zweien den 2., etc., 
wie es schon ppnüpend auseinander gesetzt ist; aber t-twas derartiges findet 
bei den Potenzen, wie man einwerfen [erwarten? „objecter"] könnte, 
nidit statt. • 

Exempel.** 

Nun folgen die Formeln (3), sodann ein Beispiel und darauf: „weldies 

die Gleidrang auch sei, auoih mit negativen Wnneln, dies wird immer sich 
ergeben, wodurch man erkennt, daß diese Potenzen (Quadrate, Kuben etc.) 
nicht die Koeffizienten machen, sondern im Gegenteil die Koeffizienten 
machen sie: weit entfemt von der Einfachheit der Faktionen. 

Weiter enthBlt Girard s Bodi kein Wort fiber die Formel (3), wBhrend 
Warin g die GL (2) ToUstKndig beweist (a. a. 0. S. 1 fi). Daher scheint 
es nur billig, dieselbe auch weiterhin als Waringsche Foimel zu be- 
xdlchnen. 

ScJilußbrnHrkKHfi: Sei bei dieser Gelegenheit noch ein Wort über daa 
Verhältnis zwischen Girard und seinem bedeutenden Vorgänger Vieta, 
dessen Schriften ersterer sehr wohl kannte, inbezug auf die algebraischen 
Gleichungen gestattet. Girard legt auf die Gleichheit der Faktion on mit 
den Koeffizienten der Gleichung so großes Gewicht, als ob die Entdi ckung 
derselben von ihm selbst herrührtt\ das ist aber nicht der Fall, sondern sie 
stammt, wie schon Waring (S. il der zitierten Vorrede) angibt, und was 
Ton H. Gantor ausführlicher erörtwt wird (Gesch. d. Math. 3. Aufl. IL Bd. 
S. 639) Ton Franz Vieta und findet sich am Schluß seiner Abhandlung 
De emendatione aoquationum (1015 i, und er hilt sie für 80 bedeutsam, dafi 
er sugt: ..riid diese eleganlo Si hlnLUolgerung ein^r s^^br schönen Betracbtnosr 
soll dieser iu anderer Hinsicht reichlich ausgetuhrieu Abhandlung (tractatui 
alioquin elBFuso) endlich Ziel und Abschluß (coronida) bringen".^) 

Aber Girard geht merklich ftber Vieta hinaus, indem er es (natürlich 
ohne Beweis) ausspricht (Seite E4, ff.): Alle älffebraisdun GleUkuttgcn besitzen 
soriel A>iflö<iinffi'}i^ ah ihr Grad beträgt, ausginommett die unroUsf<'i»<Ji;irn : 
dicso If't'/tere Einscbränkunff kann sich aber nur auf die reellen oder gar 
nur aul die positiven Auflösungen beziehen, welche die älteren Mathematiker 
mit Einschluß yon Vieta allein als Auflösungen gelten ließen. Daft Girard 



1) M. Cantor (a. a 0.) liest, ich weiß nicht nach welcher Ausgabe de« Vieta, 
etwas anders und abenetst demgemftß. 
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bei UiDzuziebusg der negativen und unmöglichen Auflösungen von der 
Biditi^ttt seiner Bdunpioiig obne Einaciiriiikuiig flbeneagt ut, zeigen die 
weiteren Auefllhningen und Beispiele; «ne JbfiMhe Wurzel zShlt er femal. 

Dabei zeigt er aber noeli, daß und wie bei Kenntnis dner Wurzel einer 

Gleichung (hr (had dirsilhen mif Hilfe der F<jlii'»}'V nm nvf Ei>ilrit er- 
niedrigt Kcrdm kann, wobei er unter anderen (iieichungen diese (öeite Fl): 

af* ^ 4« — 3 

mit den Wnneln: 1^ 1* — 1 —1 2 ^ Beispiel benutzt. 

Diesem ümsiaDde legt er mit Recht seine volle Bedeutung bei und zeigt, 

wie es ihm hierduich öfters gelingt, die Auf Insunppn von Glpichungcn «liireh 
Uiimifügnng von Wurzeln zu vervolistäudigen, welche ätevin und Vieta 
ausgelassen hatten. 

Königsberg, Aprü 1906. Louis Saalschütz. 
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über die DarsteUtiiig algebraischer Fmüctionen 

nnd Abelsclier Integrale aus gegebenen Elementen. 

Von Hebmann Stahl in Tübingen. 

Seit Biemann sind die allgememon Sätze über algebraiscbe 
Funktionen und Abelsche Integrale auf mannigfache Weise hergeleitet 
und begHlndet worden. Weniger entwickelt ist die explizite Darstelliuig 
dieser Funktionen und Integrale. Hier ist eine Lücke, zu deren Aus- 
fOUung das Folgende beitra^on möchte. Besonders einfach nnd natürlich 
erackeint ein Weg, den bereits GhristoffeP) und später Fields*) vor' 
zügs weise zum Beweis yon Sätzen gewählt haben. Die weitere Ver- 
folgung dieses Weges führt aber auch in vielen Fullen zu einer sehr 
einfachen Darstellung der Funktionen und Integrale. Es zeigt sich, 
daß zu diesen Bildungen eine einzige Funktion X(x: .r,) genügt, die 
nur von zwei Punkten abhürifrt nnd die auch in komplizierten Füllen 
noch eine einfache Form bewahit An dieser Stelle soll kurz und 
mit Übergehung einiger Beweise der einfachste Fall behandelt werden, 
in dem die algebraische Orundgleichung l'\x, y) = 0 nur Doppelpunkte 
und die zu bildende Funktion J?f.r, y) nur ünstetigkeiten erster 
Ordnung besitzt. Dieser Fall ist in einer Weise vorbildlich, daß heim 
Auftreten von höhereu Singulantäten und von iK'dioren I^nstetigkeiteu 
der Gedankengang genau derselbe bleibt und nur die analytischen Aus- 
drücke entsprechend sich ändern. 

Ich knüpfe au eine IVüher gegebene Übersieht""') über die Theorie 
der algebraischen Funktionen an. Vorausgesetzt wird, daß die algebraische 
Grundgleichung F(.v, //) = 0 eine Kurve vom Grade n und vom Ge- 
schlecht p sei, und daß die n Tangenten im Uuendlichcu alle verschieden 
seien, oder die m Blätter der Riemannschen Verzweigungsfläche von y 
im Unendlidieii getrennt verlaufen, was sich durch lineare Transformation 

1) Chriiioffel, Annali di Hat. (2) 10, 81ff. 1B80. 

2) Fifllds, Acta H«|]i.M, IftTft 1901 und Joomal iBr Haih. 124, 179 ff. 1902. 
.! H. Stahl, AzoliiT d. Math, u Phyn. 'Ti 7, ISlf. 1904. 

▲whiv 4«r llAtlMiiiMik ubA PlijraUu lU. Reib«. XU, 14 
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stets erreichen läßt. Es Heien nur einfache Verzweigungspunkte und 
von singuläreu SteUeu nur Doppelpunkte vorbauden, r an der Zahl, 
80 daü 

(1) P + r- ^ 

1. FuHdahictüalaufgabe. Satz von Fields. — Wir beliandelu die 
futidanmifnlfi Aufgabe, die allgemeinste, zu F(t, y) ~ 0 gehörige, 
algebraische P'iinktiou R{x, y) zu iuiden, die in m gegebenen, r^ulären 
Punkten oo' wird. 

Die Lösung dieser Aufgabe gründet sich, auf die Eigenschalt«ii, 
die der Ausdruck 

iIb Fiuktion von (:r, y) hai Sind (a^ß^) oder kurz (a^) (A- « 1, . . r) 
die r Doppelpnnlcte von Fu, y) = 0, (a^^,) (? = 1, . . m) die iit 
oo^ Punkte Ton li{x, y) und .i^, .1,, . . ., ^1^^^ Eonstuiten, ao ist die * 
Ldsung der Aufgabe enthalten in dem Safase ron Fields: 

Bit allgeimrinsie Funktion der verlangten Art wird dargesteJU durci^ 
den Ausdruck 

(8) Ä(ir,y)-^I.T(*;«^ + ^ 

mit der Bedingung, daß gufiaehen den Größen tmd den Funkten 
d ie p + r GMtknngen bestehen 




Einen äbnlichen, allgemeinen Satz beweist Fields für den Fall, 
daß j/j = 0 vielfache Ptinktf l)esitzt. Die Beweise von Fields 

lassen eich aber vereinfachen und auf andere Arten von Singularitäten 
der Gleichung F{x, y) =» 0 ausdehnen mittels einer Metbode, die 
Christof fei a. a. Ort benutzt hat 

Indem man den Fall m «- 0 betrachtet, beweist man auf rein 
algebraischem Wege, daB die Bedingungen der Adjunktion fttr eine 
Kurre ^(x, y) ^0 vom Grade « — 3 l^nea^anabhängig sind, und dafi 
die Znhl der linear-unabhängigen «^Funktionen genau gleich dem dureh 
die Oleiehung (l) bestimmten Geschlecht p Ton F>»0 iet Daraus 
folgt in bekannter Weise^) der Riemann -Rocheche Sata, namlioh: 

n Nach Koch, Journ. für Math. «4, 872ff. (18n4\ Fields, ActaL«. S.iett. 
H. Stahl, Theone der Abelachen FnnktioneB 8.98—101 (1896). 
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Sind die m c»*-Punkte der Fuuktion jR(ir, y) von allgemeiner Lage, 
d. h. derart unabhängig, daß sie niclit samÜich NuUpankte ein and 
deraelben adjungierten Funktion sind, so muß tn > p sein. Von 
iea m 0^- Punkten sind abdann noch m — p willkürlich, die p letzten 
aber durch sie und die m (»^-Punkte eindeutig bestimmt. 

Sind dag^pen die m oo '-Punkte der Funktion Bfr, y) nicht an- 
abhängig, .sondern von solch spezieller Lage, daß für jeden Ton ihnen 
die nämlichen q linear- unabhängigen ^-Funktionen verschwinden, so 
muß in'^p — q sein. Von den m 0^- Punkten sind alsdann noch 
m — p -{■ q willkürlich, die p — q letzten aber durch sie und die m 
oo*- Punkte einfloutig bestimmt.^) 

Ahnlich wie (8 1 beweist mun auch, daß fi'n die allgemeinste ganze 
algebraische Funktion G{x, y), die in jedem der n Punkte itn Un- 
endlichen von der Ordnung s > « — 2 (ähnlich für s^n — 'i) oo wird, 
die Darstellung gilt: 

(4.) y) -y'AJ{x; + ö,(«, »), 

WO (ce^y /}|) die r Doppelpunkte und ^1;^ ganz beliebige Konstanten 
sind, irtbreud Go(x, y) die Form hat: 

G^{x, I/) - w, + ytt,_i + • • • + JT" '«,-,+1, 

wobei ttj eine ganze rationale Funktion in x TOm Grade > ist Die 

Zahl der Koeffizienten in (4a) ist — r -\- ns -\- - — ns — p -\- 1, 

in Übereinstimmung mit dem Riemanns(;hen 8atze, da die Funk- 
tion (4 a ) in jedem der n Punkte im Unendlichen — > oo' wird, also 
Ton der Ordnung ns ist. Soweit Fields. 

2. Umformungen. — Wir gehen weiter, indem wir zunächst 
die Bezeichnung ändern. Die r Doppelpunkte seien wie bisher 
ajh = 1, . . ., r), die zugehörigen Konstunten yl^; die m oo*-Punkte 

von Rix, ff) aber seien fortan t/,) oder kurz {xf) = 1, . . ., in), die 
zugehörigen Konstanten 7^,. Ferner seien «Pj, . . p linear- unab- 

hänjT^^e, adjuwiiertr Funktionen vom Urade « — 3, d. h. Funktionen, 
die den Üieichungen genügen: 

(6) ^aK* W " ^ (A-l,.. ^ j»; »- 1,. . . »r 

Xu • • •ilLr ** adjmgicrtc Funktionen vom Grade » — 3, die 

1) Selbstverständlich kauu die Eindeutigkeit aufliöreo, wenn mau die m — p 
(oder m — 17 -f- g) wiUkfirlichen 0*-Pimkte nicht aUgemein, aondeai so irlhlt, daA 
durch rie mehr all eine Funktioii y) bestimmt wird (s. SdihiftbemerkuDfl^. 
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unter sich und mit den linear -unabhängig sind. Dann nimmt die 
Funktion Ii{x, y) (3j die Form an (Archiv 1. c. S. 23) 

r m 

(6) B{x, y) "^An'i «.) + 2^'^^'' ^ + 

Die r + p Bedingungwi (4) aber zerfaUen wegen (5) in zwei 
Systeme^ nftmlich die p Qlnchongoa • 

(7) ^£,<P,(afJ-0 

swieelkeii den Größen Sf und den Pnnkteu Xf und die r Gleiehnngeii 
fOr die Or^Ben 

r wi 

Wir führen die wirklich in (6) ein. Seist man abk(irze&d 
2i(«»)-3ü«» ^±Xii- -Xrr-^» bezeichnet die nach ge- 

nommene und durch d dividierte Unterdeterminante mit X^^ und 
fahrt den Funktionsanedmck 

(8) %;} - o;,) -^j* «») 
ein, 80 erhält man statt (6): 

(9) B{s^i)^^n,X^x;x,)^B^ 

und damit den Satz: 

Die allgemeinste algebraische Funktion ]i\ nj)^ die oo' in dm 

m regnliimi Punkten (j'^, i/,) sfe/// .v/>// dar (ds ein A(j</regat 

von m Fuukäoimi j,). JJaUi sind die m Koeffizkiüen ß^ den 
p Bedingwigsyleiciiungm (7) unterwarf m. 

S* Die Eigmsdtaßen de)- Funktion l(x-^ j-,). — Der in (8) de- 
finierte Fü/kkHonsatisdruck x^) hat folgende Eigenschaften: Er 
hängt nur von zwei Punkten {x, y) und ab und ist rational 
in den Koordinaten dieser Punkte; er ist symmetrisch in den Koordi- 
naten der Doppelpunkte (u^, ß^) und folglich rational darstellbar in 
den Koeffizienten der Gleichung F(x, y) = 0. Die r Funktion«!! 
Xi, • . ., Xr lassen sich durch ein äquivalentes System ersetzen, ohne 
daß X{x'j Xi) Bich ändert. Femer hat X{x'y als Funktioi» vm (x, y) 
folgende Eigenschaften: 



Digrtized by Google 



0ani0niiiigalgebr.Fii]iktioiieaQ.Abe1idievlDt«gz^ 213 

Sie ist oc' in ix, //) --^ i.r^, y^) wie (F'jf)^ „ • (x ■- ./', r^; sie ist 
- rx)"-^ in jedem der » Punkte im Unendlichen; sie ist endlich und 
verechieden wertig in dm beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes 
(ff,, ß^): sie ist st^^tisr in ullcn flbrigen Punkten der Verzwei^ungsfläche, 
besonders auch in jedem zu i>Ci, y,j gehörigen kuujugierten Punkte (x^,y[). 

Dagegen hat lix\ Xi) als FmlUioti von (Xi, y^) folgende Eigen- 
schaften: 

Sie ist ^ 0^ in jedem der r Doppelpunkte (pfj, ?^ip i«t = oo* 
in {Xf y) wie — {F'y)_^^yjx^ — sie ist fxj" ■ in jedem der n Tunkte 
im Unendlichen: sie ist stetig in allen übrigen Punkten der Verzweigungs- 
Üäche, besonders auch in jedem zu (x, y) konjugierten Punkte {x^ y'). 

Dahmr zeigt der Ausdruck 

(10) i(«;«i):(JF'yU 

ais Funktion von {x^, tj^ foUimd^'R Verhalten: 

Er ist -= oo* in jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und 
verschiedenwertig in den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes; 
er ist = oo^ in (ar, y) wie - (.Tj ~ x)~^\ er ist = U' in jedem der 
n Punkte im Unendlichen und zwar im ^ten Blatte wie — N^x^^ 

n 

wobei nnabhlngig Ton {x, y) und ^^^^ — 1 ist 

4. Wmtm BarsteRungm durch die FimkHon X(x\ Xi). — Eine 
algebraische Funktion R(Xf y) der JNten Ordnung, die in den 
fw Punkten y,) gleich oo*, in den m Punkten (x?, y?) ..,■•) 
gleich 0^ wirdy ist bis auf einen konstanten Faktor bereits bestimmt 
durch die m oo'- Punkte und m — p der 0*-Punkte. Zwischen den 
2 m oo^ und O^Pnnkteu beKtehen p Gleichungen. In der Tatf soJl (9) 
Ar die m^p ersten 0^'Punkte Terachwinden, so muß sein 

tu 

Ans diesen und den p Gleiehungen (7) kann man die YerhBltnisse 
der Koelfisiesiten B faestimmen und in (9) eintragen. Man erhSlt so 
für B{xj y), abgesehen Ton einem unbestimmt bleibenden, konstanten 
Faktor, einen Determinantraansdnidki der sich in leicht Terstindlidier 
AbkOnong sohioiben läßt: 

k{x^ x^} ... X^x; xj 1 I 
(XI) X,). . . Af.T^; xJ 1 (. = 1, 

^^{Xx) , , . . 0^{jx^ 0 



Digitized by Google 



214 HxniAvii Stahl: 

Um die p Bedingungegleichungen zwischen den 2?« Punkten (jr„ y,) 
und (arf, yjj zu erhalten, hat man der Reihe nach für (ar, y) die p 
letzten 0'- Punkte (^a"", _ + ^ , »/^ + f,"» (* - x. . • i») einzutragen und die 
Determinante jedesmal gleich ü zu setzen. 

An Stelle dieser p algebraischen Bedingungsgleichungen können 
die p transzendenten Bedingungen des Abelscheu Theorems treten: 

(12) 

die sich sehr einfaLli aus den Gleichungen (7) ergeben (s Archivlc. § 11). 

Mittels der Funktion l(.r: .Tj) kann man u. a. auch gewisse Funk- 
tionen explizite darstellen, die Weierstraß') vielfach benutzt, aber 
nur ihrem Charakter nach definiert bat. Zuerst die Funktion //(.r; ,j, i 
d. i. eine rationale 1- unktion von (x, y) der (j) -f Ijten Ordnung, von 
der gegeben sind ein U' Punkt (a^, und p + 1 oo'- Punkte 
(a^ . . (o^ h^) und (^u*,, y,) mit dem Zusatz, daß die Funktion in 
(x^, y^) 00* sei wie (x — ar,)-*. Femer eine Beihe von abgeleiteten 
Funktionen H{x^)^, IPix^^, H'(xi)^, H"(xi\f,.., die definiert sind 
dnreh die Entwicklung ron S{x'^ x^) in der ümgebong von {x,y = a^, h^, 
nftmlicli 

X,) - {x - H{x,), + Ä^^rO, + (x - a^E ix,\ 

Diese Funktionen erweisen tAek (fOr — 1, . . . , |) genommen) als 
Systeme ron je p Integraaden der 1., 3., 2., 2. . . . Gattung und lassen 
sich in ein&chster Form anschreiben. 

5* Die Ahelsdu» Integrak 3ier und Jiter Gattung» — Die Funktion 
X{x\ x^ fahrt auch zur Darstellung der Ab eischen Integrale 3ter und 
2tw Gattung in folgender Weise. Ist (a^, rersdiieden tou {x, y), 
so hat der Ausdruck 

nach Nr. 8 als Fvnktum von {x^ folgende Eigensdiaften. Er ist 

oo' in {x, y) und (a^ 6^) bozw. wie + («i — ar)"' und — (afj — o^)"**; 
er ist = 0^ in jedem der « Punkte im Unendlichen; er ist = c»* in 
jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und versdiiedenwertig in den 
beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes. 



1) Weierstrafi, Ge«. Werke. Bd. IV (1902). Vgl 3. 60 73, 79. 97. 176. 
.19d. 206. 
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Dios Verhalten charakterisiort die Fanktion (14) Ton (d?,, y,) als 
Litegnndcn 3ier Gatöimg oder den Aoadmck 

(16) -/ [*K5 «J - «i)] H 

ak JnilEyral 51er Chikmg, dw logarithmiecfa wird in (:r, y) und (o^ fr^,) 
becOglidi wie 

(16) + log {Xi — X ) imd — log — a^) 

und die Ableitung naeh x, nämlieh 

n 

dx j^y, 

de IiUeffral Hier Gaitmig, das in (a-, y) gleich oo* wird wie — («i — .r)-'. 

Das ol^emtfMWfe J.5€25efte Inkpral sefcxt aich ane den p Integralen 
Iter Gattung, aua Integralen Ster and 2ter Gattung der Form (15) 
und (17) und er. aua algebraischen Funktionen der Form (9) nnd den 
Logarithmen solcher Funktionen susanunen, Bildungen, die sieh alle 
mittek A(a;;a;J herstellen lasaen. 

Die Frimftiwk^ P(x] x^, Xq). ^ Die Funktion X{x'^ führt 
endUeh an einer sehr emfaehm Frimfunlikm, 

Nach Nr. 8 hat der Äuaämdc (14) als FwMUm von {x, y) folgende 
Eigenschaften. Er ist — 0* für (^, y) = {a^, b^)\ er ist oo^ in (a:^, y^), 
wie — (d; ~ er ist oo"~' in jedem der n Punkte im Un- 
endlichen; er ist endlich und Teischiedenwertig in den beiden Punkten 
eines jeden Doppelpunktes. 

Hiemaoh hat der hUegralamdntek (15) als FkmkHoH tum (x, y) 
folgende Eigenschaften: ' 

Er ist » 0^ in (0^^, er ist logaritiimisch 00 in {x^, und 
(^9 y«) hezw, wie +log(af — und — log (« — 45^)} er ist — oo""** 
in jedem der n Punkte im ünendUehen; er ist Bte% und eindeutig 
an allen anderen Stellen der Verzweigungsflache mit Ausnahme des 
zwischen (x^, ^q) ^erlaufenden Intf^pmtionsweges, an dem 

er eine Wertdifferenz => 2f« hat. 

Hiemach endlich zeigt tier ÄusdnuA 

(18) P(x', X,, x^) ^ e'^Z 

als Funktion von (x, y) folgendes Verhalten: 

£r ist 1 in (^j,, 5^); er ist = 0' in (.Tj, y^ und — 00' in {x^^\ 
er ist wesentlich singuläx in den n Punkten im Unendlichen; er ist 
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gteiig und eindeutig an allen Hbrigen Stellen der Verzweigungsfläche. 
Daher der Satz: 

Der Ausdruck P{x] x^) ist als Funliion von i r, //) eine trans- 
jiendente Frimfunktimi mit einer 0^- Stelle (.r^, f/J und einer oo^-SUÜe 
(^0» y») wesmflich singulären iiteUen im UnendUchen. 

Wiemaa folgt weiter der Säte: 

Jede cHgebraiecke Funktwn R(x, y) laß tds Frodukt wm Brün- 
ftmitionen P(x] ^ x^) dantdlen, gtMldet mü de» Koordinaten der 0^ 
und oo'^jpun^ von It{x, y). 

Sind nämlich wieder {2^, 1^) und {x^, y^) ({«t,...,n) die 0^ und 
00^-Pimkte von It{x, y)f 80 erhilt man die Daratellnng 

wo (a, ß) ein beliebiger i'unkt ist, nur verschieden von den {pifl, t/^) 
und y,). Hierbei sind die Integrationswesfe zwischen den Paaren 
i^O) t/o) (^17 Pt) bestimmter Weise zu wählen. Werden sie be- 
liebig gewählt, so tritt zu dem Produkt der rechten Seite noch ein 
von i.r, //) abhäugifTer Faktor hinzu von der Form e^^''^\ wo «(ar, y) 
den allgememeu Periodizitätsmodul des Integrals W^'^ bedeutet. 

Man beweist die Gleichung (l'J), indem mau statt des Integrals 
TF^'^ durch ZufOgung eines allgemeinen Integrals erster Gattung das 
Normalintegral F^'^, für das der Satz der Vertauschung Ton Parameter 
und Argument gilt, einführt and die bekennte Formel^) anwendet: 

m VI m 

(20) i«« ^ -2" """X =2 ^^-2"^^ ' 

»Ol 

die den Lof^tiimas tou B{x, y) doreh eine Smnme von Normal- 
integralen 3ter Qattong darstellt. Dabei kommt das Abelscbe Theorem 
(12) für Integrale erster Gattung anr Anwendung. 

Darstellungen der Form (19) sind zuerst TOn Weierstrafi*) ge- 
geben worden. Die von ihm benutzte Primfunktion E{x\ x^f h8ngt 
noch Ton p willkürlichen P^uikten (a^, («»i.....^) ab (vgl. Nr. 4), 
in denen E(x'f wesentlich singuJäür ist. Die hier bemitste Prim- 

ftinktton F(x; x^, x^ ist insofern einfacher, als ihre wesentlich singulären 
Punkte in die unendlich filmen Punkte der Yerzweigungsffikihe fallen. 

1) H. Stahl, Theorie der Abel sehen FonklioiMik (1806) 8.146. 
8) Weierstrafi 1. c. 8.877. 888. 890. 
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7. Verallgemeinerungen. — Für den Fall, daß F{x, t/) 0 höhere 
Singularitäten und Il{x, y) Unstetigkeiten höherer Ordnung besitzen, 
gelten ähnliche Betrachtungen und Formeln. Man ersieht dies bereits 
aus dem nächst einfachen Fall, auf den auch Herr Fields^) seine 

Beweise dnr Sät/c ausj;:rcdehnt hat Die Gleichung /'(.r, //) = 0 be- 
sitze r Tieifache Punkte (mit geti t niiton Tangenten oder getrennten 
Blättern) a^, ,» bez. tou der Ordnung ff^, . . q^, und es sei 

r 

Q ^ Qm{Qm~ ist; das Geschlecht p beBtimmi durch die 

»Oll 

Gleiehiing 

(21) ■ i> + (> = -K«-l)(«-2). 

Die FonlEtion E(x, y) habe m ünendlichkeitspiinkfo . • s^^ bes. von 

der Ordnung fL^, und es sei fi — ^y^iCft ~ Bedentei T(«; «) 

wieder den Aus ! u k (2), so wird die Funktion Ii{x, y) dargestellt 
durch den Ausdruck 

(22) y) -^A^inx; «JJ + ^Bm"; + ^ 

Hier sind aber die und Bf nicht konstante Faktoren, sondern 
OperaikmsaynMe, nämlich 



(23) 



Die Zahl der Eoeffiaienten a,^ in ist »i^fC^« — 1) nnd die 
Gesamtzahl der a,,^ (^eich Die Zahl der Koeffizienten 6,,, in J9} 
ist — ifi|0*f — 1) nnd die Geaamtsahl der h,„ gleidi fi. Fftr die 
Bedingongsgleichnngen gilt folgendes. Seien • « p linear- 
nnabhSngige at^ngiaie Funktionen TOm Grade n — 3, d. h. Fonktionen, 
die den Gleichnngen genügen: 

und Zi, • . . j;^ 9 »>c/U adjungierte Funktionen vom Grade n ^ 3, anter 
I) Fieldi, Joiunal för Math. IM, 179 ff. lOOS. 
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sich and von den linear-unabhängig. Dann bestehen ähnlich dem 
früheren die p Gleichungen: 



(25) ^^,L<^*(^Jj 0 (*=i.....i») 

und die (f Qkidiungen 

r m 



Setzt man nun 



fem» 



stk^ju = 1, . . ^); (/JGD't^c^j = ^> w> 

und bezeichnet man die Determinante der w/,, mit M und die nach 
m^^ genommene und durch M dividierte Unterdeterminante mit M^^f 
so erhält man 

(27) R(x, y) = Vb,[1(«; ajj] + B^, ^ 

wenn ;i(dp; df,) den Funktionalansdraek bedeatet: 



(28) X{xi «i) - T(a?j -^r 2i^iiZiM^A'^)' 

Diese Funktion A(.r; o^i) hat nnn ganz ähnliciie Eigenschaften wie in 
dem früheren einfachen Fall und führt genau wie früher zu dem 
Integral »ter Gattimg W^'^, dem Integnd 2ter Gattung F^'* and der 
Flrimfiinktion P(x; x,, x^. 

Man übersieht bereits, daß und wie sidi diese Formeln und ihre 
Beweise ausdehnen lassen auf andere Singularitäten TOn F(Xy y) — 0 
und andere ünstetigkeiten von R(x, y). Man hat wieder die Form (22). 
Unter die Punkte (a,^ ß^) sind alle singularen Punkte aufzunehmen und 
in das Symbol die Ableitungen nach und so weit, daß 
Ai,[T{x; «t)] noch endlich bleibt in (eti^ß^' In das Symbol l}^T[{x'^ x^)] 
sind die Ableitungen nach und y^ so weit aufzunehmen, als es die 
Unstetigkeit von I{{x, y) in (j?,, y,) erfordert. Man kann aber auch 
noch ünstetigkeiten von Hix, y) berücksichtigen, die in ainguläre 
Punkte von Ff.r, y) = 0 fallen. Tch teile deniniichst an andrer Stelle 
eine ausfiihriieliere Begründung der vorstehenden Formeln und weitere 
Angaben über die Tragweite dieser Darstellungen mit. 



Digitized by Google 



W. Lodwig: Kegdgohnitte auf eia«r Flftdi« II. Or«des. 



219 



Ich möchte die Erwräbnung dee Kiemaun-Rochsclieu Sut/t>s Nr. Ij lemitzen, 
nm einige Bemerkungen richtig zu stellen, die sich in der Uabilitationgsrhrift 
TOB Heifii 6. Rott «^Theorie der Biemftniischeo ThetafiuktioiieD" (Lcip/.ig, 
Teulmer 190i) finden. Es heißt dort S. III: „Diese Theorie enthUk noeh weMnt- 
licbe, von den bisherigen Bearbeitern nicht bemerkte Lücken, und es hat dies 
seinen Grund darin, daß die M^^glifhkeit dea Auftrt'tens von Punktsystemen mit 
•peiiellem Charakter übersehen worden ist. Die vorliegende Arbeit bezweckt, 
die in der Theorie der Biemnnn sehen Thelnfan1ition«B noöh Torhandenen Lficken 
uusofttllen.** AuifUlend ist, daß Herr Roet nof aeinen Haupteweek, nlmlieh »nf 
die Untersuchung jener übersehenen «periellm Ponktsysteme in seiner Arbeit mit 
keinem Wort mehr zurückkommt. Er gibt nnr ein dem byperelliiitischeii Fall 
entnommene» Beispiel (I. c. 8. lö'A, Anm. 6). Es ist nicht schwer zu seiieu, daß 
die ihm vorschwebenden speziellen i'uuktsjsteme sich einfach aus dem Umstand 
erklären, dnB im Riemann-Bochschen Satco bei einer algehraiachen Funktion 
It{x, y) der inten Ordnung die Eindeutigkeit in der ßcstimnuing «1er p letzten 
0'- Punkte aus (km fibri^cn 0'- Punkten nnd den m Punkton auflu'iren kann, 
wenn man die w— /> ersten O'-l'unkte nicht allgemein wählt votl.'! Atim. /u Nr. 1 ). 
Ich habe diese Bemerkungen übrigens Herrn R. schon im Jahre l^oi mitgeteilt 
Nach dem Yoratehenden dfirfte aneh das Referat von Herrn Kraser (Jshrhnch 
aber die lortsebritte der Hatheuiatik Bd. 82, 8. 468) nnd ebenso die Bemerkung 
in seinem Lehrbuch der Thetafunktionen Xeipzig, Teubuer 1903) S. 436: „daß die 
MUngcl, welche früheren DarHtellnnpen von v. Dalwigk, Stahl und Chriptofi'el 
anhaften, durch Herrn Bost eingehend kritisch beleuchtet seien", als wenig zu- 
fareSend etsehelnen. Was Herr Rost bes. des Biemann-Boebsehm Statcei 
nnd der angehörenden fötse 5ber das Verschwinden der Thetirfunktion gibt, sind 
„fibrigens leicht ersichtliche Änderungen, welche die Gleichungen dieser Sätze 
im Falle mehrfacher Null- und Unendlichkcitsptinkte einer Funktion f r 
(Quotient zweier Intefjranden erster GattnnjT> m erfahren haben", wie Herr 
Krazer in seinem Lehrbuch 8. 416 Anmerkung richtig bemerkt.' 



Über das Problem, eine Fläclie IL Grades iu einem der 
Gestalt und Größe nacli gegebenen Eegelsclinitte zu selineiden. 

Von VV, Ludwig in Braunschweig. 

1« EkdeUwig. — Die Ebenen, die aus einer Flache II. Grades Kegel- 
sebniiite ausschneiden, die einem gegebenen Kegelschnitt kongraent 
sind, bilden eine einfach unendliche Mfumigfiiltigkeit, einen Torsos; 
solcher Torsen gibt es, wtspreehend der Anzahl der nach Gestalt nnd 
Große rerschiedenen Kegelschnitte, bei derselben FlSche II. Grades ein 
doppelt unendliches System. Dieses Torsensystem mm Imt M. Krewer 
in einer mit dieser gleich betifeelt«ii Abhandlnng^) im 12. Bande der 

1) Sie ist her?orgegangen ans sinsr PleisHrbeit, die Herr F. Sebar, wie ich 
s^ner glliigen Hitteilnng rerdanke, in Dorpnt knn vor seinwi Fortgang« von 
dort gesteUt bai 



Digrtized by Google 



320 



W. LuDwis: 



zweiten lieihe dieser Zeitschrift n>^94 » mittels einer auch in (ler Tin nrie 
der Flächen IV. Ordnung gebrauchten Trfinsformation auf einen bekannten 
Bündel von kubischen llaumkurvei: ■il)L:;e bildet, um aus diesem Kriterien 
dafür abzuleiten . ob ein gegebener Kegelschnitt auf einer gegebeneu 
Fläche II. Grades reell niöglicli ist oder nicht: jedoch ist die Untersuchung 
nicht so einfach und anschaulich durchgeführt, wie es möglich ist, und 
demgemäß sind auch die erhaltenen Kriterien unübersichtlich und 
praktisch unbrauchbar. Deshalb soll im folgenden das Problem mit 
Hilfe derselben Abbildung nochmals behandelt werden, obwohl inzwifaciien 
wenigstens für das Ellijisoid die gesuchten Kriterien von ilerrn 
Georg Diem') aufgestellt worden sind. 

2, Die nnaJijtische Formulierung des Prohlans. — Wir denkm nns 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem und in ihm die Torgelegte Fläche 
IL Grades durck die Gleichung 

(1) FsaJP-\-h7* + eZ*-l -0 

gegeben, indem wir uns vorläufig auf die allgemeinen zentrischen 
Flächen II. Grades beschränken. Die Fläche schneiden wir mit einer 
Ebene, deren Gleichung 

(2) irX+ Fr+ lFZ-1 

laut*» und als deren Koordinaten wir V, F, W verwenden wollen: die 
Schnittkurve bestimmt sich in folgender Weise*): Die Kl)' 2) nehmen 
wir zur jc^-Ebene (,;^ = 0) eines dem XTif-SyBiem kongruenten 
yDj-Koordinatensystenis, dessen J -Achse durch den Ursprung jenes 
gehej setzen wir dann abkärzungshalber 

(S) Äsl7»+F«+ IT», 

so haben wir die KoordLnateutransformationslormeln: 



1) über Elliptea auf einem Ellipsoid, dnen AebMo gegebenoD eiafaeheii 
Btdingoiigeii genfigen, iiubeioadere Aber koagtaente BUipno. DiMertatioB, 

Mfinchen 1898. Seite 28. 

S) Vgl. F. Schur, Lehrbuch der analTtiachen Geoueteie, Leipug 1898, § ii. 
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Jetxfc ist die SehnittlntiTe dnreh die Gleichnngen 

«S» + + 2 «19 + 2 + 2 «1> + S - 0, a - 0 

gegeben, wobei 

iat aie zunächst ein zentrischer Kegelschnitt mit den Halbachsen A und 
B und mit der Diakriminante so besti]iijiie& eich A and B durch 
die GleichiiDgen 

W 55f + Si Ä ' U"^^ ^ 



und 



+ c) P«+ (c+o) V + (q + »>) IT» _ y 



in denen irir 9^ iT, V alt AbkQmmgtti eingefohrl h»b«n. Unser 
Eegebchnitt laA nnn einem gegebenen leniriBGlienKegelBefanitt kongruent, 
wenn die Gleichnngen 

erfBUt eind, ixt denm die Größen r und s sich ans den Achsen des 
gegebenen Kegelschnittes den Gleichungen (6) entsprechend berechnen. 
De umgekehrt _ 

ist, sehen wir, daß wir nur reelle Werte von r und s, und auch diese 
nur zum Teil, werden in Betracht zu ziehen haben; es ist nämlich 
M SNisr rarffe» Wü^: 

^ etiler ^sgMrdel^ die «n sHumplen WiM^ ihrer Asymptoten liegt: 

r>0, s<0, 

bei einer MyperOelf die im spUeen WinJcd ihrer Asymptoten liegt: 

r<Ü, S<J0, 
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Bei der gkichseitigen Uyperbfl ist r — « — 0 und bei der ParahiL die 
sich dadurch hier einordnet, daß für enteil« Sl^Ö — G- = 0 ist uud 
daß zweitens A und B so unendlich geworden eind, daß der Parameter 

p ~ -|- endlidi bleibt, ist r » 0, « oo. In diesen beiden Flillen ist 

die Orüße des Kegelschnittes nicht durch r uud s bestimmty aber es 
werden sich ungezwungen Mittel finden, die uns auch di^ FSUe SU 
erledigen gestatten. Andere boNmdere Werte Ton r nnd $ f&hren sa 
Ansartangen nnd können außer Acht geUssen werden. 

Die Bedingungen nun, die gleichzeitig von den Ebenen {U, V, W) 
erfallt werden müssen, die durch ein Wertepaar r, 8 der Gestalt nnd 
QrSfie nach g^ebene E^elschnitte ans der Fläche (1) anssehneideu, 
lauten gem&ß den Gleiobnngen (4), (5), (6) folgendennafien: 

(7) n^sr-^a-XW'^O, 

die Ebenen bilden deshalb einen Torsus, der den beiden durch die 
Gleichungen (7) dargestellten Flächen IV. Klasse gemeinsam ist und 
der in zwei Torsen zerfallt; der eine davon ist durch V?^Qf S^^Q 
bestimmt nnd scheidet aus unserer Betrachtung ans, da et aus lauter 
imagii^ren ISboien, Bertthrungsebenen des unendlidi fionen imaginären 
Kngelkreises, besteht; dagegen haben wir die Aufgab^ zu untersnchen, 
wann der fibrig bleibende Torsus XII Elasee reelle Ebenen besitst. 

3. Ahhildnn^i des erhalietim Systeius cm Torsen XU. Klasse auf 
einen Bündel von kuhischen RaumLiirrm. - Die von uns eingetuiirtt'ü 
Ausdrücke 0, X, W, Sl haben eiiiiache Bedeutungen: setzen wir sie 
nämlich gleich 0, so erhalten wir die in Eheueukoordinatt'n geschriebeneu 
(Jleii'huun^en der Fläche (l) und dreier uuendlich fernen Kegelschnitte, 
uud zwar i.st, wenn wir kur7 das dureli eine Gleichung S — 0 dar- 
gestellte Gebilde iinl ^ bezeichnen, A der unendlich ferne Kegelschnitt 
von <P und Sl der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis, während */'* 
die acht Tangenten berührt, die A und Sl in ihren Schnittpunkten 
haben (das letzte folgt daraus, daß der durch X nnd Sl in der un- 
endlich femeo Ebene bestimmte Kegelschnittbüschel in den homograen 
Geradenkoordinaton U: V: TT die Gleichung X + + » 0 hat). 

Unsere rier Flachen II. Klasse: 

bcstanmen nun ein lineares System UI. Stufe von Flächen II. Klasse 
dessen Gleichung wir in der i urm 
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Beliveiben können, in der Uy ß, y yeräuderlicbe Parameter sind. Mit 
seiner Hilfe bilden wir den Kaum 2^, in dem wir bisher gearbeitet 
haben, so auf einen andern Kaum 0' ah, wie es für den dualen Fall 
Herr Th. Reye in seiner „Geometrie der Lage" im 3. Band der H. Auf- 
lage, Seite 142, schildert: Wir denken uns in 0' dasselbe Koordinnten- 
gjstem wie in 2.\ nur duß v/ir die Koordinaten mit x', y', z\ bezw mit 
m', v\ w' bezeichnen, und ordneii jeder Fläche des obigen Systems den 
in bezug auf sie der Ebene «' »=» 1?' w' =- l zugehörigen Pol zu; da 
dessen Gleichung 

«tt' + ßV -f yw' => 1 

ist, drUekfc rieh die Bexiehnng der Ebenen der Ränme £ nnd 0' folgender^ 
mafien aus: 



Der Ansolianlidikeit halber eiseteen wir noeh den Ranm ' doich den 
SU ibm in* bezog anf die Einheitskugel polaren Raum 0, in dem die, auf 
dieaelbeii Adiaea bezogenen, Koordinaten mit x, y, g, beaw. u, v, w be- 
seidmet seien. 80 whalten wir die Abbildong: 



Die Bilder der beiden Fliwhen IV. Klasse 1^ und sind also die 
beiden FBohen IL Ghrades nnd nnd das Bild des jenen gemeinsamen 
Toms XIL Klasse ist die diesen neben der Geraden ^ — 0, o ^ 0 ge- 
meinsame kubische Raumkurve, die wir mit R^^, beieidmen. Wir 
haben auf diese Weise das System Ton Torsen XII. Klasse durch ein 
▼iel bequemer zu behandelndes System von kubischen Kaumkurven er- 
aetst. Vermöge der Transformationsgleichungen (8) stellt sich audi 
die Fra^e nach der Realität der Torseu sehr einfach dar: J^Ün Torsus 
besiM reelle Ebenen, wenn die zugehörige li^ ^ in den positiven Oktantm 
des Xff0-Koordinaten^^eim eifUriU. Jedoch wollen wir, ehe wir uns 
dieser Hauptfrage anwenden, noch einige Worte aber das System der 



EP-»', F»-i;', ir«-w'. 
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4. Der Mündel der kubi^im Maumkurvm Jti^^^ — Die vier Ebenen 
VO, ^-0, «-0 

bilden ein Tetraeder, dessen eine Ecke, fjj, ifj, oj i, der Ursprung unseres 
Koordiiiateusjstems und dessen eine Kaute, unendlich l'eru ist. Die 
ilächen sind hyperbolische Paraboloide und bilden einen Büschel, 
dessen Gruudkurve sich aus den vier Geraden yx? ^> ^ 
sammensetzt. Die Flächen sind Kegel Ii (Jrades, deren Scheitel 
der Koordinstenarsprung ist, und ber Ohren sämtlich die Ebenen % und 
o llogs ihm Sebnitl^imden mit if, bilden also eine «ogenaimte 
Bflachelaehar. Hieraus folgt, daß die Kurren B^^^ im EooidioBtem- 
ursproag die Gerade ^ snr Tangente und die Ebene m zur Schmiegungs- 
ebme haben, wahrend sie im Punkte ii) die Gorade 92 bez^Oliren 
und die Eben^ 9 oskulieren; sie bilden also einen Bflsehel Ton 
kubischen parabolischen Hyperbeln, die das Tetraeder (9», Xt ^1 ^) ^ 
derselben Weise zum Sohmiegungstetraeder haben. Solche BtlndeL sind 
bereits eingehend untersucht worden.^) 

In unserm Bttndel bestimmt (mit gewissen Ausnahmen) jedes Werte- 
paar r, 8 umkehrbar eindeutig eine Kurve B^y^ die Kegelschnitte also^ 
die eine Eigenschaft besitzen, die man durch eine Beziehung zwischen 
r und 8 ausdrücken kann, werden repräsentiert sein durch die Punkte 
einer FlIoh% die von od' Kurven B^^, eiftlUt ist So führen uns ins- 
besondere die Kegel (s «* consi) zu den Ebenen, die ans der gegebenen 
Fläche U. Grades Kegelschnitte ausschneiden, die einem gegebenen 
ahnlich sind. ^ 

Die Flächen haben nur die Bedeutim^ für uns, daß die Be- 
dingnng r — const. die einfachste ist, die mit der Bedingung s = const 
die Gestalt und Große eines Kegelschnittes festlegt; für die Fälle der 
gleichseitigen ITyperbd und der Parabel, in denen die Vereinigung 
dieser beiden Bedingungen versagt, ersetzen wir den Büschel der tc^ 
durch zwei andere möglichst einfache Flächenbüschel, nämlich durch 
die beiden Büschel von Kegein Iii. Ordnung, deren Gleichungen 

(11) 97*40 -m*x'-0, (12) 9>o»-fi -^«-0 



1) K. Sturm, Joum. f. Math. 70 u. 80; Math. Ann. 8G u. 28. £. Heinrichs, 

Lticr (It'n Bündel derjenigen kubischen Raumkurven, welche ein gegebenes Tetra- 
eder in derselben Art zum gemeiueanien Si hmii gungstetraeder haben ; Dissrrtution, 
Münster ldö7. M. Stujvaert, Surfaccs algebriques eugendrees par des courbes 
du II. et in. ordre, DiMWctatlon, Gent 1909 (worin weitere Lttecator angefShTt ist.) 

8) TgL W. Ludwig, Über die Ebenen, die ans einer Cl&ehe IT« Grades 
einem gegebenen Kegelsehnitt Umliche Kegelschnitte ansscfanelden; Dissertationt 
BreaUu 189». 
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sind^), und untonradien die zu unserem Bündel gehörigen ebenen 
Knrreii III. Ordnung, die dieea Kegelbüschel mit dem in die Doppel- 
ebene entarteten Kegel it^, bezw. mit dem in das Ebenenpaar n 
zerfallenen Kegel x„ gemeinsam haben; es sind dies die in. ^ liegendm 
Karren Bq,^ und die in ;|r liegenden Kurven B^,^. 

Für die Punkte eines dnroh die Gleichnng (11) oder (12) definierten 
Kegels ist nach (10) 

A » IM, bezw. — » 

und deshalb Bach (6) für die durch sie gelieferten Kegelschnitte 

A*B* 

A*JB^ I», bezw. == *• 

Die ente Bedingung beetiimmt bei poaitiTem m flachengleiohe Ellipsen'), 
bei n^ÜTem m aber Hyperbeln, bei denen der konstante Inhalt dee 
von den Asymptoten und einer beliebigen Tangente begrenztm Dreiecks 
einen gegebenen Wert bat; deshalb ist bei einer gleichseitigen Hyperbel 
{B'^ä- V— l) m^ — Ä* zur Bestimmung ihrer Ghröße gedgnei Die 
zweite Bedingnng geht, wenn es sidi nm eine Parabel handelt, wenn 

also Ä nnd B so nnendlieh werden, daß der Parameter -j^ endlich 

bleibt, über in p- ^ n und definiert uns ebenfalls die Große der 
Parabel (wir kommen hierzu auch unmittelbar von den Gleichungen 
(5^) aus, weil eine i'ara})el durch 

d. h. durch 

ToUstSndig bestimmt ist). Die Parabel ist nur reell, wenn n > 0. 

5. Der Gany der licdlitätsunlersuchuny. — Wie am Ende von Xr. 3 
gesagt wurde, ist die Frage, ob ein durch ein Wertepaar r, s gegebener 
Kegelschuitt auf der vorgelegten Fläche II. Grades reell möglich ist, 
identisdi mit der Frage, ob die «n demselben Wertepaar r, s gehörige 
kubische BanrokurTe B^^, in den ]>ositiTen Oktanten des Koordinaten- 
systems eintritt Dafür, daß däs geschieht, ist die Vorbedbgung, daß 
der Kegel auf dem H^ ^ liegt, und dessen Scheitel der Koordinaten- 
ursprung ist, Kanten hat, die im positiren Oktanten (und in seinem 
Scheiteloktanten) Terianfen. Da dnrdi die projektivai Ebeoenbflsehet 

(18) sx-\- kii>^0, V + = 0 

1) Tgi Hdinrioks, a. a. 0. Seite 88. 
8) Vgl Diem, a» a. 0. Seite 18 u. 14. 
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erzeugt gedaeht werden kann, entspricht jeder seiner Kanten eindeutig 
ein Wert des Panuneteni 1] aut ihr ist 

= (c - 5)(A« + asX 4- crs) : (a - c)( -f hsX + b*s) : {h - + csX + cH\ 

and es bandelt sich somit darum, ob es aof ein oder mehrere 
IntenraUe von X gibt» für die 

I (c - h) • (X- + asX + a^<^), fn - r ) • + + hH), 

(14) 

1(6 — a) • (A^ + csi + c*«) gleiches Vorzeiehen habm, 

uüd welches die untere Grenze und die obere Grenze X^ jedes dieser 
Intervalle sind. 

Haben wir nun ein solches lutervall iX^^X^Xj festf^PRt^^llt, so 
müssen wir des weitrreu noch untermichen, ob auf den zuirebörig:*'n 
Kegelkanten die Puukte der Jl^^ im positiven Oktauton .selbst oder iu 
seinem Scheiteloktanten liegen. Das ^^ Hchieht am eini'uch.steii dadurch, 
daß wir die Punkte der , uns in die Kanten von eingeschnitten 
diiikni durch Ebenen, deren jede immer nur den einen der beiden 
fraglichen Scheiteloktüntcn , über niemals beide zugleich durchsetzt, 
also z. B. durch Ebenen, die zur Ebene m parallel sind; dann ist aus 
diesem Parallelebenenbüschel jeder Kante X von eme Ebene zugeordnet 
(die umgekehrt 2U drei Kanten gehört), und ihre Gleichung erhalten 
wir folgendermaßen: Nehmen wir m den EbenenbQscheln (13) noch 
den zu ihnen projektiven BOscbel 

(13a) rtp-VlfO 

hinzu, so ist vcrniüg.; der Gleichungen (10) 7?^ , der Ort der Schnitt- 
punkte je dreier zusammengehörigen Ebenen aus diesen drei projektiven 
Büscheln; mit Hilfe der ans (9) folgenden Identität x~tp-\- abc ergibt 
sieb ans (13) und (13n) dnreb Elimination von (f,x>^ sofort die ge- 
enehte GIdiehnng 

/«c\ abcrs /v j « . ahers 

(16) e,-j^^^^,.-0 oder a? + y + *-i5^)- 

Damit diese Ebene in den positiyen Oktanteu eintritt^ muß 

(16) "^'>0 

sein; also lautet unser Problem jetzt so: Wann fjihi w ein J>ikrcaÜ 
{X^^X ^ AJ, in dein die Bedingungen (14j und (lOJ crftUU sind? 
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Zur w^itoren üntAtBUcliuiig mOssen wir jetzt die drei F^lle unter- 
seheiden, die bei einer zentrischeu Fläche IL Grades mSglieh sind; 
sie sind: 

I. EUipsoid: n>h>c>0. 
IX. Einmanteliges Hyperboloid: a > 6 > 0 > 
HL Zweinuukteliges Hyperboloid: a > 0 > (> 

Durch diese Pesfcsetznngeu nehmen die Bedingungen (14) für alle drei 
Fliehen die ein&chere Form an: 

a = X* asX -\- a^s und y ~ csX -\- c'-s ntiissen dasselbe 

Vorzeichen haben, aber ß- X* -\-bsX + h's das davon vcrsdiicdene. 

Femer folgt, daß in allen drei Fällen die X eines jeden Intervalls 
(A„ ^ A ^ XJ ein und dassdhe Vorzeichen hahen-^ denn die sich fiir 
il » 0 und A — oo ergebenden Kegelkanten, die Geiaden und 
liegen immer außerhalb des positiven Okhiaten. 

Bei jeder dieser drei Flächen sind dann noch die sich auf den 
E^ebchnitt besiehenden drei Waile zu unterscheiden, nämlich (Tgl.Nr.2): 

1. Ellipse: r > 0, £ ^ 4. 

2. Stompfe Hyperbel: r>0, 8<0. 

3. Spitse Hyperbel: r < 0, s < 0. 

Da die KombiuatioiMui 1 2 und I vi vou vornherein fortfallen, erhalten 
wir 7 Falle; und zwar ist die Bedingung (16) erfüllt: 

in den Fällen II, II 2, III 1 , III B, wenn r f /l > 0, und in 

den Füllen II 1, II III 2, wenn i -\- X < U ist. 

Das heißt: Die Bedingung (16) ist für ein Intervall {X„^X<X^ 
erfüllt in den Fällen 11, 112 und IUI, wenn entuedcr A„ > 0 oder 
X^,<.0 und zugl'ich >l„ <r ist; in den Fällen III und III 2, wenn 
ji„<0 und zugleich iA„!>r h^; im Falle llo, trenn entweder A„<0 
oder A„ > 0 und zwar < |r| ist; im FaUe III 3, wenn X^>0 und 
Mugleicfi X„>\r ist, 

6. Die Eäipsen auf dem EUipsoid. — Wir gehen jetsst daran, die 
Rcalitiltsbedingungen im einzelnen aufzustellen und swar zuerst f&r den 
FaU 1 1. Da es sich dabei uin die Vorzeichen von a, ß, y handelt^ 
brauchen wir die NuUstellen^) dieser drei quadratischen Funktionen 
Ton L Die NullsteUen von u sind 

1) Diese Nullatellen siod die Wert« von 1, die die ScbDittkanten des Kegela 
mit den Koordinatenebenen tiefem; daa üt der geometriicbe Oruad ibiM Auf* 
tietmiB aa dieser Stdie. 

• W 



Digrtized by Google 



W. \asvwMt 



wenn 

du für k — \(K, 4- ^u) — — irts a — — -j-^«* — 4) ist, selieii wir^ daii 

für fiJh reellen Werte von .% die nicht zwischen 0 und 4 Herfen, a negativ 
ist, uen7i X dem von und X", }>frtrmzten Inferrall angehöti. sun^^f nher 
positiv. Genau dasselbe gilt für ß und y, deren NoUstelleu wir mit 
X'fif X'lt und X'y, X"y bezeichnen. 

Wenn wir 6' von 4 bis ^ wnebsen lassen, wächst ö' stetig von 4 
bis oc, während ü" stetig von 4 bis 2 abnimmt; also haben wir dabei 
immer 

•ff'><y">Oj 

deshalb ist im Fall I 1 

Xa<JC<o, jij<jLj<o, ji;,<A';<o. 

Wir suchen nun ein Interraül {X^^X ^ XJ, für dessen X a und y 
dasselbe, Ton dem Vorzeichen Ton ß rerachiedene Vonseichen haben; 
also muß dieses Intemll mUneeder sowohl swisdien Xa und XZ als auch 
zwischen X'y nnd Xy, nicht aber zwischen X'^ und A V begriffen sein oder 
ganz zwischen und X'^ liegen und Ton den beiden anderen NnlU 
stellenpaaren ausgeschlossen sein. Es ist nun in unserm Fall 

X'a < X\i < Ay und X'a < X"i < x'y, 

und deshalb hi nur die zweite Möglichkeit denkbar; das heißt: 

Unter der Vorbedingung, daß X" < Xy iat, ist /l„ der größere der 
beiden Werte Xa und X!i und der kleinere der beiden Werte X^ 
und jlwr'. ' 

Da nun nnd Xy negativ sind, ist < A^, sobald -p > 1 ist, 

und das iat der Fall, wenn 4^8^ '^--t denn es ist -Ji-'" . 
— ^ — I) and nimmt deshalb stetig von ^ bis 0 ab, wenn 8 von 

_J_ • il " 

4 bis oo wächst, wobei dem Werte s =• — der Wert = 1 ent- 
' ca 4y 

spricht Gbnz ebttiso finden wir, daß X^i' ^ A^, wenn 4 ^ » ^ ~i!c~ ' 
und daß A^ < A^', wenn s > ist Ziehen wir dann noch in Be- 

tfacht, daß es für die ErfttUung der Bedingung (16), da die A negativ 
sind, auf die obere (Frenze A, ankommt und ferner, daß beim ElUpsoid 

+ _ (f^ + ^t* «. (a-6)(a&-c*) ^ Q 
ea be abe * 
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je + g)' ^ (fr + c)« 

ist, so haben wir folgendes Resultat: 

Sollen auf unserem Ellipsoid die durch ein Wertepaar r, 8 gegebmm 
Eüipaen reell möglidi sein, so muß entweder 



oder 



sem}) 

Hat das Ellipsoid die Halbadisen ^ ^, Qi,') so daß 

iB^ und die £l]ipM die HaLbaduen ^ so daß nach (6a) 

^«-1^, B'-f, Ä>B 

ist, so gehen die Bedingimgen r>|69", r> ^^(t' ohne weiteres über 
in < '^^^ yl < S und Termöge (6) jede Bedingung S| ^ 5 ^ ^ in 

setzen wir ^* A"^ ^ und betrachten wir rj als Funktion von |, 

■o kommt es hier nur auf den Zweig | (| — | yi*^ ^ I) an, stetig 
Ton 1 bis 0 abnimmt» wenn | ron 2 bis op wSebst; miüdn folgt» sobald 
Si ^ 4 ist» ans der Bedingung h^^^H* 

iiiV Sn\ ~ Wh - ^ £^£ii\V^i- Wh 

Memach können wir das gewonnene Besnltat andi so') aosdrflcken: 

SoUcfi auf einem FMipsnid, dessen Halbadiscn SC < 93 < (£ sind, 
reelle Ellipse» wm dm Halbachsen Ä> B liegen, sv muß mthBeäer 



1) (.^ + , 1^+ , + sind die Werte toii «, fllr die die zugehörigen 

' bc ca ab 

Kcgclx gerade durch die x-, bexw. y-, bczw. Achse des Koordinatensjatema 
geben; darin liegt der geometirische Grund für die Holle, die sie spielen. 

2) Wir bfauehea hier nnd im folgenden 9t, ^, S in anderer Bedeutmig ab 
in Nr. S. 

S) Yeigl. 6. Diem ». a. 0. 8. 88. 
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od&r 

l^l^l und B<^ 

sein. 

Wenn wir alle einatidAr almHclieii EUipsen ab f^eme Artf* bezoidmen, 
80 gibt es auf muannii EUipsoid für jede Art eine oder mehrere groflie 
Ellipsen, fOr die JL»(E, bezw. ist. Für diese EUipeen ist 

r — — bezw. r — — A^', d. h. r + A = 0; die Ebene (15) geht dem- 
nach in die unendlich ferne Ebene über, und die Ebenen der „grofiten'' 
Ellipsen werden in unserer Abbildung (8) durch die unendlich fernen 
Punkte der Kanten der Kegel dargestellt, die dnrch X«^ i^, bezw. 
X = l'^ bestimmt sind and deshalb iu der xy-, bezw. xrx-Ebene des 
Koordinatensystems liegen; sie bilden also die Ebenenbüschel um die 
;?-Achse und um die y-Achse des Koordinatensystems, denen ja vermöge 
(8) die unendlich fernen Geraden der xii- und der jera;-Ebene entsprechen. 
Da jedem Punkt dieser Geraden zwei Ebenen aus dem zugehörigen 
Ebenenbttschel zugeordnet sind, haben wir hiermit gefunden: 

Auf dem EUipsoid gibt es von jeder reell möglidien . 1 rf von Ellipsen 
jsufei große Ellipsen (die einander kongruent sind); die Ebenen aller 
dieser f^gröfite»** EUipsen bilden die Wtenmbiischd um die größte und 
um die mittlere Adtse des Fllipsoides. 

(ForUetsung folgt.) 



Über Aufnahme von Weduselstroiiilnimii 
durch OszUlographen und Uire Analyse. 

Von E. Obucs in Gharlottenborg. 

(Schluß.) 

nL Hamoniflolie Analyse der WeslueUtrOme. 

Ist die Kurve eines Wecb^-i l^tj onies auf experimentellem Wege 
gefunden und gezeichnet, so handelt es sich nun dsirum, die Fourier- 
sche Reihe zu finden, welche diese Kurve darstellt. Dafür sind die 
verschiedensten Methoden und A|»|)arate angegeben worden j letztere 
werden als harmonische Analysatoren hezeiehnet. 

Im folgenden s(jil ein We^ gezeiirt werden, durch den man auf 
verschiedene Methoden der Analyse kommt 
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Die zu analysierende Kurve ist darstellbar dnrch eine Fourier- 
Bche Beihe von imendlicli großer Gliederzahl: 

(10) y-^Sl. 8inA(0<-i-^'^^. cosÄö^. 

Hat man es nicht mit einem reinen VVeehselstroni zu tun, d. h. ist die 
gesamte innerhalb einer Periode transportierte Elektrizitätsmenge nicht 
gleich Null, HO tritt noch ein konstantes Glied i&Q auf, d. h. fiber den 
reinen Wechselstrom ist ein Gleichstrom gelafjert. Man rechnet in 
diesem Falle einfach alle buinuK u von = (I an. Die folgenden For- 
meln werden hierdurch nur unwesentlich verändert. 

Eine weitere Bescbräukuug wird dadurch eingeführt, daß in der 
lieihe (lü) nur Glieder nn{ferad*r Ordnung vorkommen (k ungerade). 
Dieser die Praxis allein interessierende Fall tritt ein, wenn Ordinaten, 
die einen Abstand von einer halben Periode haben, einander gleich 
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, d. h. wenn positive und 
negative Kurvenhälfte einander spiegelbildlich gleicli sind. 

Wir teilen nun vom Anfangspunkt der Koordinaten aus aut der 
Abszissenachse eine Periode r in p Teile und messen die Längen ^j, 
y^y-Vp ^ Teilpunkten errichteten Ordinaten ab. Dabei ge- 

höre die Ordinate zur Absziase h^~p" sasammeiigeiiörendfln 

Werte yi und mflssen aber die Gleichung (10) befriedigen, d. h. 

Aal *-l 

Sei nun y eine ganze Zahl, die zunächst noch unbe.stimmt ge- 
lassen wird^ so werde gebildet^): 



1) Für das Folgende ist es nützlich, aicb an folgende Formulu xu eriuueru: 



. pa . p-\-l 
. a 

. pa p + 1 

sin' coe « 

, 2 2 

COSA« «=» — — - • 

. ff 
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Dabei ist: 

OB P 

s, = y^, «.4 sm Bin — — 



i «.[«=0« (* - f ) - coa (t + r)] 



■l"!«. . 



J) 

P 

• sin -f y) cOB^-i-^ «(i 4" y) 



d. b. sämtliclie Summanden werden gleich Null mit Ausnalime der- 

jenigen, in denen au* Ii 1 r Kenner Null wird, wo also ^ e eine 
ganae Zahl ist Mit Einführung dieser Beaeidmung wird: 



sin jtpz cos w(jp 4" 1)* 



also 



wo die Summe fiber alle Zahlen # zu erstrecken ist, die einen pontiren 
ungeraden Index fttr angeben. 
Andrerseita ist: 

2,Ö*€0S— Sin 



Z^l^, [sin (t + ,) - «n * (l - r)] 



___ ■iiiÄ(y + ir)gm£i:i4r(y + i;) •in«(y — Jt!)Mn£Ü — 

k Bin— — — - sin — ^ 

P P 

* 

-0. 
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In genau denelben Weise wird die Kechnuig dorehgeffilirt für 

p 

Man findet: 



a 



Ebenso vverde die Rechnuog wiederholt, nachdem der Koordinaten- 
anfaugspunkt um eine Viertelperiode nach vorn verschoben ist; setzt 

man in (10) ^ + ^ statt t, so erhält man: 
(10h) 1? -^(- l)""«"SB4 8inÄ©< + ^(- l)~«4COB*ä>*. 



Zur BerecliBung der Koeffinenten 9t und stehen daher folgende 
Gl«iehungen sor Verffigung: 

(U) f sü. ?-;Lr - f 2" - I 2 
Iii k^P»+r *-j>«-y 



(12) 



* + 1 _ i + 1 



(11.) T,,™?-/?-! 2'(-ir'"».-|- 2(-i)"'"». 



i - 1 k - 



Diese Qleichungen enthalten die Methoden Ton Fi scher- Hinnen') 

und von Runge.') 

a) Die Methode von Fischer Hinnen erhalt man, wenn man 
/ — 0 setst Dann ergeben die Gleichungen (12) und (12 a): 



1) Eiektrot«chD. ZeiUchr. 1901, S. 396. 

8) ZeitM^hr. f. Math. vnA Phyi. 48, 448, 1908. Di«M Methode m swar 

schon vor Bunge bekannt, ist aber von üm am Tpllkommenitna begrfindet 
worden. 
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in 3 Teüe goteilt) 
(r in 5 Teile geteilt) 

(t in 9 Teile geteilt); 
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(l h, fttr: 

P-3 y, + «i + |f,«a(ö,-i-lB, + SB„ + 

1)«9 yi+- + y»-9( 33»+- - 

|>-5 7/,+-+1}5=5( % 

i»-9 %+•••+ %-9( a, ). 

Sind also die Koeffizienten % und 9 höherer Ordnung ao klein, dafi 
man sie yemachlissigen kann, so kann man anf bequeme Weise die 
einzelnen Koeffiadenien niederer Ordnung finden. 

b) Methode von Bunge. £8 sei p eine gerade Zahl «■ 2», so 
folgt aus (11) und (12): 
1» • 

\j. 8iu*J^ - nl\ + «y+t, 4-«^, 4, + • • • 



in 



^yiGOS-l^ - «1% + ^y+l« + ®y+4«+ • * ' 



i = l 



Es mag nun 2n so groB gewählt werden, daß alle Koeffizienten von 
^,,^1 nnd an vernachlässigt werden können. Oiht man y nach- 

einander die Wnrte 1, 3, ö, . . . 80 folgt, wenn man wieder statt y 
den Buchstaben k setzt: 



(13) 
(14) 

(14.) 



in 



A - (1, ... n - 1) 



cosavJl. 



Diese Formeln lassen sich weiter vereinfHcbcu. Es war vorausgesetzt, 
da0 Ordinaten, die einen Abstand von einer halben Periode haben, 
einander entgegengesetzt gleich sind. Da nun auf eine halbe Periode 
n Teilpunkte fallen, so ist f&r diesen Fall 
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und wenn man bedenkt^ daß k nur ungerade iet, d. k cos Ä;s •« — 1, 
80 folgt 

. k(n4-X)» , kl» k(n4-l)it kl» 

Man kann somit in den Summen (13), (14) je zwei einander gleiche 
Glieder suBammenfasaen und erlialt zwei nur Uber eine halbe Periode 
SU entxeckende Sommen: 

n n 

»«*-2^^y^sin-|;*, nö»-2^3fiCo«^. 

In diesen Siunmen lassen sich, wenn n gerade ist, wiederum je 
swei Glieder znsaknmeoiassen, die gleich weit von dem in der Mitte 

stehenden Gliede = -^'^ entfernt sind. Es ist nüuilich: 

. k(n — l)» II» 

sin — sm 

n n 

k(n — X)» kX» 
cos- — — cos — - • 

n n 

Danras ei^bt sich: 



(15) n%t = 2 2 (j^a + y..;i) sin ^ + 2y, sin ~ 



(16) «»»-2^(».-».-,)eo.^-2y, 

Diese Formel mag doichgeredmet werden ftkr den Fall »^l^ 

(Halhperiode in 12 gleiche Teile geteilt). entspricht also 15^. 

Man schreibe die AVert^^ der 12 Ordinalen in der folgenden Weise 
untereinander und bilde die Summen u und die Düi'erenzen vi 

yi 9% y« Vs 
y« yio y» ys 

Summ9 «|ti|fi3«4i%iiy 

DifferenlE ' 9, 9, o^, 

wobei 

«i-yi + y«» «^-y»-yr 

und 

««-yw »a--yM 
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336 G. Oiuoh: 

g«86t2t iBt Dann ist: 

69[^ «1 Bin 161; + «, iin aOjb + % sin 75Jk + «« nn 90h, 
6 ©4 = t?4 cos iök + »I cos 3Üi -f h COB 75A; + «»• 

• 

Yerwandelt man alle Torkommenden WinkdAtnktionen in Sinna 
Ton Winkebiy dia zwischen 0 . . . 90" li^en, und ordnet nach den 
Winkeln, so erhiÜt man folgende Tabellen: 



Bin 0 




«4 










ein 16 






•*» 


«»» 






sin 3(1 






»«f 


— «» 






ein 46 




«*1 + "» — »6 


-«1 


— «. 






Bin 60 






— •«4 


«4 




— ««» 


Bin 75 1 «f^ 






«1 




«» 


«in 90 , M, 


«1 — «• 






— 




1 


0«. 


6«. 


9% 


6«, 


««.1 



mn 0 




»4 






»4 




Bin 15 












-»1 


sin 80 














■in 46 










- f 6 + 4- »1 




■in 60 














Bin 76 












— 


Hin 90 














1««, 






1 


1 


6«,, 



Man hat jedes in der Tabelle stehende u oder V mit der in der- 
selben Hol i/out:illinie stelunden Winkelfimktian zu mtiltipliziwtti, and 
nach der Multiplikation die Vertikalkolomien zn addieren. Die zweite 
Tabelle entsteht ans der orRten, wenn man überall die u durch die v 
mit gleichen Indioes ersetzt. Die Vertikalsummen ergeben dann: 

Die Anordnungen in den Vertikalkolonnen findet man anf ein- 
facliom, medianisohem Wege. Um z. B. die Kolonne für %^ zu finden, 
zählt man, angefangen yon der Reihe sin 15, unnnterbrochen herab and 
kinaaf durch sämtliche mphen Reihen von 1 bis 9, und setzt jedesmal^ 
sobald man an die Zahl 9 kommt, nacheinander f% bis % an die 
betreffonde Stelle; dabei wird das Vorzeichen der n umgedreht, sobald 
man die Reihe sin 0 passiert. Hat man auf diese Weise in alle 
Kolonnon die Worte u, bis ?(. nnter^obrncht, wird in die Horizontal- 
reike mit sin DU abwechselnd + Ug und — U| eingesetzt. 
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Setzt man die Zalilni werte f&r die Sinus ein, so ergibt uch fol- 
gende fflr praktische Berechnnngeii bnochbiure Tabelle: 



0,0M14 


«i 




"5 


«4 








«1 


— «1 


«*j 


— «*I 






O4IT86 


«S 


»• 


— «1 


— «1 






0,144 U 


»4 


— »4 


— «4 


«4 






0,1 eo 99 




«*6 


«1 


«I 






0.166 67 




— «*« 


«• 






— C". — "«) 














«. 


bsw. 


». 




«6 









Nach dem Qesagten ist ee nicht schwer, die Bedmung auch für 
andere Werte you n durchniffthxen. 



IV. HarmoniBcher Analysator tob Miohelson und 8tratton.O 
VergHeloht man die Formeln (lOa) und (13, 14) miteinander und 

so erkennt man, daß awischen den Cr- 

}. 




bedenkt, daß ko)ti = "^"^ ist, 

dinaten einerseits und 
den Koeffizienten St und 93 
andererseits ein gewisses 
Beziprozitätsgesetz besteht. 
Gelingt es also einm Ap- 
parat an konstruieren, der 
eine endliche Reihe yon 
Gliedern der Form (10a) 
XU summieren gestattet, so 
kann cnn solcher Apparat 
dasn dienen, sowohl die 
Karre au einer gegebeneu 
Fourier sehen Reihe zu 
seichnen, als auch die 
Foariersche Reihe an der 
gegebenen Knrre za finden. 

Ein dersrtiger Ap- 
parat Ist Ton Miohelson 
und Stratton angegeben 
worden. 

Eine Achse D (Fig. 6) ist gekuppelt mit einer Trommel,, auf welche 
die Karre geieichnet werden soll; andererseits trigt D eine Reihe von 

t) Dar Apparat i»t zu besiehen durch Wd. G^aertner ft Co., Chiflago, 
5947^6849 Lake avenue. 




»f. a. 
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E. Ori.ich: 



80 Zahnrädera, welche in 80 Exzenter (in der Figur nur einer, A, ge- 
zeichnet) eingreifen. Die Zahnzahlen sind derartig gewühlt, daß sich 
die Drehgeschwindigkeiten der Exzenter wie 1 : 2 : 3: . . . : «SO verhalten, 
und daß der am langsamsten laufende Exzenter und die Registrier- 




Fig. 7. 

trommel gleichzeitig eine volle Umdrehung ausführen, entsprechend 
einer Periode. Die Bewegung des Exzenters A wird durch den Hebel 
7? und die Stange R auf den Punkt x übertragen, wobei die Größe 
der Bewegung von x abhängt von der regulierbaren Entfernung d der 
Stange 7^ vom Drehpunkt des Hebels B. Ist A der A'* Exzenter, und 
hat er anlangs die in der Figur gezeichnete Lage, so führt der Punkt x eine 
auf- und abgehende Bewegung aus, die proportional 2^ = d sinlat ist. 




über Aufiaalime toh WeehMlitromlEiirvein duich Onillograpben q. itaie Analyie. 

Die l'unkte .r eind durch ebeusoviele, einander gleiche Spiral- 
federn s' mit pinr-m llnliizyliiider C verbunden, der auf /wei Schneideii 
ruht; eine stärkere i'eder N li;i!t dem durch die 80 Federn ausgeübten 
Drehmoment das üleichgewichi. Die Bewegung des Zylinders T wird 
durch TIehel u und Draht ir auf eine Sehreibfeder übertragen, weiehe 
auf der Kegistriertrommel aufliegt. Seien nun L und l die natürlichen 
Längen der entspannten Federn S und s, ÖL iind dl ihre Verlänge- 
rungen in der Anfangslage von A, dauu kann man setzen: 

die Zagkraft je einer kleinen Feder . . . p^-^-t 

die Zugkraft der groBen Feder .... p^—f^, 

wo e und 1^ Konstanten sind. Sind n Exzenter vorhanden, so iät also 

(11} — j—- j-' 

Xun werde D aus ^emer Aulungslage herausgedreht, dann erfährt R 
eine gewisse Verlängerung y, folglich muß der untere Befestiguugs- 

pankt jeder Feder 8um*^y geihoben werden. 

Andrerseits wird aber der obere Befestigiuigspunkt der Feder s 
gehoben nm d. h. die gesamte Verlangenmg der 1^ Feder betrSgt nun- 
mehr 01^2^— tiie Zugkraft dieser Feder ist '^^d? -j- — \y)^ 
folglich die Gleichgewichtsbediugung für den Zylinder V 

(16) 2"i*^+'>~iy)-*-r(.*^+»)- 

DaTon Gleichung {IT) abgezogen ergibt: 
Dies durch (17) dividiert, folgt: 

oder 

Stellt mau also an den Hebeln d die einzelnen Anii)litudcn 
^tj, . . . der Oberschwingungen ein, so beschreibt die üchreibteder 
die zugehörige Fourier sehe Heibe. Der Nenner des Ausdruckes {20) ist 
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eine KooBtante, die nur von den Koustruktionsdaten des Apparat^>s ab- 
hängt, und gibt Auhaltopaukte über die Uegulierbarkeit der Emphnd- 
iichkeit. 

Wird die Anfaugsstelhmg der Exzenter A gejrenüber der bisher 
aDgenouLmeneu um 90*^ gedreht, so wird, wie leicht einzusehen ist: 

«(ri + b) 

Um das Eiiutellen der Anfangslagen leicht bewerksfelligen an 
können, sind die ESzaenter A anarilckbwr konatmiert; nach dem Aua* 
rQoken werden sie dorch eine Ffihningsaiange gleichzeiiig in die rich- 
tige Anfingslage gebracht 

In dieser Fom ist der Apparat nur imstande, entweder eine Sinns- 
reihe oder eine Eosinnsreilie zu summieren. 

Um den Apparat auch als Analysator einer gegebenen Kurve za 
gebrauchen, erinnern wir uns der Gleichungen (13) und (14). Setsen 
wir in diesen Gleichungen »^40, so kann man sie schreiben: 

fttr il - 1, 2, . . . 39. 

Man teüt nun auf der Abszissenachse der au&unehmenden Kurre 
eine Periode in 80 gleiche Teile und macht die 80 Hebel d gleich den 
80 in den Teilponkten errichteten Ordinaten y. Bei dieser EuusteUung 
zeichnet man mit dem Analysator sowohl die Sinnskurre wie die Eosinne- 

80 80 

kurre: e ^^u.sinkat, u ^^ff^aouktot. Auf der Abszissenachse Ton 

k^l k^l 

jeder dieser Kurven f und u wird wiederum eine Periode abgegrenzt 
und in je 80 Teile geteilt 

Der Teilpunkt der Abszissenachse hat vom Anfimgspunkt den 

Abstand ^ und die zugehörige Ordinate der SinuHiiurve die Größe 

2'/* Ii - sin - 40«i, 

d. h. die Ordinaten in den ersten 39 Teüpnnkten sind 
40x«„ «^...«,9 bezw. 40x©„ 
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Über den Wechsel der unabhltogigen Tariablen 
bei IMifereiitiaüonsprozessen. 

Von Otto Biehmank in BrOnn. 

Ist eine Funktion * von w nualjhängigen Variablen ./', , a'j, . . . ar^ 
gegeben, uuil sind die Ableitungen ^ >u z nacli diesen Variablen durch 
Ableitungen nuch neuen Vuriableu m^, Uj, • • • durzustelleu, die etwa 
durch Transforuiationsgleicbungen 

eingeilUirt seien, worauf aiu^ » eine Funktion dieser Variablen wird: 

80 läßt sich diese wohlbekannte Aufgabe in folgender Weise ganz all- 
gemein ausführen, und in der Allgemeinheit der Bahandlmig besteht 
allein der Wert des hier vorgelegten Gedankens. 

Man entwickle ^x^^^' d;. in der Umgebung einer Stelle uj, t4^» . . u^, 
wo die Werte von ajj, a;,, . . a:^ der Reihe nach a:^, aj^, . . seien, 
bilde also bei C^ebrauch der symbolischen Schreibweise 

(ir-l,2,...n), 

wo der Index ^ bei der symbolisch genommenen «ten Poteius anzeigen 
soll, dnß die Ableitungen an der Stelle («") zu nehmen sind, kehre 
diese als konvergent angenommenen Reihen nm, entnehme also, welches 
die Koeffizienten in den Reihen 

- 1« - flf > (», - + . . . + aW (af, _ i^jj) 

+ V, wj (^i - + • • • + «L'U^. - m + • • ■ 

(y B 1, 2, . . . n) 
sind, setse dann diese Reihen in der Darstellung 

(Ju. K -«+ •• + /-y. - »S))>... 

Ai^v 4w MalhMMltk mnd PhyiJk. ULBdlM. XU. IS 
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ein, 30 sieht man in der Entwicklung von ß nach den ersten Variablen 

' - ^ -'^h^^'^ - ^) + • • • + - 

den Koeffizienten von 

(«1 - ^/'(^j - 4)"* • • • - «S)^-» 

der abgeiehen von einem Zahlen&ktor durch das Öjokbol 



auflSBodrücken ist, in der erwünschten Weise dui ch Ableitungen der Funk- 
tionen 97, nach den neuen Vanablen dargesteUti und damit ist die 
Aufgabe dann gelöst 

Diesen Vorgang kann man auch in der Weise auffassen, daß man 
für das c»" ausgedehnte Gebilde, das durch die Öleichong 

definiert sei, eine Parameterdarstellnng 



(v-l,2,...,n) 



einfilhrt, dann ans den ersten n dieser Transformationsglsichnngen die 
analytiidbeii DarsieUnngen der n Differenz» — ttr in der Umgebni^ 
der Stelle (afl) ermittelt, mit deren Hilfe die Entiricklung Ton g — t^ 
nach Potenzen der 11 GrSßen «r — umformt und das Element der 
durch die Gleichung f^O bestimmten Funktion 2^, . . ^ 

ableitet. 

Bei dieser Auffassung ist es vollends erklärlich, wss betreffs der 
Bestimmung der Ableitungen nach den Veränderlichen x durch Ab- 
leitungen nach den Veianderlichen U gesagt war, und warum man in 
den zweierlei Entwicklungsformen nur die Koeffizimten gleichmuniger 
Potenzen einander glelcii zusetzen hat. 

Es bleibt daher hier nur mehr fibrig, diese Methode auf die ein- 
fachsten Fälle n — 1 und ^ 2 anzuwenden und hier etwa die Ab« 
leitungen der ersten zwei Ordnungen nach den eisten Veränderltdien 
durch Ableitungen nach den neuen Veranderlichen darzustellen. 

Ist also eine ebene Kurve in den zweierlei Arten dargestellt, erstens 
durch eine Oleichung f{x, y)^0 und zweitau mit Hilfe eines Pan^ 
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metera t durch die Gleichungen x q>{t)f if ^ ^(^), und ist {x^j ff^ «ine 
regulSre Stelle der Korre^ die dem Panunetenrerte sagehdrai mag^ so 
gelten die fintwieklmigeii 

» - *. - Ti(3i).(* - «b) + - «i)* + • • • 

und 

y-y^- fi^'C^ - y + fi^"« -«* + •••, 

wo 9', qp", . . femer V'; V'"; • • • die Werte der ersten, zweiten, . . . 
Ableitungen von (p{t) bzw. V(0 ^ Stelle /^^ YorsteUen sollen. 

Nun liat maa die TorlofaEte Reihe QmsnkehreBy hftt eomit in der 
Reihe 

die Koeffizienten bo zu bestimmen, daß der früheren Reihe für x ~ 
nach Substitution der letzten identisch GenQgo geleistet wird. 
Man erhalt so die Gleichungen 

ana doaen aehritliireiie liemngelit 



1 9" 8y"« <p"' 

Und wenn man nun die zn bildende Reihe ittr < — in der Entwick- 
lung füx y—'f^ nach Potenzen Ton i-^t^ dnaeta^ so folgt: 



- ^ V' - ^0) + Ti-'V^ ~ ^o)' + 

/ dy 
dl dt 

dff dt\ äx 

l dt , \ . 1 \dt / , V, . 

dl dt 
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oud hier ersieht man — wie es notwendig ist — für den Koeffizienten 
TOn d. i. DanteUnng durch dne iBticnude ge- 

brochene Fnnktion solcher Ahleitangei] toh ip{t) und if{i) an der 
Stelle (^) anftreten, die höchstens Yon der Ordnung v sind. 

Wenn man das Element d«r durch die Oleichnog f(x, y, z) = Q 
definierten Funktion, also die Entwicklung 

wo und f^i^ die Ableitungen nach der «ten hxw. xten und Aten da: 
beiden Variablen a; und y an der Stelle (x^^ y^) bedeuten, dadurch 
bildet^ daß man die Entwicklungen ftr 

in der Uoagebung einer Stelle («o» v«)» nämlich 

a; - = <3P| (m - Wo) + 9>8 - + \^i9n (" - "o)* + (« - ^o) - t^o) 

y-yo = ti 0< - »0 i-%{v- Vq) + - «o)' + 2l(^„(«- «o)(i* - > 

4- ^'ssV*^' — t'o)*] H 

umkehrt und iu die Entwicklung von 
nämlich in 

einsetzt und nach wachsenden Poten/.eu von — und y — ordnet, 
so löst wieder der Vergleich dor filiedor gleicher Potenzen in di^r so 
/u bilUemlen Reihe und der ersten hier genaimten die gestellte Aulgiibe. 
lleißen die 'zu suchenden Reihen für m ~ Uq und v — ü^: 

+/»M(y-yQ>')+-, 

1) Eftant« man au* dem in der genannten Weise eingefllhrten Elemente g 
ak Fnnktioa von und y diese Fnnktion «o weit dorchsohanen, dafl man aneh 

die lieziebung fix,f/,z) = 0 ersähe, so wüßte man auch die Bedingungen für den 
zweifachen singulftren Jhiakt anzoj^ben. i, Vergleiche dieses Archiv (8), 6^ 
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10 sind die Eoeffisienten a nnd ß bei den Gliedem erster and zweit« 
DimoDsion ans folgenden Kelationen su bestimmen: 

«.^1 = 0, 
-f ftgj, =.(>, ' 

«ifVi + A»*« + («ft«f9ii + («lA + «lA)»»« + AAv») - 
«li^ + At*. + («i««*u + KA + «tA)^ii + AA*m) - 0 ) ' 

Bestimmen wir die Reihen fGr « — und v — v^ setsen diese 
in die ans der Relation ir = 2(^,17) flieBende Reihe ein und ordnen 
nach Potensen ron x — x^ und y — y^ so liefert uns der Vergleich 
der Koeffizienten gleichnamiger Glieder in dieser nnd in der allet^ 
ersten Reihe folgende Rebtionen: 

\dxJo iVi^ii ' Wy/o l^i tii ' 



Ableitiinpron Yon höherer als der sweiten Ordnuig sind methodisch in 
gleicher Weise zu bilden. 

Brfinn, den 6. Dezember 1905. 
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Pa8€al8Cher Satz, Desargasesclior Satz und NuUsystem. 

You EuQEK M&YEE in GhArlütteabtirg. 

Die ans dem Bpenelien Pascal sehen Satz (Ar das Geradenpaar) 
und die aus dem Desarguesschen Sats Aber zw« Perspektive Dreieeke 
entspringenden Konfigurationen haben die Eigenschaft gemeinsam, daß 
immer je drei Punkte auf einer Geraden liegen und je drei Geraden 
durch einen "Bnokt gehen; sie unterscheiden sidi dadurdi, daß die 
erstere aus je neun, die zweite aus je sehn Geraden und Punkten be- 
steht Die Existenz der ersteren folgt schon aus den Verknftpftmgs- 
aziomen, die der zweiten nach Herrn Hilbert nur, wenn man entweder 
die Kongmenzaxiome oder das Archimedische Axiom zu ihnen hinzn- 
nimmi In Übereinstimmung hiwmit lafit sich die Desarguessehe 
Konfiguration durch Projizieren und Schneiden aus einer räumliche 
gewinnen, deren Herstellung auf (rrnnd avisscKlieBlicher Benutzung der 
Verknüpfungsaxiome möglich ist, die Pascalsche dagegen nur aus einer 
solchen, deren Herstellung noch die Hinzunabme der genannten andern 
Axiome erfordert. Eine zu dem ersten Zweck geeignete Konfiguration 
ist ein Tollständiges Fünfeck im Raume^), d. h. die zehn Verbindnngs- 
geraden und die zehn Verbindungsebonen TOn fünf Funkten, Ton denen 
niemals vier in derselben Ebene liegen; eine zu dem andern Zweck 
brauchbare besteht ans zwei Geradenquadrupeln, die zu je einer Geraden- 
schar oines Hjpürholoiflp«; gohöron.') 

Die erste dieser beiden Huuinkonfi^nirationen läßt sich etwas ai\ders 
auffasät-n. Man nehme zwei Tetraeder, denen drei Ecken gemeinsam 
sind, und ziehe die Vtrbindunirslinie der nicht r^emeiiisaraen Ecken, — 
oder zw<'i T^'frrieder, denen drei Kbenen gemeinsam sind, und zeichne 
die wSchnittlinie der nicht pemeiusaraen Ebenen. Schneidet man flas 
erst^ Tetraederpaar durch eine Ebene (die nnr nicht durch einen der 
Schnittpunkte von zwei der in der Figur vorkommenden Geraden gehen 
darf), oder projiziert man das zweite Tetraederpaar von einem beliebigen 
Punkte ans (der nnr nicht auf einer der durch zwei der vorkommenden 
Geraden gehenden Ebene liegen darf^ auf eine Ebene, so erhält mau 
beide Male die Desarguessehe Koutiguration. 

1) T. Staudt, Geometae der Lage, S. 41. 

2) K. Th. Vahlen, Abstrakte Geometrie, Leipzig 1906, S. 70. — Auf Zeile 7 
von oben und Zeile 17 von unten ist dort <1urch t-inen Dnu lcfehler 0^ and 
vertauscht. — Ferner: G. Hesaenberg, Math. Ann., Bd. 61, .'S. 16^. 
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In jedem der beiden Tetrsiedfriiaarf fallen je drei Kantonpaare in die- 
selben Geraden; im ersten Fall ii* gi ii sie m derselben Ebene, im zweiten 
gehen sie durch denselben Punkt. Nun nehme man zwfi Tetraeder, 
AB CD und A^BCD^ (vgl. die Figur), von deren Kanten uucii dreimal 
je zwei in die.selbe Gerade fallen, ohne aber in derselben Ebene zu 
liegen oder durch denselben l'unkt zu gehen. Projiziert man die Figur 
von einem allgemein gewählten Raunipunkt auf eine allgemein gewählte 
Ebene, läßt die Verbindungslinie ßC der beiden gemeinsamen Tetrfieder- 
ecken fort und fügt die Gerade '3)^5 ein, so hat man die rascalsche 
Konfiguration. 

Daß it, 5 in 
einer Geraden liegen, er- 
gibt ricli folgendennaBen 
aus der riamliehenFigor. 
Durch AD und A^D^ 
als konjugierte Polaren 
und BC als Leltstraihl 
ist ein Nnllsystem be- 
stimmt. Li diesem sind 
die beiden Tetraeder ein- 
ander sngeordnety und 
Bwar entepredien den 
Ebenen ABO, BGB, 
CDA, ABB des einai 
bsw. disEokenByC, D]» A 
des andern. Es sind zwei _ 
Möbiussche Tetraeder 

in besonderer Lage. Da also die Kanten D^B, A^C, A^D^ bzw. zu ACj BD, 
AD koiyugiert sind, so müssen, wenn S das Projektionszentmm bedeutet^ 
die Raumgeraden , S^S, S% Leitstrahlen sein. Als solche liegen sie in 
einer El eiu«, also ^, @, in einer Geraden. Diese noch hinzukommende 
Gerade ist also der Schnitt der Projektionsebene mit der Nullebene des 
Projektionszentrums. Es können also im Desargnesschcn sowohl 
wie im Pascalschen Falle die Tetraederpaare durch bloßes 
Verbinden und Schneiden von Punkten, Geraden und Ebenen 
hergestellt werden. Während hIhm zur Vollendung der Raum- 
figur im ersten Falle dann nur noch die Verbindungslinie 
zweier Punkte, bzw. die Schnittlinie zweier Kbeneu nötig 
ist, bedarf man im zweiten Falle dazu der Nullebene eines 
Punktes in einem eindeutig bestimmten Nulisystem. Hierin 
liegt der wesentliche Unterschied. 
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Herr G. Hessenberg hat darauf hingewiesen*), daß die beiden 
ebenen Konfigurationen in der affinen Spezialisierung als besondere 

Fälle zweirr Viererkspaare angesehen werden können von der Art, 
daß jede Seite und jede i)ia«j:onale des einen Vierecks einer Seite, bzw. 
einer Diajxonale des andern parallel ist. Nennt man die parallelen 
Seiten entsprechend, so besteht der Unterschied der Kontigurationen 
durin, daß im Desarguesschen Falle drei Oerade der Figur «tets dann 
ein Dreieck bilden, bzw. durch denselben Punkt jj^ehen, wenn dies für 
die entsprccherideii <.filt, im Pascal scheu Falle aber ein Dreieck 
bilden, wenn die entsprechenden durch denselben Punkt gehen, uud 
umgekehrt. 

Diese allpfemeineren Konfigurationen lassen sich gleiebfalls leicht 
als Projektionen von Totraederpaaren erhalten. Im Pa.scalschen Falle 
nimmt man zwei Möbiussche Tetraeder in allgemeiner Lage; statt der 
unendlich lernen Geraden der Konüguration tritt wieder die Schnitt- 
linie der Projektionsebene mit der Nullebene des Projektionszentrums 
zu der i ignr hinzu. Diese Schnittlinie rückt ins Unendliche, wenn 
man als Projektion dne Parallelprojektion nimmt mit den DnreV 
messem des Nnllsystems als Projektionsstralilea. Man sieht: es ist die 
Art, wie Gremona die miprokai Figuren in der graphischen Statik 
herstellt^ 

Im Desargues sehen Falle nimmt man zwei Tetraeder, deren 
Flächen dureh die vier Seitoi desselben ebenen Vierecks gehen, and 
projiziert das Tetraedeipaar Ton einem Punkt der Ebene dieses Vier- 
eoks anf eine in allgemeiner Lage befindliche Projektionsebene. 

Dieses zweite Tetraederpaar is^ wie es sein muß, allein auf Grund 
der Verknflpfangsaziome herstellbar, das erste dagegen nicht. 

Charlottenburg, 10. Oktober 1906. 



1) a. a. 0. § 2. Der Unterschied zweier solcher Vivicckspaare findet eich 
aneh erörtert bei Steiner^SchrAter-Sturm, Theorie der Kegelsehnitt«, 
S. Anfl., S. 73. 

8) Le figure leciproche nella atKtica grafica. 8. ed. JGIaiio 1879. 
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The groups of isomorpluäms of the simple groups whOBe 

degree ig less than Mteeu. 

Bj 6. A. MiLLEB in Üie Universitj of lUinois. 

A Hat of tlie orden of all the possible simple groups which can 
be Fepresented as substitaiion groups ou 14 or a smaller number of 
letters was published in theQuarterly Journal ofMaihematicSy volnmeSO 
(1897), poge 325. The groups of isomorphisms of most of these 
groups are well known. The prineipal ezception is the important fiTe- 
fold transitiTe group of degree 12 and of order 95040. We proceed 
to determine the group of isomorpbisms (ß) of this well known group 
(G) which was discovered hj Mathieu nearly half a Century sgo, but 
whose simplicity was discovered much innre recently. 

It is known that G is not invariant tmder a larger group of 
degree 12. It can therefore not have any other isomorphisms unkss 
it contains subgroups of d^ree 12 and of order 7920. Moreover, the 
ezistence of such snbgronps implies other isomorphisms. Their existr 
ence mar he proved as follovrs: It is known that the subgroups of 
order 7920 and of degree 11 which are contained in G include sub- 
groups of order 6G0 and degree 11, and therefore also the transitive 
ic'dsahedral group nf dof^ree lO'Y With resppct. to such a subgroup 
of ordor (iliO ohcIi of the givon groups of ordor 7920 may be repre- 
sented as a transitive group of degroc 12- . If it is rej)resf'nted in this 
way, we may suppose that it coutains a particular subgroup of order 
660 and degree 1 1 which is includod in G. 

To compiete the proof that G contnins a transitive subgroup of 
degree 12 and of order 7920, it is onlj necessary to observe that one 
of the icosahodral gi-(>uj)s of degree 10 is transfornied into itself by 
exactly 120 substitutious both nnder G and also under one of the 
group of degree 12 and order 75t2ü. As theso substitutions luust bo 
positive and involve 12 letters, they are completely detertuined by 
those of the given icusabedral subgroup. This proves that the given 
group of Orders 95040 and 7920 and of degree 12 may be constructed 
by adjoining the same Substitution to the groups of ordere 7920 and 
660 rwpectiTely, the latter being a subgroup of the former. 

1) Cole, Quarterly Journal of Mathemfttica, 27 (1894), 49. 
3) Dyek, Mathemalasche Annalen, 22 (1888), 172. 
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Having proved thut (? contaius trausitive subgroups of dejj^ee 12 
and Order 7920 it remaiiis to deterniinc the order of 9: Tliis order 
is twice the order of ^ jf G cmitains only one set of 12 Bub^roups 
wbich are fcimply isnrnurjtliic with its subgroup of degree 11 aud of 
order 7'J2U. Thut there is unly one such act in (t niay b«* proved as 
follows: The group of order 7920 aud of degree 11 is a cumplete 
group and hence it contains exactly 12 subgroups of order 660. If 
there were- more than 12 sabgruups of order 7920 aiid of d^^ree 12 
in Gf at least two of tliem would inTolve tke aame ml^proap of order 
660 and of degree 11. EacIl of ibeae would eontaia 120 eabstitations 
whidi would tnmaforiii an ieoeahedral subgroup of degree 10 into iteelf 
while the maximal common subgroup of order 660 would contam only 
60 anbetitntions haying tbis propertj. Hence this ioosahedral group would 
be tiansformed into iteelf hj more tban 120 snbBtitntions of G, Am this is 
impossible we have proved tbat the order of ^ ia twice the order of G. 

As an imprimitiTe group 9 can be repreaented on 24 letten» bnt 
it cannot be repreaented aa a transitiTe group of a lower degree. If 
it ia repreaented aa an imprimitiTe group of degree 24 it haa two 
Systems of imprimitivity and ita intranaitiTe aubgronp of hidf ita order 
ia aimply iaomorpbic witb G. Aa the largeat subgroup whioh leaves 
one letter fixed is of degree 23, it followa tbat the subgroup of 
degree 12 ond order 7920 correaponda to the one of degree 11 in the 
intranaitiTe subgroup of half the order of 9. 

The simple group of Order 5616 and of degree 13 contains as 
maximal subgroup of degree 12 groups which are aimply isomorphic 
with the holomorph of the non-cyclic group of order 9*). It also 
follows readily from its generating substitutions tbat it contains sub- 
groups which may be constrncted by establisbing an (18,1) isomor- 
phism between this holomorpli and tlio Symmetrie group of degree 4. 
One of the latter subgroups has 1U>< substitutions in common with 
one of the former. As the given holomorph contains only 4 subgroups 
of ordor lOM and these are conjugate undcr this holomorph of order 432, 
it follows that the pimple group of order Ü016 and det,nee Iii ooutnins 
only one systcm of conjticrnte subgroups of desjree 13 and of oi dor 
432 Its group ot isomoijihistns is therefore of order 11 2^2 and it 
may be repreaented as an impnmitive «^roup of degree 2t) having two 
Systems of imprimitivity und contaiiiing oni' and only one subgroup 
of oid» ! rxUt), which is aimply isomorphic with the simple group 
under cousideration. 

1) Quaiteily JouroaL of Matliematic», 29 <1)>97), 231. 
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Tlie grouji of isomorphisms of the groupa of order 2, 3, 5, 7, 11, 
13 are the cjcUc j^ronps of ordere 1, 2, 4, 6, 10, 12 respectively. The 
alternating groups of de<rroes 5, 7, 0, 10, 11, 12, 13, 14 have the 
Symmetrie groni>s vi' the same detjrees for tbeir groups of isomorphisms, 
while the iilternating group of degree 6 has for its group of isomor- 
phisms a group of Order 1440 which may be represetitetl as a primi- 
tive group of degree It' or m an impriuiitive group of degroo 12*), 
and 18 included in the puhlished lists of these groujts. Tlic only other 
simple groups whieh cau be represented as Substitution groups on 14, 
or a siiuiiler nuinber of letters are given in the followijDg list: 

Degree of group 7 9 11 11 12 13 14 
Order of group 168 504 OfiO 7920 l>r)()40 5616 1092 
Order of iis » 336 1612 1320 7920 190080 11232 2184, 

The aimple gronps of ordera 660 and 7920 muj be represented 
as tranattiTe groups of both d^^es 11 and 12, whfle the simple 
group of Order 168 appears among the transitive groups of degrees 
If 8 and 14. The group of isomorphisius of this group appears among 
the transitiTe groups of degree 8, the group of isomorphisms of the 
simple group of order 604 is tiie well known tripljr transitive group 
of degree 9 and order 1512, while the groups of isomorphisms of 
aimple groups of Orders 6<)0 and 1092 appear among the tiansitiTe 
groups of degrees 12 and 14 respectively. AU the other groups of 
isomorphisms were consid«?ed above as Substitution groups. 



über die grüßte Schwankung einer analytisciieü Fanktion 

auf einer Ereisperipherie. 

Von K. A. PouKKA in Helsingfors. 

£s sei 

f{x) = H- Oj* + (^i^^ -{■•■■ + -i- ■ . . 

eine reguläre anal^sehe Funktion ftlr \x',^R. Wenn a und h zwei 
beliebige Punkte der Ereisperipherie — it bedeuten, so nennt man 
den größten Wert von ; f(a) — f(h) \ die grOfite Schwankung der Funk- 
tion f(x) auf dieser Kieisperipherie und bezeichnet diese gr5Bte 
8oihwaidcnng mit D, 

1) Bulletin of the Amencan Mathetoatical Sooietj vol. 1 (1896), p. 268. 
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Die Herren £. Landau iind 0. Toeplitz haben bewieBen*), da£ 

ist, und Herr Ihirto*;» hat in dfinBelljou Aufsatz uezeiijt. daß das 

Gleichheitszcicheu dauu uud nur dann gilt, wenn f[j.) eme lineare 

Funktion ist: ^, ^ 

/^(a?) = a,> + «i«. 

Wir werden aber hier ganz aligemein beweisen, daß fttr jedes 

ist und das Gleichheitszeichen daun und nur dann gilt, wenn f{x) 
die Form liat 

l)pr Rcwi'is d' s ersten Teiles unseres Satzes ergibt sich aus der 
bekannten Ungleichheit 

M^\a^\Br oder |aj^^, 

wo M den größten absoluten Betrag von /'(a*) auf der Kreisperipherie 
bedeutet. Für den zweiten Teil müssen wir zeigen, dafi die Gleichung 

Jf-i«.|B 

dann und nur dann gilt, wenn f(x) die Form hat 

/•(«) - a.*". 

Die Ungleichheit 

folgt, wenn C die Peripherie des Kreises arl — TL in positiver Kich- 
tung genommen bedeutet, direkt aus der Gleichung 



oder 



wo 0 das Argument von f{It<ff) bedeutet. 
Damit die Gleichung 

I I ^ 



1) Aichiv der Mafthematik und PJijBik, (8) 11, 808— 807, 1907. 



Digitized by Google 



Ober die giMte SehwMikaiig eioer miftlyi I\uiklioii tmt einer beisperipherie. 26^ 
gilt, moB man zuerst notwendig 

in 

haben, was Yoranssetsi^ daß das Argoment des Integranden fttr das 
ganze Interrall 0 ^ 9 ^ 2s denselben Wert c hsA, so dafi 

0 — n<p + e 
wild. Zweitens ist notwendige daß 

für alle q auf der Jireisperipiiene ist. 
Es ist also 

Wenn man dies in die GleicLang fiQr einsetzt^ sieht man, daß 
sein mofi und also 

Auf der Peripherie des Kreises | o; j — i< haben wir also 

und nach dein Prinzip der analytischen Fortsetzung muß diese Glei- 
chung überall bestehen, w. z, b. w. 

Nun gehen wir zum Beweis unseres eigentlichen Satzes über und 
bilden dazu die Funktion 

f(x) — f{e " x) = (1 - e " ) + (l — ) a^x* H + 2a„ + • • . 

Hieraus sieht man sofort, daß auf der Kreisperipherie |^| «- 22 

Max !/•(«) - /-(e^ar) | ^ 2 |a, | 

ist und somit aneh 

Das Qleichbeitszeichen kann nur dann gelten, wenn in der Reihe 

fÖr f{x)'^f{fi*sf) alle Koeffizienten, deijenige von ausgenommen, 
Null werden. Es muß daher Oy»0 sein^ wenn v nicht gleich 1» oder 
2hn{k — 0, 1, 2, . . .) ist. Die Funktion muß also folgende Form 
haben: 

f(x) — Ott + a,«» + Of^x"* + »4,«** + • • • 
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Wir zeigen , flaß auch die Koefiizieuten »4«, ö^,, • . . ver- 
schwinden milsseu. 

Wenn man x^*^ e setzte ist 

fHr 2 \ ^R' «ine rqplin Funktion von ä. WSren die Eoeffiziaiien 
^Uny ^6») - rihnilicli Knll; so wOrde nach dem Satt Ton 
Herrn Hartogs die grSßie Sdivankong Ton g(e) auf der KreiBperi* 
pherie |a;| «JR* und somit auch unser 2> größer als 2 [aJR^ sein. 
Wir haben also bewiesen, daß für das Bestehen d«r Gleichung 

auch das Verschwinden aller Eoeffisienten o,,, a^^, Oi«» * • ' erforderlieh 
ist. Die Funktion f{x) kann mithin nur die Form haben: 

fix) - flo + «-^• 

Daß für die Funktion /C^) ~ a^o;" wirklich 

ist, kann man leicht ersehen. Es ist, wie man am besten geometrisch 
sieht, 

i /Xüe"^0 - filie'*^) =- 2 |a„ 12- . j sin ?^?»^«) 1 , 
und somit haben wir fllr 

(*-0,±l,±2,...) 

die größte Schwankung — 2|a,|22". 
Den 4. Juli 1907. 



Die Scheitel-Konckoiden der Kegelsclmitto. 

Von H. WiELElTKBB in Speyer. 

Zu je(lt>r Kurve F gehören 00* ans ihr durch den „kotichoidakn 
Prozeß"' abgeleitete Kurven. Man nehme f als Basis^ einen beliebigen 
Punkt 0 der Ebene als Pol und verlängere, bzw. verkürze jeden Radius- 
vektor um die konstante Strecke l. Von diesen „KonrJioidm*' sind bis 
jetzt nur die der Geraden (Konchoiden des Nikouiedes), des Kreises 
mit dem Pnl anf dem Kreise (die Pascalsehen Selmecken^ und die der 
areliimetiischen Spirale, die der Basis kongrueut sind, näher untersucht 
worden. Wir wollen im folgenden zu der Theorie der Konchoiden 
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f^inPTi Icleinen Beitrag liefern, indem wir die Kondioidm der Kegdschnitte 
einer näheren Betrachtung unterziehen, mit der Spezialiflierungy düfi der 
Pol 0 in einem Scheitel liege. ^) 

Um alle Kurven dieser Art gleichzeitig zu erhalten und alle Üher- 
gange Terfolgeo zu können^ gehen wir aus von der Scheitelgleichimg^j 

(1) =. 2j»« + g«», 
wo fElr die Ellipse 

oder umgekehrt 

Dann erlialten wir fttr unsore Eondhoidengileiclrang in Polarkoordinaten 
{q, 9>) sofort 

(2) 8JIC08IP ^ 

Die Tranifbrmation zn Punktkoordinaten ergibt 

(3) {x^ + y'){if' — — ^a;-)^ ^ — ^u;-)' 
oder geordnet 



U ■> 0 stellt das Tangentenquadrupel des Anfangspunktes dar, der BO- 
nach in jedem Falle ein vierfacher Punkt ist. Wir beginnen, wegen 
der Realität der Unendlichfemen Singularitäten, am besten mit einer 
Hyperbel, indem wir 9 > 0 (& rein imaginär) Toraussetaen. 

1) Von eolcheu Kegebcbuittkonchoiden spricht allerdings schon de la Uire 
in If&n. Ae. 8c. 1708 (Pari* 1780), S. 8S ff. und B^anmnr, ebd. S. 197 ff. Der entere 
nimmt einen Brennpunkt als Pol, gibt aber nnr «inigei Über FUdbcninhalte, der 

letztere zeichnet wobl Stücke der Kurven, hat aber von desen Gteeamtverlauf noch 
keine VorstelUmfr Aus der ncueFten Zeit ist erw;\hnen F. QomcB Teixeira, 
Tratado de las curvns speciales notables^ Memorias de ia lieal Academia de Cien- 
eiai de Madiid 82, 1905. S. Sl», der auch einen Brennpunkt als Pol wählt. 
— Du Frogr. von F. Speneker „Über KwuSwidtnf*, Grofth. Gjmn. Sekwerin 
i. M. 1902, 11 S. 4*^ Bei aus rein bibliographischon Rücksichteu genannt. — Ein 
in B'^arheitung befindlicher Ban l der Sammlunnr S'chnbeti ,.Spr:irn,' ebene 
Kwren'' wird Näheres über mehrere Gattungen von Konchoiden bringen. 

2) Hier erlaubt sich der Yerfaeser auf den kleinen Aufsatz „Zwei Anwendungen 
Ar 90g. SAeitd^eidiimff der Keg^etSmÜt^ in Ztacbr. f. matb. n. natnrw. Unten. 8& 
(1904) S. 499/97 hinzuweisen, wo der Übergang der Kegel^chaitte in einander auf 
eine Tielleicht weniger bokannte Art anichanlich gemacht wird. ^ 
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H. WiBUinrn: 



Sei dann 

A s {2p' + l'qy + - lY) = + (ff + Di«), 

BO ISßi sieb d in die beiden Faktoren zerlegen: 

In ist der Koeffizient Ton ^ wesentlich positiT. Die weitero Zer- 
legbarkeit häDj?t also davon ab, ob ? ^ ^jp///, d. h. ^ 2a ist. Für den 

Koeftiziejiteu vou «/■ in Q.^ ergibt sieh das Zeichen ^"»t^uii l^ 'Juj 

aber „— wenn l < 2a; im ersten Falle ist aber der Koeffizient von 
neprativ, im zweiten Falle positiv. ist also l'ür / ^ - ; immer zer- 
legbar. Wir haben deniiiiu h für / < 2a zwei reelle und zwei imaginäre 
Zweige im Äjifuügs^ninkt . für l '>'2a vier reelle Zweige. Dazwischen 
liegt der Fall l'=-2a, für den U,j eine Spitze anzeigt, während zu- 
nächst unbcBtiuimt Mird. Durch DiÜereutiation beider Koefäzicuten 
nach l ergibt sich aber 

(5) Qi"^>^x'qiq'i2)~y''-0. 

Dies Wörde man leicbter und direkt fttr 2 — 2a ans <l selbst erhalten; 
es sei hier noch bemerkt, daB sich die Neagongswinkel der vier Tan- 
genten des An&ngspunktes anch ergeben, wenn man in der Polar- 
(^eichnng des Kegelschnittes ^ 2j^q setzt. Wir können znsammen- 
filssend sagen: 

J>er ÄnfanffspunÜ ist ein vierfacher PmM^ der am ewei Dogpd- 
ßunktm gustmmeiiffeseM^) ffedadd werden kam. Von diesen ist der eine 
immer ein Knoten^ während der andere isoHart, Spitee oder Shoten islf 
je nachdem l < 2a, — 2a, > 2a. 

Die Fig 1 gibt f&r 2 ^ 2a je ein Beispiel (Kurre 1 für { < 2a, 
Kurre .2 ÜEtr l > 2a), zwischen denen der Leser den Obergang sich 
leicht s^bst herstdlt. 

Wir müssen nun die unendlich feinen Punkte betrscbten, die durch 
if — 0, {x^ i/){if^ - qx^f = 0 gegeben sind. Weifen des ersten Faklors 
sind aUe in Frage kommenden Kurven »Urhäar, Da ab«r + jf^ auch 
im zweiten Glied der Gleichung (8*) enthalten ist, sind die durch 
+ — 0 dargesteUten Geraden selbst die Asymptoten; der An&ngs- 
punkt, durch den sie gehen, ist also ein außerordentlicber Brennpunkt 
der Kurve. Die flbrigen unendlich fernen Punkte liegen zu je zweien 

1) Nur fän Auge. In der Tat ist ein vierfacher Punkt seoha Doppelpunkten 

ftquiralent. 
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in den unendlicli fernen Punkten des Kegelscbnittes vereimgt. üm 
ttber daa Verhalten der Kurven in diesen Punkten Qewißheit su er- 
hfdteoi fElhren wir lune Aelisen ein mittela der Gleicbmigeii: 



(6) 



Dadurch wird die Eimreiigleiehuiig 




Mg. I. 



Uiemadi ergeben eich die Tangenten der Enrre in der Ecke | — 0, 
0 dnreh den Faktor von ^ sn 

ebeneo die der Ecke » 0, z <=i) durch den Faktor von 4* als 

(,--)-o. 

also znaammenfallend. Setzt man aber in (7) etwa £ + ^- ™ 0, so 

hebt sieh |' heransy eo daß nur eine qnadratiache Gleichung flbrig blmbt. 
Daher berührt die Tangente in der Singobritat vierpnnktig. Das zeigt 
einen BerOhrangsknoten an. Dasselbe gilt fttr die andere £cke. Nun 
ist aber (fOr die Hyperbel) 



Aidilv dar If AfiMnnUk md n^slk. IIL Mtha^ ZZL 



17 
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(1. h., da eine ähnliche Umformung auch für die Tangente der anderen 
Ecke gilt: 

Die Asißnpioten des KegelschniUes sind auch (Do})j)d-) AsifmjpMen 
der Konchoide in deren unendlich fernen Beridmingshioten. 

Da jeder Berülirtin«^knoten für zwei Doppel])unkte, der vierfnebe 
Punkt für etcchs solche zählt^ BO sind unsere Kouchoideu rationale 
Kurven scc/istcr Ordnung. 

Wir geheil nun zur Parabel für g = ü über. Uaun lautet die 
Kurvengleichung: 



Hier ist Q, nie, Qu immer reell zerlt irbar; 
auf die Länge von / kommt es dabei nicht 
an. Im Anfangspunkt ist demnach nur ein 
reeller Knoten sichtbar (s. Fig. 2). 

Die unendlich fernen Punkte liegen 
wieder je einer in den Kreißpunklen, die 
übrigen vier in ^ = 0, y = 0 vereinigt. 
Um die Art jdieser Singularität zu erkennen, 
sndien wir eine Näherungskurre fBr diese 
Ecke, indem wir die Glieder der Kurven- 
gleichung in das anaiytiBche Dreieck^) ein- 
tragen und die der betreffenden Bcke su- 
i^chst liegenden durch eine Gerade ver- 
binden. Wir finden drei Punkte auf einer 
Geraden liegend, nämlich: 

u 't/^ — Apx^iß + Ap'x^ ~ x-iif- — 2pry = 0. 




Fig. f. 



Das ist die doppeltziihlende Parabel selbst. Diese gibt uns noch nicht 
genügenden Aufschluß. Setzen wir x \ und führeu dafür z ein, so 
haben wir jetzt ein weiteres Glied u zu suchen, indem wir setzen 



2p 



und dies in die Knr?engleichung substituieren. Hier haben wir, nach- 
dem die Glieder der neuen Gleichung in ein Koordinatensystem (u, y) 
eingetragen sind, die dem Anfangspunkt /unüchst liegmden Glieder 
durch eine Gerade zu verbinden. Das ergibt die Näherung 



0, daher 



2p. 4p* 



und 



2p 



1) Die bes. Methoden sind auifflhrlich da^gMtelli in des Verfaiaers „Theorie 
der ^tenm o^e&ratwften Kurvat!^, Sammlang Schnbert XLin (Götehen) 190ft. 
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alfl Näherun^kurren fOr die zwei nach dem Unendlichen laufenden 

Zweige der Paiabelkoiichoide. Da , ^^^^ und ^^^l fttr y 0 mit den 

eniepreeheuden DiffermtiBlqaotienten von ttbereinetimmeni berühren 
Bich die Naherongskiirven Tierptuiktig in y — 0, « — 0; daher hat auch 
die Kwrffe eine» merpmikUgen BerOhrunffsknoten, In der Tat können 
wir uns leicht TorsteUen, daß die beiden zweipnnktigen BerQhnmgBknoten 
der Hyperbel für die Parabel in einen Tierpanktigen zuBammenrfleken. 
Dnrch die Figuren l(a} und 2(a) wird 
dies deutlich gemacht. Dieselben stellen 
ungefähre Fkojektionen der betreffenden 
Konchoideu ins Endliehe Tor. 

Eine weitero stetige Deformation 
führt wieder die Trennung der beiden 
Berührungsknoteu herbei, die dami kon- 
jugiert imaginär werden. Wir kommen 
zur Ellipse. Hier ist im Unendlichen 
analytisch alles so wie bei der Hyperbel, 
nur imaginär. Nachdem wir da nichts 
sehen können, wenden wir unsere Auf- 
merksamkeit dem vierfachen Punkt des 
Knordinatenurspnings zu, der um so 
interessantere pjrscheinuiigen hietet. 

Es sei zimächst '7 < 0, q\ <C 1, 
d.h. a > 6, so resultieren den Pascal - 
sehen Scinu'cken äußerlich ähvlirhe Kur- 
ven, langgestreckt, die für l-<C2a, = 2 a, 
> 2a Knoten, Spitze, isolierten Paukt 
im Ursprung haben. 

Für g = — 1, d. h. a = h{p= ~ niiissen die Pascnl.tchen 
Schnichm seihst sich «rj^^eben. Die Erniedrigung der Ordnung .sinlit 
man um ))«.'.sten aus (3 ), wo .sich ./ -' -f ir nbspaltet. Man erhält durch 
die übrigbleibenden Fuktuan suiurt die gebräuchliche Form 

(a« + + 2axy - l\x* -\-i/)^0 

fflr die Gleichung der Pascal sehen Schnecken. 

£s sei nun aber 7 < 0, 7 > 1, die Ellipse also hochgestellt. 
Auch hier werden die entsprechenden Kui-ven, solange l ziemlich klein 
bleibt, Pascalschen Schnecken äußerlich ähnlich sehen (Fig. '6, Kurve i). 
Auch werden die Kurven, mlaiige h < "V^Qq', < 2) genau so wie diese 
variieren, wenn man l variiert. Denn der Kreis um den Anfanfj^spunkt 

mit l als Radius schneidet dann die Ellipse, wenn j > 2a, gar nicht, 

17* 




vig. a. 
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berührt sie im andere« Scheitel, wenn 1 ^ 2a, und schneidet .sie zwei- 
mal, wenn / < 2a. Das letztere ist nun otfensichtlich für jeden Wert 
von q der Fall. Aber für / = '2n kniin der Kreis die Ellipse außerdem 
iioeli in zwei weiteren reellen Punkten tretfeu. Wir sehen dies am 
besten, wenn wir iu der Polargleichung der Ellipse ^ = i = 2pjq setzen. 
Man erhält ganz allgemein 

dali«r für { »i 2p/q und ff' — — 9 

Hier ist (p^ nur ein reeller Winkel für 7' — 1 > 1 oder q' = \q 2. 

Wenn nun [7 > 2 imd 2rf. so wird, wenn / nicht viel von "2 a 
abweicht, der Kreis die Elli})se viermal reell schneiden, aiso der Anfantj^- 
punht ritr reelle Zn'dgc hahen (s. Fig. Kurve 2), <lie drei Tdeim und 
riw großi Schlvife hildeti. Den ( bergan^ von / < '2a (Kurven 1 und 1') 
durch die Spitze (für / — ^a; Sclileite t muB zusammengeschrumpft 
gedacht werden zu der Kurve wird sicVi dei- Leser laicht vorstellen. 
Wird l gröüer, so tritt der Fall ein, daß der Kreis die Ellipse doppelt 
berührt. Wir sehen aus (9)^ daß dann 

= 0 «ein muß, was 

ergibt.') Dann schrumpfen im Anfangspunkt die beiden Schleifen a 
und b zu Spit/en /usammrn. Dieser Wert von / ist auch reell, wenn 
/><«y2; dann sind aber die jierühruugspuukte und die Tangenten 
der Spitzen konjugiert imaginär. Für noch größeres { ist der vi^ 
fache Punkt ganz isoliert (Kurve J). 

£b ist noch ein Wort zu sagen über den Orenzfall g — — 2, I = 2«. 
Die Tangenten des Anfangspunktes ergeben «ieb nach (4) und (5) in 
diesem Falle 'dnich ^ — 0. Wir haben einen vierfadten Pmlst mit 
vier gusammenfaUendm ToHgenfm (Rüdekdtrspifzpmkt). Eine Nabenings- 

kurve ergilit sich als i/* -\- ^ = 0. Das ist eine Rückkehrspitzparabel.*) 
Die Kurve bat eine sehr schürte Spit/,e, die alle drei Schleifen a, h, r 
absorbiert hat. Der Kreis um den Anlaugspunkt mit 2a als Radius 
ist der Krüinmuug.skreis im andern Scheitel. Alle Ubergänge sind 
hiernach leicht zu verfolf^cn. 

Speyer, den Ib. l^ovember l^Uö. 

1) Denselben Wert whUt man aaeh »iu (4), wie man fltteriiaapt die Dis> 
kuBsion mit und Q, fortartna kflnnte. Dies ist aber bei negatiTem q an- 

beqnetn und viel weniger an? luudich. 

2; iij. etwa äauerbeck^ JJe Gua (Teabuer 1902) 8. SS/S4. 
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Keyer^ W. ».^ Differential- vmd Integralreohming. Zweitor Band: 
Integralrechnung. (Bd. XI der ^Sunmlnng Schubert") XVI u. 
444 8. Leipzig 1906. Gdschen. 

Über den ersten, die Differentiafarechnnng behandebiden Teil dee yoT- 
liegenden Werkes, ist im Bd. 4, S. 164 dos Archivs berichtet worden. Die 

dort gerrcbenp allppnieine Charakteristik g-ilt auch vom zweiten T'mIp. Dpi- 
Verfasser hat eine in Stoifauswahl und Anordnung selhstandige Darstelhuig 
der Integralrechnung geliefert, welche insoweit eine exakte Entwicklung 
des Gegenstandes abgibt, als dies ohne durchgängige Arithnaetisiemng 
mögU«^ ist Zahlreiche, sowohl zur EinfOhrung der Begriife, als zur Er^ 
ISntf-nj'^f (üp'ioTi'ip Beispiele siirl dor analytischen Gooraetrlü eutnoinmen. 
Das Üuch wird mit Vorteil den Stiidier'^ndpn der Mathematik beim ersten 
Studium der Jutegralrechnung dienen können, während es wegen der Dar- 
stellung im einzelnen und der Disposition im großen (Fehlen weitetgehender 
Anwendungen, starkes ZurQektroten der Dilferentialgleichnngen) etwas weniger 
für solche Loser geeignet erscheint, welche die DitiTerential» und Integnl' 
rechniinfT nur als Hilfswissenschaft betreiben wollen. 

Die limteiimig des Stoffes ist in der Art vollzogen, daß im ersten 
Absdmitte die «Mentliehsten Chvndb^riffs entwiekdt «erden, die alsdann, 
ehe an die systematische Durcharbeitung der Integration der Differentiale 
gegangen wird, zu geometrischen Anwendungen verwandt werden. Hier ist 
das Buch besonders reichhaltig und hi« tot an Quadraturen, Bektifikationen, 
Kabaturen und Komplanationen vielseitige Ausführungen. 

Im Anschluß an diese geometrischen Anwendungen der Integralrechnung 
finden sieh dann hier auch diejenigen der Differentialrechnung, welche im 
eisten Bande vermißt wurden. Bei dieser Oolegenhcit sind einige An- 
deutungen fi}}rr Differentialgleicbungen eingoschoben. Dagegen fehlt jedes 
systematische Eingcbon auf die Integration einfacher Ditierciitialgleichungen, 
ein Gegenätand, den man sonst gewöhnlich in Lehrbächei-n der Integral- 
rechnung antrifft;. 

Der zweite Abschnitt gibt in einem ersten Kapitel den systematischen 
Ausbau dor elr-nient^r ansffibritaren Integrale, wobei (hier ein wenig de- 
phiziert) eine längere Erörterung über komplexe Variabele und Funktionen 
eingeschoben ist. Den Beschluß bildet das zweite Kapitel, in dem fünf 
Tenchiedene Gegenstftnde zusammengestellt sind. Weiter wird ein ge- 
drängter Abriß der elliptischen Int^ralo und I^mhtionem nach Legendäre- 
Jacobi gegeben. Es finden sich mdl^ der Satz Aber IHfferentiation eines 
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Tntf'gTalts nach einem Parameter. Entwicklungen von Integralen in Reihen, 
Bchaudluiig der Integiale totaler Difl'erentialausdrücke, sowi«» pndlich eine 
Besprechung der Doppelintegrale. Bei letzterem Gegenstande kommen leider 
die geometrisohen AusItOmmgen etwas m kurz. 

BrBunscliwdg. ^ 'B. Fmokb. 



Hemiite et Stielljes. CoxfMpondaaoe publik par le« floini de 
B. Bailland et H. Bougel Avee ime pdlface de E. Picard. Tome I 

(8 novembre 1882 — 22 juillet 1889). — Tome II 1 1 S' xtobre 1889 
— 1.«) flpcombrp 1 894). XX + 477, VI + 464. Paris 1005, Gauthier- 

Villars. Chaque toitie 16 fr. 

£3 ist wohlbekannt, einen wie umfassenden Biiol w<jchsel Charles Hermite 
mit framEAaisclieB und aualindiBclieii Geldfften unterhalten hat, weUhekaanti 
welche Bolle dieser Briefwechsel in dem Lehen des, anerkannten Meigters 

und Führers ihr französischen Schule geqiielt hat. Durfte es doch nur 
wpnitre Mitthoniatikn- imtpr seinen Zcitfrenos.sen geben, die mit dem Franzosen 
nicht iii Korrespoudeuz gestanden haben. Aber keiner dieser Briefwechsel 
war so intensiv und so fruchtbar zugleich, keiner wurde mit der Ge- 
schwindigkeit eines Wechselsb«ms von solclLer Frequenz gdlBhrt, wie 
der Briefwechsel mit Thomas Stielt je s (geb. 29. Dezember 1856 in 
HoUaTKr 

Eine Notiz der Comptes Rendns vom Jahre 1082, wo Stielt j es eirip 
einfache und elegante Ableitung Tisseiaudüthei bätze mitteilt, gab den 
Anstoß zur Korrespondenz, die bis wenige Tage vor seinem Tode (81. De- 
zember 1894) gedauert hat. 

Hermite gibt sich hier, wie ihn alle diejenigen kennen, denen auch 
das Glück einer Korrespondenz mit dem Nestor der franziisiscben Mathe- 
matiker zuteil wurde: stets ist er hilfsbereit und aufmunternd, wenn dem 
andern plötzli<die Schwierigkeiten den Mut zu rauben drohen, nie mangolt 
ihm die Zeit zur Antwort; mit rührender Bescheidenheit bewundert und 
anerkennt er die Resultate des andern und wird nicht müde, die Originalität 
der Gedankengänge des jungen Freundes in-^ rechte lacht /n setzen. Wir 
erfahren aus dem Briefwechsel von Schwierigkeiten, die sicli der mathe- 
matischen Laufbahn von Stieltjes in seiner Heimat entgegenstellen. 
Heritiite weiß Bat Auf seinen Vorschlag siedelt der Hollinder nach 
Frankreich Uber und wird nach kurzer Zeit — Hermite ebnet ihm alle 
Wege — zum Professor an der Toulonser Fniversitüt ernannt. 

Der Ton des ßriffwechselti wird intimer und intimer, je mehr sich 
die mathematische Verwandtschaft zwischen beiden oflFenbart, je mehr 
Hermite, um mit Jacobi zu reden, des vir aritbmeticus in Stieltjes 
inne wird. In einem der letzten Briefe schreibt Hermite: „M. Kronecker 
me disait en dinant a Fhinville, ou j'ai eu sa visite, qne tioti«; avinns la 
tete faite de )a memo mamere; je crois que s'il vons avait connu, le 
binome aurait eto chauge en trinome*'. Und an einer späteren Stelle findet 
Stieltjes Gfelegenheit, dem großen Franzosen sein aritiuneiiadies Glaubens- 
bekenntnis abzulegen, worauf dann Hermite erwidert: „Je me sens tont 
joveux de vous savoir en si bonne disposition que vous vous transformez 
en naturaliste pour obserrer les phenomenes du monde arithmetique. Yotre 
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doctrine est la mienne; je crois quo les nonibrcs et les fonctions tle rAiialyse 
ne sont pas le produit arbitraire do notre e^^prit; je penße qu ils existent, 
en debors de nous avec le memo caractcre de necessite que les choses de 
Ift realit» objective, et que nous les raacontrons on les d^onvrons et les 
Adlons, comme les phjsidenSi les chimistes et les zoologistes." 

Und der junge Holländer, erfüllt von aufrichtiger Dankbarkeit gegen 
den vSterliclieii Freund, fühlt ,.la neressite de ne jaraais oosser de travailler, 
d'etre toujours sur la breche pour ne pas laisser s'endonnir l esprit et le 
tenir en haleine". 

Es ist ttberrasehend, mit welcher SclmelligkMt er auf jede, von 

Hermite vorgelegte Frage antwortet, und wie sich sein Forschungsgebiet 
mehr und mehr erweitert. Dip Kngnlfimktionen, kubisclip imd hiqnadratische 
Reste, Zfrlrgung vmvv Ziihl in fünf (^umlrato, mechanische Quadratur, die 
Riemannscbe Transzendente die Theorie der Kettenbrüelie und die 

halbkonTergenten Beiben, das sind im großen und ganzen die Gebiete, ttber 
weh'b*' der Briefwechsel gejifloLron wird. 

Es ist ein schünes Deukiual, das die Herren Baillaud und Bfnirf,M't 
der Freundschaft Hermites mit Ötieltjes durch sorgsatne Ilfrausj^^abe der 
Korrespondenz enichtet haben; und die mathematische Welt weiÖ ihnen 
lebbaEten Dank! leb glaube, daß es jedem, der sich entsehließt, einen 
Band m die Hand su nehmen, so ergehen wird, wie es dem Referenten 
ergangen ist: er wird von dem Eindruck dieser ganz einzigen Korrespondenz 
gepackt und gefangen genommen werden. Die abstrakte Spraehe d^r 
Analjsis verliert in dem Munde dieser beiden Freunde an ihrer Trockenlieitv, 
ja zuweilen wird die Darstellung dramatiseb bewegt, „la Matb^atique y 
devient plus hamaine*% wie sich Hermites Scbwiegwsobn in der Vorrede 
ausdrückt. 

Dem ersten Bande sind die Heliogravüren von Hermite und Stieltjes 
aus ihren letzten Jahren beigefügt, den zweiten Band aiert ein schönes 
Bild des fimfuudzwan/igjührigen Hermite. 

Berlin. £. Jaunke. 



Laguerre, Oeuvres de. Publiees sous les auspices de Facademie des 
seienees, par MH. Ch. Hermite, H. Poincar4 et S. Bonoh^. Tome II: 
G&metrie. 716 p. Paris 1905, Oratbier-Tillara. 

lüt nicht geringer Spammng erwartet, ist endlich, nach siebenjähriger 
Pause, auch der zweite Band von Laguerres gesammelten Werken erschienen. 
Er enthält spin Tjebenswerk als Geometor; gehören doch von 140 Abhand- 
lungen, die er hinterlassen hat, mehr als die Hälfte zur Geometrie. 

Noch Schiller des Lyo^ Barbet, gelang ihm (1853) die LSsung eines 
Fh>blem8, das Poncelet und Ghasles vid besdütffcigt hatte, sAmtieh die 
Antwort auf die Frage, wie sidl die metrischen Eigenschaften der Figuren, 
insbesondere die Winkelrelationen gegen projektive Transformation verhalten. 
T>t'r jngendlichp Laguerre gab die ebenso einlache wie elegante Lösung in 
einem Aufsatz: Sur la theoric des foyers, der in den Nouvellcs iVnnales 
sum Abdruck gelangte. Bereits in dieser Arbeit macht er ausgedehnten 
Gebrauch vom ]bnagin8ien. Weiterhin erkennt er als einer der ersten 
die bedeutsame Bolle, welche der Inhalt des sphärischen Dreiecks in der 
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Kugelgeometrie spielt, und delmt die Theorie der Brennpunkte aut alle 
algebraischen ebwen and flpkKriidlicii Kitrr«n auB. 

Ans der entannHcheii Fttlle tob Lsgnerret CnterrachimgeB b^llge 

ich mich hier diejenigen Aber die anallagmatischen Kurven und Fl&chen 
heraus 'n>' h(»n, welche zu jener Zeit die bedeuten<lsten Mathematiker be- 
schäftigten. Mehrere ihrer wichtigsten Eigenschaften bat Laguerre auf- 
gedeckt. Er untersucht zugleich alle Kurven vierter Ordnung, insbesondere 
die dreispitzige Hjpozjkloide, die Kardioide, die Lemmakate, die OMBini- 
seilen Kurven und die Raumkarven Tierter Ordnung. 

Und noch auf eine, Lagnerre eigenste Seliöpfimg will ich hinweisen, 
seine Geometrie de dircction. est peu d'exenijiles", sagt Point are 

in seiner Vorrede zum ersten Bande der gesammelten Werke, „qui 
fossent mienx Toir combien l'idee U plus süuph' pent deremr fSeonde 
quand un esprit iugenieux et prüfend s'en empare." Eine Gerade oder ein 
Kreis läßt sich als Bahn eines beweglichen Punktes auffassen, aLer dieser 
Punkt kann die Bahn in zwei entgegengesetzten Richtunpssinnen tiureh- 
laufen. Diese Überl^;ung fEUirt dazu, eine Gerade als aus zwei Ualbgeradcn 
(semi'droites) und einen Erna als ans zwei Zykka (qydes) beateheiid anf" 
sufiusen. Anf diesem Wege gelingt es Laguerre, den woUbekannten Trans- 
formationen eine neue geometxiBcihe Transformation hinzuzufügen. 

„S'il etait vrai", sagt Pnincarc an der=*>11tf'n St*^1le, ,.qu'on ne piit ren- 
contrer la gloire saus la chercher, Laguerre serait reste toujours ignore; 
mais, hemeusement, >8es beaux travaux lui avaient attir^ l'estime et bientot 
l'admiration des jnges les plus emnp^nts, et fl ne derait pas attendre eo 
vain qu'on Ini rendit jnsüce. L'Institut lui ouvrit ses portes le 11 mai 
1883." Indessen, Laguerre hat diesen Erfolfz nicht lange fiherlebt, er starb 
bereits am 14. August 18Ö6 in seiner Geburtsstadt Bar-le-Duc. 

Berlin. £. J.vhmke. 



Boua884?^ H. Essais des mat^riaux. Notions fondamentales relatives 
anx ddfonnatioiis ölastiques et permaaentes. . Bibliotheque de 
VE&w inginieur. 150 8. Paris 1906, Oantfaier-Yillars. 5 fr. 

Dar Yeifasser liai sioli voigenommeo, auf Grand langjähriger Versnohe 
darsulegen, was das Experiment an gesidiertem Bedtsstand beiflglich dßt 

Deformationen zu Tage gefordert hat. Genauer gesprochen, behandelt er 
folgende Aufgabe: Wenn man *»inen KSrpor dehnt, spannt oder tordiert, so be- 
stehen bestimmte Beziehungen zwischeu den geometrischen Variablen, d. i. 
der VerlSngerang, der Durchbiegung, der Torsion anf der einen Seite, und 
den meohaniscben Variablen, nfanlieli der Kraft, dem Ejfftfbepaar anf der 
anderer]. Wie lanten diese Belati<men und wie lassen sie sich graphisch 
darstellen? 

Ich begnüge mich den Inhalt de.^ iiit»'re.ssant<»n Ruches dnn h Anguhe 
der Kapitelüberschriften anzudeuten: I. Detiuition und allgemeine Betrach- 
tnngen über die Tersduedenen Arten der Deformationen. U. Deformations^ 
kurven, und zwar Kurven fOr den Zug und für die Torsion. Die Blasti- 

zitiitsgrenzen. ITT. Vollkommen elastische Deformationen. ElastizitätsmodTiln 
nacli Yoiing und Cüulomb. Po isson scher Koeffizient a. weleher, bei der 
Dehnung eines kreisiörmigeu Zylinders, das Verhältnis der die Einheit 
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bezogenen) Änderung des Quersclunttsdun.hmessers 7.ur entsprechenden 
Änderung der Zylinderlänge bezeichnet. IV. Experinientelk' IJntcrsnchnnp 
der vollkonuneu elastischen Deformationen, Kiitik des Uookescken Gesetzes. 
Y. Zngkorven bei bleibender Deformation. VI. Torsionskorven bei bleibender 
DefotmaÜon. VII. Über die Theorien der elaslüoiien und bleibenden Defonn&tion. 

Berlia. E. Jahmkb. 



JLMSfkrIaiic, A. Veetor analysis and qnaternions. Nr. 8 dir Mathe- 
matioal monographs. 4. Auflage. 50 S. New-York 1906, J. Wiley 

Das Bücliolchen bietet eine recht geschickte Zusammenstellung der 
elementarsten Begriffe au« der Wktoraualyge nebst einer Menge einfacher 
Übungen aus Geometrie, Mechanik und Elektrizität. Der Verfasser legt 
Wert daraoff auch den Quatemionenbegriff einzuführen und seine Bedeutung 
an der sphärischen Trigonometrie und an der Zusammensetzong endlicher 
Drehungen darz\ilegen, im Gegensatz zu den neueren Schriftstellern über 
Vektoranaljsc, welohe fast durchweg geneigt sind den Quatemionenbegriff 
abzulehnen. 

Das Werk kann ab Seitenstück zu dem in derselben Sammlung er- 
schienenen Btleheilchen von H jde bezeichnet werden, wo die Grafimanntcfae 
Vektoraurachnnng ihren Inteipretm gefunden hat 

Berlin. E. Jahnkb. 



Dressel, L. S. J. MementaMS Lehrbuch der Physik nach den 
neusten Anschauungen für höhere Schulen und den Selbstunter- 
richt. 3. vermehrte, umgearbeitete Auflage mit »iGB in den Text 
gedruckten Figuren. 2. Bände, XXVI und 1094 S. Freiburg 1905. 
Herderseh« Verlagabnehhandlong. Geheftet 16,00 gebunden 17,60 JC. 

Das DresBolsche Lehibadi nimnit eine Mittelstellung ein zwischen den 
Lebrbüt^iem, die unmittelbar für die Hand des Schülers bestimmt sind, 
und den iiTnfnngreicheren Werken, wie z. B. Müller-Pouillet, Wüllner, 
Winkelmanu, Gray, Chwolson usw , die für spezielle wissenschaftliche 
Studien geschrieben sind. Da das Buch dem neuesten Stande der 
physikalischen Wissensehaft angepaßt und in allen seinen Teilen wissen» 
schafUich durchgebildet ist, kann man es als ein vorzügliche.s Wt^k für die 
Hand des Lehrers empfehlen, der seine Kenntnisse für die Zwecke der 
Schule vertiefen und sich mit dpn neuesten wi.'isi'n-r'haftiichen Ansichten 
vertraut machen will. Auch auf die praktischen Auwcudungen der Physik, 
anf die Technik ist yielfach Rflcksicht genommen. So wird s. 6. an einer 
eingehenden Durdilllbrung der Berechnung «ner Dynamomaschine die An- 
wendung der elektrischen Oesetzo auf die Technik gezeigt. Daß das Buch 
in erster Linie für die Hand des Lehrers geschrieben ist, geht daraus her- 
vor, daß am Schlüsse jedes Paragraphen die in der „Zeitschr. für den 
physikalischen und chemischen Unterricht*' enthaltene Literatur über den be- 
handelten Gegenstand angegeben ist Dadurch wird der Lehrer in den Stand 
gesetzt, für die Ausführung der Versuche sich leicht nBher zu infoxmieran. 
Das Buch kann in jeder Beziehung empfohlen werden. 

Homburg. E. Qbimsbhl. 
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Mandl, J. Eursgefaßtos Lehrbuch der Mathematik für Ingenieure. 
YIII u. :}27 S. Wim l'J(tG, Lehmann Ä. Wcutzel. Geb. 9,50 Jl. 

Der Verfasser, ein Uberstleutnant, schreibt: „Das vorliegende Buch ist 
aus dem Bedürfnisse hervorgegangen, jen«n tecbniscli gebildeten Offizieren, 
die eine höhere Ausbildung an der Kriegsschule oder an den Teehntscben 

Militilrfachkorsen anstreben, einen möglichst gedrängten Leitfaden für die 
Vorl)ereitung zur AufnahmsprOfung aus der höheren Mathematik an die 
Hand zu geben. Es enthält demgerailß in einer für das Selbststudium ge- 
eigneten Form den för diese AufnabmsprUfuug vom k. und k. Beichs- 
Kriegsministerium Torgesehriebenen Prnfungsstoff.** Und weiter: f,Tn seiner 
gegenwiirtigen Form enthält das Buch das /im» Verständnis von Vorlesungen 
über Inp'Tiifnrwis'ipnschfiftfn »n einor feihnisehen Hochs<'hnk' erfbrdf rliehe 
Minimum an Lehren aus il« )- holit-ren Matlu inntik n^bst einigen einleitenden 
Abschnitten aus der Elenautanuathcmatik, und kann daher als Hilfsbuch 
fUr studierende Ingenieure wie fttr Praktiker dieser Biehtung dienen/* 

Das Bueh dürfte seinen Zweck durchaus erfüllen. Nach Inhalt und 
Darstellnn«: macht es einen vorteilhaften Eindruck, 'lir durch eine große 
Zahl von ]5i ispiflen und Übungen noch verstärkt wird. Hin und wieder 
möchte man wohl an der Darstellung einiges geilndeil wissen. So, wenn 
der Verfosser die Ordinate eines Punktes auf dem üinheitskrelse sdilecht- 

* 

hin den Sinus, seine Abs^^isse schledithin den Koeinitt nennt. Die hier- 
durch verursachte Verwirrung wird durch die spätere Einführung derselben 

Funktionen al'^ ..Prnjektinti«fnktorfn" nicht völlig bespitigt. So, wenn vom 
Sinussatz zunüchst nur der erste Teil (« : sin « = /> : sin j3 = c : sin y) ge- 
bracht wird, der auf den Umkreis bezügliche Teil aber seltsamerweise erst 
einige Seiten spBter. Ein Exkurs in die analytische Geometrie des Punktes 
und der geraden Linie sowie Kapitel über den Funktions- und Grenzbegriff 
leiten über zur Diir.r« nti:tl- und Integralrt ihiniTig. Hier ist zu bcni'-rkfn, 
daß sich für eiu'' Kititührung in die liitinitPSiTiialrechnunL' eniptclilt n 
dürtie, nach der Definition des Differeutiahiuolieut^^n mit dem Dilleren lial 
weiter zu operieren. Wenn übrigens der Verfasser bei dieser Gelegenheit 
erwähnt, daß die Ditferentialre« hnung fast gleichzeitig mit Leibniz und 
Newton auch von Fermat erdacht worden sei, so wird hier dem großen 
Franzosen eine Vaterschaft i^ngAstiiiid' ii , von der er splhpr nichts weiß. 
Hieran schließt sich diu analytische Geometrie der ebenen Kurven. Die 
Kegelschnitte erfahren ausfllbrlicbe Bdiandlung, oud »war nicht bloß analj- 
tisch, auch elementargeometrisefa. Wie sehr dem Verfasser dieser Gegen* 
stand am Herzen liegt , zeigt die Verwendung der Affinitutsverwaaidtschaft 
li'u Koiisfruktion von Ki gt l^( linitten. Von transzeiidcutru Kurvon werdt^n 
die iogarilhmisohe, die KelU'n- und die VVahrscheinlichkeitslinie, die Zykloide 
und die Ivreiscvolvente abgehandelt. 

Zum Schlufi noch eines, was dem Referenten aufgefallen ist: die An- 
wendungen treten in diesem Textbuch für Ingenieiu-o stark in den Hinter- 
grund, nicht einmal Anwendungen auf einzelne Teile der Mechanik tauchen 
in den (Hjunffen auf. 

Alles in allem: das Buch ist recht gut durchgearbeitet und verdient 
Verbreitung« 

Berlin. E Jahkke. 
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Mfl11er>FoiiilletS Lehrbuch der Physik und Meteorologie. Zohnte 
umgearbeitete und vermehrte Auflage, bernnsgegebeu von L e o p. 1' l a ii n > 1 1 <• r. 
Uoter Mitwirkung von 0. Lummer- Breslau, A- Waßmuth-Graz, 
J. M. Per Hier «Wien, Karl Drncker-Leip/.Ig, W. Kaufmann -Bonn, 
A. Nippolt-Potadam. In vier Binden. Erster Band: Meti^onik und 
Akustik von Leop. Pfaundler. Erste Abteilung. 593 Fig. XVI und 
544 S. gl-, 8. Braunschweig 1907, Friedr. Viewcg und Sohn. Brosch. 7 M. 
r>i(- zehnte Auflage des altbekannten und crpsehätzten Werkes wird sich 
von der vongen Auflage wesentlich dadurch unterscheiden, daß die Neu- 
bearbeitung der einzelnen Teile der Physik von Terschiedenen bekannten 
Pbyvikem flbemommen ist Mit Recht hebt Leop. Pfaundler im Vorwort 
h- rvor, daß es einem einzelnen Mann kaum möglich ist, ein Werk von 
sololietn Umfan<re hr-'x dem stetiiren und nnnnfliürlichpn Anwachsen der physi- 
kalischen Wissens (hilft allein in soh h kurzer Zeit zu bearbeiten, daß nicht die 
ersten volleudeten Teile des Werkes schon veraltet sind, wenn der letzte Teil 
noeh in Arbeit ist. Schon bei der neunten Auflage hatte 0. Lummer die 
Optik mit Erfolg bearbeitet; so ist es selbstverstllndlich und anr Ii im Inte- 
resse des Lebrl)U('hf'S rrwünsclit, daß dieses nchiof in drnsclbrMi hcuilbrtrn 
Händen bleibt. Von diu ülirigen (4ebieten haben übernommen; W.Kautnuinn 
den Magnetismus und die ElektrizitHt, J. M. Pernter die Meteorologie, 
A. Nippolt den Erdmagnetismus, K. Drucker die phyaikalisoh-dMittischen 
Teile und A. Waßmuth die Wfameleitung und Thermodynamik. 

Der vorliegende erste Teil des ersten Bandes ist von L. Pfaundler 
wieder selbst bearbeitet. TVsprfindich bnttp H. v. Wild -Zürich die Neu- 
bearbeitung übernommen und auch schon einen Teil der Arbeit fertig, alä 
der Tod diese« Mannes die Vollendung des Manuskripts unmöglich unushte. 
Pfaundler hat nun den schon von Wild fertig gestellten Teil des 
Manuskripts mit benutst. Dadurch hat das erste Kapitel der Mechanik 
einen ganz besonderen Tharnkfer antrenommen es behandelt ausschließlich 
die Meßmethoden und Meßwerkzeuge für Lungen, Flachen, Volimiina, Winkel, 
Zeiten und Massen mit großer Ausführlichkeit und Grüudlichkeit auf über 
aehtsig Seiten. Die Er^nzung, die das Buch hierdurch erfiihren hat, kann 
man nur mit Freuden begrüßen; denn es ist im hohen Gnide erwünscht, 
daß jeder Physiker innerbnlb des Kahmens eines T,p1ii Inn ht-s Gelegt-nlu it 
findet, sich über die präzisen Meßmpf hddrn und Mrßwcrk/cnfje für die 
fundamentalen Größen der Physik zu informieren, denn nur wenige werden 
in der Lage sein, sich durch Spezialstudium von besonderen Werken auf 
diesen Gebieten Belelmmg zu verschaffen. 

Es lag kein Grund vor, in der Anlage der übrigen Kapitel wesent- 
liche Änderungen 7,u treffen, und es sind diese denn auch, abgesehen von 
Ergänzungen und Verbesserungen und abgesehen von der Aufnahme der neuesten 
irissenschafilichon Ergebnis^, im wesentlichen nnverSndert geblieben. Wie 
in den frflheren Auflagen, so sind audi in dieser Auflage schwierige mathe- 
matische Entwickinngen vermieden. Dadurch i.st da.s Werk nnrh vei-^t'lndlich 
geblieben für '^dlche Studif>rf^nd(\ die sich nicht auf Math^'iiiatik und Physik 
als Spezialstudium geworfen haben. Das Studium des Buches wird durch 
die gefällige und klare Sprache und durch die vorzüglich ausgef&hrten 
Figuren leicht yerstftndlieh. Ohne Voraussetzung irgend welcher schon vor- 
handenen Eenntnisse werden auch die elementarsten Sftiie und die ein- 
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fachsttni Tn-trnmpnte Tintl Apparate beschrieben, p-ewiß nicht mm Schaden 
des Buches. Die scklicbte Darstellung der schwierigeren Gebiete ermöglicht 
es auch dem Physiker, sich ohne große Mühe rasch AnfsehlnB zu Ter> 
Bdiaffen ftber DiDge, die seiDem Spemabtudiiim ferner Uegen, wenn er üirer 
itt ixgend einem Zweek rawdi bedar£ 

Hornburg. S. Gbouehl. 

Baehmami , F. Z aMentheorie Tett V; Allgemeine Arittunetikder gahlen- 
k&cper. XXn u. 548 S. Leipiig 1905, B. 6. Teubner. Geh. A 16, geb. J^ll. 

Von semer ,,GesamtdarstelIung der Zalilentheorie in ihren Hauptteilen** 
l*ßt der Verfasser hier außer der Keihe den fiinften Teil .^Allgemeine 
Arithmetik der Zahlenkörjxr'" erscheinen, weil augenblicklich dies Gebiet 
der Zahlentheorie das aktuellste Interesse darbietet Das Buch ist dem 
'Altmeister der Zahlentiworie, Richard Dedekind, gewidmet Diese Wid- 
mung kennzeichnet sogleich dea Inbalt des Buches, denn es Bind hanptr 
sächlich die Dedekindsohen ÜDtwioklttiigen und Ansehaunngen, die in dem 
Werke zur Geltung kommen. 

Es ist die Absicht des Verfassers, alles das, was uiau Uber den all- 
gemeinen endlichen algebraischen Zahlkörper weiB, darzustellen, alle Unter- 
sadmngeo Aber spezielle ZshlkSrper dagegen einem spStwNi Bande ▼onra« 
behalten. Die allgemeine Theorie läßt sich, soweit sie hier zur Darstellung 
gelangt ist, in drei ^T^^ßpre Ahselinitte teilen: Theorie der Ideale, der Dis- 
kriminanten und der Einheiten. Von don zwf5lf Kapiteln des vorliegenden 
Werkes sind das 4. bis 6. und das und 10. im wesentlichen der 
Theorie der Ideale gewidmet, nachdem in drei eixdeitenden Kapiteln von 
zum Teil algebraischer Natur der allgemeine Begriff des algebraischen Zahl- 
körpers, die Dedekindsehen Moilnln und die hfiheren Kongruenzen behandelt 
sind. Die fundamentale Tatsache der Ideaitheurie , daß nach Ilinzufügung 
der Ideale zu den Kürperzahlen in dem erweiterten Gebiete eindeutige Zer- 
legung in Frimfaktoren herrscht, wird in bekannter Weise auf den „Kern- 
sats** «nrttckgefOlirt, daß jedes Ideal durch Multiplikation mit einem ge- 
eigneten anderen Ideal in ein Haupüdeal, d. h. eine Körperzahl, verwandelt 
worden kann. Für diesen Kernsatz werden mehrere Beweise gegeben, zwei 
im Anschluß an Dedekind, ein Beweis von Hurwitz und in einem 
späteren Kapitel ein Beweis von Hilbert, der den Galoisschen Zahl- 
körper zu HUfe nimmt. Besonders hingewiesen sei auf den Beweis von 
Hurwitz, der mit Hilfe eines dem Euklidischen Algorithmus analo|{en 
Verfahrens die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen erschließt und von 
hier aus den Kernsat/ gewinnt. Dieser Beweis ist nicht nur wp^en der 
erwähnten Aualugit» bemerkenswert, sondern auch deshalb, weil hier der 
Kemsats gleich in der sdiftrferen Form berattskommt, da0 es von jedem 
Ideal eine Potenz gibt, die Hauptideal ist Daraus läßt sich dann ohne 
weiteres schließen, daß man an Stelle der Ideal'' dnrcliaii.s wirkliche alpo- 
braisohe Zahlen .setzen kann, die nur nicht dem betrachteten Kationalitiits- 
bereich angehören. Gerade im Hinl)lick auf die gegenwärtige Entwicklung 
der Theorie ist es aber fOr den Leser von Wuditigkcit, diesen Oedanken- 
gang klar zu erfossen. 

Das 7. Kapitel ist den Diskrlminanten gewidmet, das 8. der Dirichlet- 
sehen Einheitentheorie. Im 7. Kapitel werden auch die Kronecker- 
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Henselschen Entwickelungen herangeyogpn , bf>i denen neben den Zahlen 
noch Unbestinunte, also Formen, benutzt werden. Der Verfasser hatte ur- 
sprünglich die Abflü^tf die Dedekindsche und Krön eck ersehe Theorie 
der Ideale nebMieinand^ damistellen, hat aber diese Absieht fallen lassen, 
tiin den Umfang seines Werkes nicht allsosehr wachsen /.u lassen. Der 
Referent kann darin dem Verfasser nur zustimmen ; nicht » brnso nnbcdincrf 
kaun er es aber gutheißen, daß auch ilie (.iitt«>rtheorit3 ganz mit Still- 
schweigen übergangen ist, weil durch Hinzuziehung derselben manchem 
Leser der Zugang zur Theorie doch vielleidit erleichtert w&re. Denn so^ 
wohl die Theorie der Ideale wie die der Einheiten gewinnt dadurch an 
Anschaulichkeit, und an die Ift/te hätte sich nnge^wnngpn d:«^ Thporio der 
periodischen Approximationsprozesse tiii" molirero algehraisrlie Zahlen an- 
geschlossen, welche die Verallgemeinerung der gewöhnlichen Kettenbruch- 
entwiddung bilden. Die Theorie dieser Prozesse gehOrt aber sieher an 
einer aUgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen, denn ihre Periodizität 
ist eine allgemeine und gleichzeitig charakteristische Eigenschaft derselben. 

Das letzte Kapitel des Wcrkos gibt im engen Anschluß an Hilbert 
die Theorie des Galoisschen Zahlkörpers, scheinbar im Widerspruch mit 
der aUgemeinen Tendern des Werkes, Äer — ^^'^ durokaos berechtigt, 
, denn ckr Galoisscfae Eüfirper kann nicht als spezieller KOiper angefaßt 
werden. In einem Anhwng endlich wird ein kurzer Abriß der Hensel- 
schen Untersuchungen, die sich auf die Rcihenentwickluny der aljjf'brai sehen 
Zahlen beziehen, gegeben, hauptsächlich um die Lehre von den Diskrimi- 
uanteuteiieni zu vervolistüuüigen. 

Zusammentiusend kann man sagen, dafi die Darstellung, die der Ver- 
fasser von den Grandlagen der allgemeinen Arithmetik der ZahlkOrper ge- 
geben hat, klar geschrieben uud leicht lesbnr ist, so daß da^ vorliegende 
Werk jedem, der tiefer in dies zukutiftreiche Gebiet eindringen will, nur 
angelegentlich empfohlen werden kann. 

Bonn. Pu. Fuutwangleu. 



Mayer, I. W. und Gzap, £, Die praktische Wartung der Dampfkessel 
und DampfünaBChinen. Dritte Auflage. IV, 191 & mit 216 Abb. 
Leipzig 1906, B. G. Tenbner. Geb. A 3,50, geb. M 4,30. 

Das Badi soll ein Lehrbacb sein fOr Dampfkettel* und Dampf- 

maschinenwärtcr sowie für Fahrikbeamte ohne technische Vorbildung. Der 

Inhalt ist ein sehr reicher, denn er iinifußt so zieinli'^h alles, was beim 
Dampfkessel- und Dampfmaschinenbetriebe von Wichtigkeit ist. Ich Hirchte 
sogai-, daß m einigen Abschnitten mit Rücksicht auf die Kreise, für welche 
das Bwdi bestimmt ist, m weit gegangm ist, nntor anderem beim Kapitel 
der Steuerungen. Die Abbildungen lassen zum Teil an Deutlichkeit zu 
wünschen übrig. Ich bezweifele z. B., daß einem Maschinenwärter oder 
einem Fabrikbeamten ohne technische Vorl»ildung die Wirkunr: der auf 
S. 67 abgebildeten Moorepumpe, selbst an Hand der beigefügten Beschreibung 
klar weidan dürfte. Dem Bestreben, m5gHchst kons zn sein, sind offenbar 
etaige ErklSrungen zuznschreiben, die sum mindesten ungenau sind. So z. B. 
die auf S. 125 ausgesprochene Behauptung, daß die Expansion des gesattigten 
Dampfes nach dem Mari otteschen Gesetze erfolge, oder Ö. 1ü5 daß disr Zweck 
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des Keceivers uur der sei, durch ZulUhruug von Wärme den D&mpf ex- 
{HUisionBOliiger vbl i&Achen, usw. Lb aUgemdiifiii wird das Bach thw den 
Kreisen f für die es bestimmt ist, namentlich In anbetracht seines billigen 

Flreisfs sich^idi sein willkommen sein, was ja auch sdion auS der Not* 
wendigkeit einer dritten Auflage hervoigehen dürfte. 

Grunewald. B. Vatbb. 

KrailKe, If. Hasohinenelemente. 211 S. Mit 305 Abb. Berlin 1905, 

Julius Springer. Proi- f,nb. Jf ö. 

Das Buch ist ein Leitfaden liir iierecliaung und Bau der Maschineu- 
elemento und zuuüchät äls Lehrbuch filr technische Mittelschulen gedacht 
Der Verfasser war dabei bestrebt, ein kiirzgeiaBtes, wohlfeiles Bneh za 
schaffen, welches die ;ill',n meinen Gesichtspunkte enthält, von denen man 
beim Entwurf und ilcr HjM-sfelluii<j der .Masrliimiii>W'nM-!i* i uM'^zucrelifn hat. 
und wpIoIips die liaupliornieln zur Berechnung dieser K1»iii<ihl' /.u>:iii)mti\- 
fuüt Man kann diesem Bestreben nui* gut heißen und iiiuU zugesteheu, dali 
Verfasser sein Ziel erreicht hat. Denn trot» des kn:i{>p<>n ümfanges und 
dfs, namentlich in anbetracht der sehr hftbschen Ausstattung, wirkKch 
billigen Preises, enthält das Buch die (irundzüge für die Berechnung aller 
wichtigen Maschin«»?itpilH. Dnrfb dip znblreichen Aneahen der zur Reroch- 
uuDg notwendigen Koetiizienteu, durch die bei allen wicliügeren Abschnitten 
cingefQgten Rechenbeispiele und nicht zuletzt durch die grofie Zahl ein- 
facher, aber im allgemeinen recht klarer Abbildungen wird das Buch vielen 
willkommen sein, die sich des hoben Preises oder der beschränkten Zeit 
v/pfTon in dn> Studium ausführlicher Werke, wie s. B. des von Bach, nicht 
vertieten können. 

Grunewald. B. Vateu. 

Fischer, 0. Theoretische Grundlagen für eine Mechanik der lebenden 

Körper. Mit '-iiczipllon Auw'endTni<;ri"n auf den Monsrlipn sowie auf 
billige Beweguugsvorgani.'«' nn Masrliiiien in mitgürhsl t leineiiturer und 
ajiüchaulicher Weise dargeaiellt. Mit G7 in den Text gedruckten Figuren 
und 4 Tafeln. Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. X u. 372 8. 
Preis gebunden tS, 14. — , 

Wer wie der Verfasser seit mehr als zwanzig Jahren auf einem Spe/.ial- 
g<(bi«>te tätig gewesen ist. d» r wir ! mit berechtigtem Stolze IMf kblick über 
das Erreichte halten. Wenn er noch dazu als erster und einziger Pionier 
die Grundlagen dieser Wissenschaft sich erst schaffen muLite, so wird er 
durch WoiterverbreituDg der geschaffenen Metboden andere zur Bearbeitung 
von Einzelfragcn anzuregen und sie mit dem nötigen Bilstzeug zu vei*sehen 
gern bereit .sein. Aus diesen Erwägungen besonders ist die Entstehung des 
vorlieirenden Buches zu erklären, und wir möcbt«ii gleich hier sagen, daß 
es .seinen Zweck sicherlich voll erreicht hat. Es wird — so zweifeln wir 
nicht — in weiten Kreisen Interesse £&r die Mechanik der Oelenkqrsteme 
erwecken und sowohl dem Techniker, der die Bewegongsvorg&nge an Ma- 
schinen studiert, als auch dem Mediziner, der >]< h die Mechanik von Gelenk- 
verbindungen am menschlichen K'Jirper rn fn arinHi n vornimmt, die theo- 
retischen Gruudlageu und die Methode der Forschung ^n die Uaud geben. 
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Für «len Matbematikor — das sagt der Vertasser selbst — bätte eine viel 
kfirzere Darstellung genügt. Hedurfte es für diesen überhaupt einer solr'iien 
AiikitungV Sind nicht die „tbeoretiscbeu Uinindlageu^^ auch iÜr dieses 
Spe/.ialgebtet in Lagraiiges anal^üscher Mechanik enthalten? Oewift, wer 
aber die Mflheate kennt, die selbst die Bairstellung der Theorie der einfach- 
sten Gelenkverbindung verursacht — das Problem von Glocke und Klöppel 
und (bis des IViidels mit kardanisrber Aufbüngung sind tviii^clic Beispieb» 
- wird die Vorteile zu schützen wissen, die die vom Verfasser eingelührten 
j^eduzierti'n Systeme*^ liefern. Wie einfach gestalten sich die Differential- 
gleichungen far die dreigliedrigen ebenen Gelenkketten, von denen aus- 
gegangen wird, bei K r 'Tibrung der „Hauptpunkte** und „Hauptstrecken", 
diV in f infachen, durch Addition von Vektoren zu erhaltenden Beziehungen 
zu den Schwerpunkten des Oanzen und der Teilsy<;teme stoben. Die 
Gleichungen werden aus der zweiten Lagrangeschen Form gewonnen, sie er- 
fahren aber sodann noch eine ganz elementare, nur von den einfachsten 
Definitionen der Kräfte (icbraucb mut hi iule, dabei durchaus elegante Her- 
leitung, die auch den in die Prinzipien der höheren Analysis nicht eingeweihten 
Medizinern vf'rst!lndli<b sein muß. Aus pflda^rttirisclien (Jriindfn wird dieses 
spezielle und sodann das zweigliedrige räumliche bysiem vorausgeschickt, 
während die allgemeine ebene n-gliedrige Kette und die xttumliehe aUgemeine 
sodann ansfOhrlicher behandelt werden. Auch dem Mathematiker wird dieses 
Aufsteigen vom Besondem zum Allgemeinen bei den immerhin nicht leicht 
zu übersehenden allgemeiin ii (Jleitbungon erwünscht sein. 

Im folgenden speziellen Teile werden diejenigen Aufgaben behandelt, 
für welche die Theorie entworfen wurde, und die der Verfasser iu einer 
grofien Zahl von Abhandlungen der k. sAehs. Ak. bearbeitet hat. Nur 
über eine spezielle Verwendung der Gleit bun^n n Imben wir (dieses Archiv 
(3) 9, 06 f.) berichtet. Hier war durch eine Art klueniatoüraphischer 
Aufnalinien dc^" menschlichen Ganges die lVföj?li(bk"it i/f^'cben, in den 
Gleichungen alle Kräfte graphisch zu bestimmun uua die einzig noch un- 
bekannten Huskelkrftfke abzuleiten. Die Vorteile der Theorie haben sich 
hier durch das schöne Ergebnis gezeigt, daß jene es sind, die den Gang 
df's Mt'usi hen viel stärker beeinÜussen, als die Schwerkraft. Indessen sind 
die physiologischen Aufgaben viel niannifrfaltigf^r. Es werden eine Anzahl 
von solchen, die die Statik und Kmetik der Muskeln betretien, zur vöUigeu 
Lösung gebracht, so daß z. B. die zur Gleiehgewiehtsstellung des Armes 
unter dem Einflüsse der Sdiwerkraft und eines Unterarmbeugers gehdrigen 
Koordinaten fabuliert und danach die.s< SfrHun>,H>ii /«iclmerisch wiedov 
gegeben und die durch Kontraktion eines Muskt'ls entstellenden Bewegungen 
wenigstens iu ihrem Beginn in glticbtr Weise klargestellt werden. Dieses 
auch in exakter Weise für den ganzen Verlauf einer Bewegung zu voU- 
Iningen, gelingt im allgemeinen nicht wegen der meist unfiberwindlichen 
Schwierigkeiten, welche .sich der Integration der Ditferentialgleichungen ent- 
gegenstellen. Nur im bLsomb iti Falle ist dur*b die h'ivr möglichen Ver- 
nachlä-ssiguDgen die Intc-^^ration muglieh gemacht, und damit die durch einrn 
Muskel für sich allein erzeugte Bewegung ermittelt. Aber die Wahrschein- 
lichkeit spricht nicht dafür, dafi bei mner Bewegung fiberhaupt je nur ein 
Muskel tätig ist, so daß gerade hier sehr viel dankbare Arbeit flbrig bleibt, 
durch die es gilt, die Komplikationen in Summationen einfacher Fille aufisnlösen. 
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Zum J^flilusso zfi;jt dor Verfasser, welchen Nutzen dio TprliniV ans 
den in dtm Buche eingeführten Begrifff^n 'ziehen knnn, indem or da? ProMoni 
der Schubkurbelbewegung behandelt uud dabei die wichtige irage des 
Maasenaiugleiches wenigstens berfibit, die durch modern« Untersuc^imgea 
in den Vordergrund des Interesses gerttekt ist Den ScMuß hildet die Be- 
handlung des Pendels, das mit seiner Linse rfelfnki^ verbunden ist Die 
Schnelliglrpit, mit der man hier zum Hinsrhreiljen dt>r HHwe^'ungsgleiclmng'en 
gelangt, lassen in der Tat die „theoretischen'^ Grundlagen äußerst ^raktiscii 
und ihre Verbreitiiiig als sehr empfehlenswert erschemen. Ein aidrfUirlielicB 
Register erleiehtert den Gebrauch des auch sonst recht übeniditiicben BodieB. 

Charlotteabug. H. Samtsr. 



T. Nemnayer, Anloitong sa wimteoatSbataUtlMi Boobaoihtimgeii auf 

Belsen. Untor Ifitwiikung zahlreicher Gelehrter herausgegehen. In 
•/^v.'i BEindrn. Dritt« Auflage. XXIV u. 844 8. XV tt, 880 S. 
Mannover 190G, Max Jänecke. Preis M 49. 
Rechtzeitig zum neburtst4ige des hochverdienteu Ilerausgt'bcrs ist 
die dritte Auflage des in dieser Vollständigkeit uud Zuverlässigkeit einzig 
in der WeltUteratm* dastehenden omfimenden Werkes erschienen. Wenn 
in den 18 Jahren, seitdem die zweite Auflage die IVesse Terlassen hat. so 
mancher weiße Fleck auf den Erdkarten sich gefüllt hat, manches Licht 
über die Natur fernlie^rendcr Länder und Meere ausgegossen wurde, die Er- 
forschung menschlicher Öpravlien, Gewohnheiten, Einrichtungen uns er- 
schlossen wurde, wenn flberhaupt die Betailforschnng auf allen Grefaieten der 
Erkenntnis sich Aber die Welt verbreitet hat, so hat dieses Buch eanen 
wesentlichen Anteil daran. Die eingehende „Anleitung'' ist die notwendige 
Voraussetzung für das Gelingen jeder Forschung, sie kilrzt die Vorberpifung, 
sie verhindert son^t sn bänfipe Mißrrfnlpre. Demnach ist das Buch jedem 
ForschungsreiseuUeu im wahren Sinne des Wortes unentbehrlich. Damit ist 
firailich die Bedeutung des Bttches keinesw^ ersohdpft Andi demjenigen, 
der sich etwa über die GrundzQge der Pflanzengeographie, oder Uber die 
laudwirtscliartlicliea Kulturgpwächse naher und femer Zonnn mit leichter 
Mühe gute Kenntnisse schaifeu will, dem, der diese Kinntnisse seinen 
Schülern zu ühermitteln hat, dem, der in der Heimat sich — sagen wir — - 
die Erforschung des Lebens in einem Binnensee zum Ziele steckt, kann die 
Lektüre des betreffenden Abschnittes in diesem Buche nicht dringend genug 
empfohlen werden. Wer — wie der Referent — diesem Buche weiteste 
Verbrcittmff wüiisrht, der ist sich zu^deich hewußt, daß or die Aurej^ung 
zu dankbarer Spe^ialforschung in die weitesten Kreise der Studierten und 
Laien trägt, eine Anregung, die fGür den Ausbau der Wissenschaft, die ja 
heute auf immer ausgedehntere Einielbeobaehtongen angewiesen ist, nur 
yorteilhaft werden kann. 

Die Namen der Mitarbeiter dieser neuen Auflage hfircren dafür, daß 
die in den letzten 18 Jahren gemachten Fortschritte der Wissenschaft und 
der Forschungstechnik die gebührende Berücksichtigung erlaliren haben. Daß 
ganz neue Methoden eine eingehrade Besprechung erfahren, nimmt bei der 
Umsicht des ewig jungen Herausgebers nicht wunder. F^o liat 8. Finster- 
walder einen Beitrag über „die Pbotogrammetrie als Hilf^ttel der Ge- 
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liindeaufnahme" geliefert als ErgSiuctliig der diesmal von P. Nagel bear- 
beiteten „Aufnaliine des lleiseweges und des rJeliiinles". Der geologisrlie 
Abschnitt stammt noch von dem Idlrzlich daiaingegangenen F. Frhr. von 
iiichtbofeu, dem bei der Korrektur dieser seiner letzten Arbeit die Feder 
entglitten ut Bist hat der Verbliebene nodi die aeueBten Ansicbten Aber 
den Vulkanismufl berOeksichtigen kdnnen. Als neuer Bearbeiter der Srd- 
bebenbeobachtungcn ist G. Gerland eingetreten, der dieselben etwM anders 
beleuchtet, scliarf und klar naeh den internationalen Vereinbarungen auf- 
faßt und die Fragen, die iür die Lösung der verschiedenen Probltiuie zu 
beantworten sind, einheitlich und streng gliedert. Die erdmagnetiscbe For- 
aehung wurde in awei Terschiedenen Abschnitten behandelt, nämlich je nach- 
dem sie an Land oder an Bord geübt wird. Für die Landbeobachtungen 
wurde auf die Frage des Eintliisses der geologischen Formation in den Ver- 
lauf der erdmagnetiscbeu Kurven eingegangen, während iiir die Messungen 
an Bord deu neuesten Krtain ungen, insbesondere der deutschen Südpolar- 
ezpedition Beohnung getragen ward. Bei beiden Abschnitten finden wir 
eine sehr anregende Auseinandersetzung der Grundlagen und rechnerisch 
genau durchgeführte Beispiele. Auch der Neubearbeitung der Ebbe- und 
Flntcrscbeinungen, bei der die neueren Forschungen von G. H. Darwin u. a. 
berücksichtigt und auf die Behandlung der harmonischen Analyse gebührend 
eingegangen wird, steht anf dem neuesten Standpudkta, wie der ytahw- 
gehende^ die nautischen Vermessungen . behandelnde. Der Abschnitt Aber 
die Meeresforsdaiing ist den geltenden internationalen Vereinbarungen ent- 
sprechend umgparbcitet, und die dem ersten Bande beigegebene Karte der 
Meeresströmungen xeigt, wie keine andere irgendwo, bis zu welchem Punkte 
dieser Zweig der Forschung gediehen ist Zu den älteren Wetterbeobach- 
tungen, die wieder durch ^e bewährte Feder J. Hanns geschildert werden, 
tritt eine Ergänzung durch die an Bord vorzunehmenden Aufzeichnungen 
einerspits, sowie durch die neueste TJeolmehtungsteehaik in Form von 
Drachenaufstiegen, die W. Kiippen ausführlich darstellt. Aus der be- 
währten Feder von J. Plaümann stammt die diesmalige Bearbeitung der 
mit freiem Auge und mit einfachen Instrumenten anzustellenden astronomi- 
schen Beobachtungen, welche den in den letsten Jahren gerade unter der 
Teilnahme dieses Mitarbeiters gemachten großen Fortschritten gerecht wird. 

Die Schwierigkeiten, welche sich den für koloniale Zwecke so besonders 
wichtigen hydrotechnischen Untersuchungen entgegenstellen, werden den- 
jenigen, die das von t. Lorenz-Libnrnau bearbeitete Kapitel, das die 
Omk^ffinsipien, nach denen hier verfahren werden soll, wenn auch in ganz 
allgemeiner Weise auseinandersetzt, gelesen haben, sehr viel geringer er- 
scheinen. Den Schluß des ersten Bandes machen einige aktuelle „Winke 
über die Ausführung und Ausrüstung für Forsehnngsreisen" von G. Wis- 
licenus, die dazu beitragen werden, manche vergebliche Mühe ersparen 
und den Beisenden zu schfltsen und zu schonen. Ja einem Anhange ist 
den maritimen, meteorologischen und hydrographischen Arbeiten, die dem 
Beisenden empfohlen werden können, ein ansehnlichtr Kaum gewidmet, be- 
sonders wird durch einen Plan, der die Metlioden der Aufnahme und die Be- 
zeichnungen der kaiserlichen Marine enthält, die Anordnung der zu machenden 
Au&ekhnungen Uar beleuiditei In einem andern Anhange wird nodi zu 
Erhebungen Aber die gewaltigen Elimaverftnderungen angra^, die in geo- 

Anaow dw lUihwtttilc Pliyilk. QLBailw. XXL 18 
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logischen Zeitepochen eingetreten sind. Eine Reihe anderer Ergänzungen, 
Erörtpnmgen und Tafeln macht den Schluß diese?; ersten Bandes aus, der 
für die Leser dieser Zeitschrift das gröiiere Interesse haben wird. Dafi 
»ueh der iwaita Bftnd eine Tfllle toii iMlehnMidan, iimgiendeiii Uatemle 
für Forscher und Luen eafh&lt, deuteten wir edion ml Wir flkohten aber, 
mit einem weitem Eingehen die una angewiesenen Grenzen zn flbetschzeiten. 

Gharlottenbntg. H. Samtbb. 

Fleming, J. A. Elektrische WeUen-Telegraphie. Deutsch von E. Asch- 
kinaß. Mit 53 Abb. VIII, 185 S. gr. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
Geh. JC 4.20, geb. M 5.—. 

Das Tttdiegende Book nmfafit vier Vorlesungen, welche der Yezfiuaer 
als „Gantor-Leetares'* 1908 vor der Society of Axts sn London gehalten 
hat. Wenn wir nnn auch bereits zahlreiche Bflcher über drahtlose Tele- 
gTHplne besitzen — ifh nenne nur das ausgezeichnete Werk von I^iL'hi- 
Dessau — , ao wird sich meiner Meinung nach doch auch das vorliegende 
sicher zahlreiche Freunde erwerben, wegen seiner besondem Eigenart. Sie 
ist begründet, wie der Obmrsetzer mit Beoht henrorhebt, in der innigen Ver- 
schmelzung und gleichmlißigen Beherrschung von Theorie und Praxis; und 
gerade die Ict/tere kaun dem physikaliscVien T.e.sorpublikum nur erwiiüscht 
sein. Aber aurh die theoretischen Darlegungen sind überaus durchsichtig und 
elegant, so daß der Lehrende manche Anregung in dieser Hinsicht haben wird. 
Hinzugefügt sei, daß die Übersetzung tadellos ist. Man braudit demnach kein 
Plrophet zu sein, wenn man dem Buch eine weite Verbreitung voraussagt. - 

Breslau. Clbm, Schaefss. 

Lorentz, H. A. Abhandlungen übor theoretische Physik. I. Band. Erste 
Lieferung. Mit 8 Fig. 298 Ö. Leipzig 1 906, B.G. Teubner. Geh.JiflO.— . 

Es ist aufs freudigste zu begrüßen, daii dm Verlagshandiung B. G. 
Teubner es nntemommen hat, die wiasenschafOicben Arbeiten Lorentz' 
gesammelt herauszugeben. Denn unter diesen Ahhwdlungen be&ndet sich 
kaum eine, die nicht nachhaltigen Einfluß aaf 'die Entwicklung der Wissen- 
schaft gehabt hatte. Dies gilt nicht nur von den augenblicklich im Voi*der- 
grunde des Interesses stehenden Arbeiten über die Elektronentheorie, sondern 
auch von den in der vorliegenden Lieferung vereinigten Abhandlungen aus 
dem Gebiete der Meehanik, der Thermodynamik und der kinetischen Theorie 
dmr Gase. £s sind im ganzen elf Abhandlungen in der vorliegenden 
Lieferung enthalten. Es sei gestattet, wenigstens auf zwei derselben auf- 
merksam zu machen. Die erste von diesen ist n^u. njlmlich ein Teil »'iner 
Voriesuug des Verfassers, und iühit den Titel: „Über den zweiten Haupt- 
satz der Thermodjnmmik und dessen Beziehung zu den Molekulartheorien.'* 
Die große Tragweite und Fruchtbarkeit dieser Zusammenhänge hat sich 
erst kürzlich witdf^r in den IManckschen Untersuchungen über das Strah- 
lungsgesetz des schwarzen Körpers gezeigt. Die andere, betitelt „Über das 
Gleichgewicht der lebendigen Kraft unter Gasmolekülen", beschäftigt sich 
mit den Untersuchungen Boltzmanns über das Maxwellsche Verteilungs- 
geiett. Ihie Bedeutung ist zu bekannt, als daß hin* mehr als ein Hinweis 
daranf gegeben zu werden brauchte. 
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Es ist zu hoffen, daß die Fortsetzung des Werkes nicht allzu lange 
anf sich wartpti lassen wir«!. Für den Physiker ist es unentbehrlich, der 
Inhalt wird aber auch gewiß jeden Mathematiker iuteressiorou. 

Breslau. Clem. ^chaefeb. 



£bner, F. Leitfaden der teohnisoh wichtigen Kurven. VIII, 197 ö. 
8«. Mit 93 Fig. Leipzig 1906, B. (i. Teubner. (ieh M 4 —. 

Das vorliegende Buch will einerseits das große Werk von Luria er- 
gebnen, insboBondere in bezog auf die KoppeHnurren jeder Gattung, und es 
soll andveneits ^dem mathematischen Unterricht an tec^ischen Mittel- 

schnlfln ein weites und fruchtbares Gebiet der Anwendungen erschließen, 
das bisher aus Mangel au einer zusammenhängender Darstellung fast ganz 
vernacblässigt werden mußte*\ Beide Absichten, das wollen wir vorweg 
sagen, erHdfdit der Terfiuser ▼oUkommen. Fretlicb miiBte infolge der 
zweiten Absiebt manches elementarer daigeitollt werden, als es fttr die erste 
Absicht gut war. Wir glan! r aber, daß der Verfasser, nadidem einmal 
beide Zwecke verfolgt wurden, den richtigen Mittelweg eingeschlagen hat. 

Das Buch enthält zunächst einen kleinen Exkurs über die zykloidale 
Ellipsenerzeugung, sodann ein Kapitel Über die Schubkurbelbewegung und 
du groBes Kapitel Uber die Drsistabbewegung, bez. die Koppelkurve. Die 
Behandlung ist analytisch und sehr dnrehsidltig. Überall sind auch die 
betreffenden Polbahnen in Betracht gezogen. Die Einhüllenden der Stäbe 
sind ja wohl technisch nicht wichtig, vielleicht hätte aber doch die Astroide 
bei der elliptischen Bewegung erwäbut werden kuunen. Die Koppelkurvcn 
sind för die Tersehieden«! Getriebe bis ins einiebie übersiditlidh diskutiert 
und viele f%lle mit anschaulichen Figuren belegt. So exakt sind aber die 
Figuren doch nicht, daß sie der Verfasser im Vorwort selbst hätte loben mü.sseQ. 
Wir erwähnen folgendes. Fig. 4 dürfte außerhalb li^ keine Wende- 
punkte mehr haben; Fig. 5 müßte in B^^ wie Fig. 7G (S. 139) die j^- Achse 
zur Wendetangente haben; in Fig. 10 Begt C lumötigerfreise gerade auf 
dem Kreis; die Kurven der Figuren 16 a, 16 b n. 69 haben dentliehe Ecken 
statt nur scharfgekrümmte Stellen; in F^. 37 und 29 und bes. in Fig. 44 
ist der Mittelpunkt von AB sehr ungenau: in Fig. 69 soll C A' nm sich 
selbst verlängert den zweiten Zweig treffen — man muß e» aber um das 
1^ fache TsrlSngem. MerkwOrdig ist auch, daß anf S. 143/44 der Erfinder 
des Inversors durchweg Peaneellier statt Peancellier heiBi 

Es folgen noch zwei Kapitel, kurz und gut, eines über höhere Parabeln 
und Hyperbeln mit Einführung des Differentialquotienten und Integrals und 
ein letztes über die zyklischen Kurven im Anschluß an die Arbeit von 
Schilling im 44. Bd. der Zeitschr. Math. Phjs. Vielleicht trägt dieses 
IDfcpitel mit dazu bei, die einsig mögliche, schon seit mehr als SO Jahren 
bekannte Sinteflung der zyklischen Kurven in weiteren Kreisen Wurzel 
&8Sen zu lassen. Erwülint sei nur noch, daß in Fig. 93 die Ziffern I', 
II', ni' fehlen. Auch hätte angegeben werden küuuen, daß die >stern- 
törmigen Trochoiden« (S. 186) schon seit Guido Grandi »ßhodonecn 
(Bosenkurren)! heiilen. 

Speyer. H, Wiklwthbb. 

1»* 
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1. Angaben and Lftlirsätse. LöBungeiL 
A« Anl^Kta HB« Lelirtltee* 

186* Für y als reefatwinUige Koordinaten eines Punlctes in der 

Ebene möge ein nicbt xerfalLender Kegelschnitt durch eine beliebige Gleichung 

2 (Jradt > in 7/ gegebrn sein. Dann sollen die Koordinaten .r, y eines 
K(';^'ilschniitimnkt<'s als r;il ioiiali' Funktionen (2. Grades, mit demselben 
Nenucij t'iiifs I'aianiPters dargestellt werden. 

Königsberg i. P. W. Fr. Mevch. 

187« Wenn man von einem Punkte eines Kegelsohnittes die vier 
Sebnittpunkte eines zweiten Kegelschnittes auf diesen projiziert, so erb&lt 

man rlic Sebnittpimktc eint-s dritten Kegelschnittes, welcher den ersten 
k'pgelsehnitt im Projektil mszentnnn berührt und in den Sobnittpiuikteu der 
anderen Polare dieses Punktes schneidet 

ilolzminden, G. Kobku. 

188* Die Summe der Quadrate der Binomialkoeffixienten der (j)*" Potens 

ist gleich * und die Summe 

'»+(or.V(i)rr)+(j)(V)+--f 

Für ein positives ganzes gerades n ist 

^■-^-(:)'+ur-(;)±--(-^>' 

nach Beweis dieser Gleitihung ist die Summe der positiven und die der 
negativen Glieder in S anztigeben nn«1 der Wert von S für ein beliebiges 
w, soweit die Keihe dafür konvergiert, aufzusuchen. 
Für positive ganze n und beliebige v ist: 

Die Reihe IftBt sich audi sununieren, wenn n eine negative ganze Zahl 
oder wenn r + " ^ine nicht-negative ganse Zahl ist 

Königsberg. Loms SaalscbOts. 
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B. Ldaufei. 

Zu 172 (Ba..ZI, S. 132) (H. Wieleitner). — Gegclu-n ist eine 
Bemoullischc Lrmmskate mit drr Achse AB ™ 2a und dem Mittrlpiinkte 
M. Eine beliebige parallel zur Adme gezogene Gtrade treffe die Kurve der 
Beihe nach in P,Q^Q\P ; durch die Punkte M, P, Q' wird der Kreis ge- 
legt desam JMitt^piiMXi^ X tf«t. Zu Minnmm isA der Ort wn X, «am die 
Barallcle zur Adue ihre Lafic ändert, und aus dem ErgfSbme acü eine em- 
fache Konstruktion der Lemniskate hergdritet werden. 

Erste Lösung: Man nehme MA zur Polarachse eines Polar- 
koordiiiatensjstems oder zur positiven x -Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und setze 

MP - 3fP' = rj , MQ ^ MQ' = , 
^AMF'--'BMF'^»i, ^AMQ = BMQ' ^ 9^. 

Aus jier Folarigleiobiing der Lemniskate r ^ aYcos 20- folgt sodann 

(I) rJ«*a'ooa3«^, f| — a^oosS^i 

und aoßeidein bestallt die Bedingung 

(EQ ain « an 4^^. 

Hieraua «AXHi man 

OOS 3d| sin* ^1 — 008 sin* , 

(cos 20^ — cot — ooa 3«!| — coa Sa-,) — 0. 

Der «rate Faktor auf der linken Seite der letaten Gleidrang beäeht sieh 
anf awei symmetrisch zur y-Achse li^^de Knrvenpiokte und kommt da- 
her nicht in Betracht; nüthin ist 

(m) cos 3^1 + coa 3^9 — 1. 

Weiter findai man ana 

OOS 2*4 - ^1 , cos 2*, = ^1 , rj -{- r| - a*, 

(IV) . :eo.*4^, -f^^ain**,^'*^-A 

cos*!., -^.ain**,-fi^. 

Es ist nun X der Durchschnittspunkt der Mittelsenkrechten von MP und 
MQ'. Die Qleiehnngen dieser Ifittelaonkrsdtten sind 

(V) « OOS *] + y sin I , — ar oos sin «— \r^ 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit üin ^j, die zweite mit 
nn 9, nnd subtrahiert, ao ergibt sich 

\x(taa 2*1 -f sin 2*,) -f y (sin'^j — sin**,) — j(r^ sin^i - sin^,) 

oder mit Rücksicht auf (II) und (IV) 

(VI) o»x(sin 2 ^1 4- sin 2 — y {i \ - r|) = 0. 

Quadriert man iemer die (üeichungon (V) und subtrahiert, so erhält man 
Ä*(oos**i — C08*«|) + «y(8in2 *i + ain2 d,) -H ^^«(sin**^ — sin'*,) — J (rj— r}) 
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■ 

oder 

(VII) (xl — rl)x' + 2a'xn{sm 2&i -j- »in i-'^s)— M — »'iXv* — {«'M — *>)• 
MultiplMert nan jetit (VI) mit — 2y imd addiert dazu (VII), so findet man 

Der erste Faktor auf der linken Seite dieser Gleichung ist im allgemeinen 
Ton Noll versehieden; mithin ist 

die Obichnng des gesuchten Ortes von Z. Dieser ist der Krös um M 

mit dem Badios |a]/2. 

Dieses Ergebnis f&hrt zu folgender einfachen Konstruktion der Lemnisr 

kate mit der Achse AB 2a: 

Man zeichne um den Mittelpunkt M von AB den Kreis mit dem 

Radius ^a^S, nehme auf ihm den Punkt X heliehig an, doch fo, daß 
-^ylMX^-iö" ist, und schlage um X den durch M gehenden Kreis. 
Die gemeinsame Sehne beider Kreise sei CD; sie geht änrith die Mitte E 
von MX. Das Ton X aus auf die Achse AB g^OIlte Lot treffe CD in 

F, und die durch F parallel zur Achse gezogene Gerade sehneide den Kreis 
X in ilf'ii Punkten >' und /. Dann liegen Y und Z auf der Lemniskate. 

Beweis: Da F die Mitte von YZ ist, so haben die Punkte ¥ und 
Z von der Geraden CD gleiche Entitiiiiung; mitbin i^t, wenn man von 1' 
und Z ans auf MX die Lote TB und Z8 ülUt, EB — ES, und weil E 
die Mitte Ton MX ist. 

Femer ist ^ ^^^^ ^ ^^^^ ^ ^^^^ 

= X r cos MX Y = MX • cos 2 BMZ-, 
XS== XZ- cos M XZ = MX . cos 2AMY\ 
XB + XS - JlfX » ^2(cos 2^iir r + cos i^BMZ), 
Daraus ergibt sich 

cos 2ÄMY 4 cos 2BMZ = 1, 

und diese Gleichung entspricht der Qleidinng (III)- Mithin sind Y und Z 
Punkte d' t Lemniskate. 

Preiudau. W. Steuemamk. 

Zweite LOsnng: Die Gleichung der Lemniskate ist: (se' + y')' 

— 2a* (x* — //') — 0 (Achse 2a'|/2). Man l.iingi die Kurve zum Schnitt 
mit der GeradMi ff •= konst. = ^ und er hüt für die Abszissen der Schnitt- 
punkte den Wert: « — ± Va* — yj ± a}/ö* — 4s{. Der Kreis ist also 
durch die drei Punkte: 

- -i- l/«^^^-«VV"^"4yi , yj , (ü, 0) 
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zu legen; hat sein Mittplpnnkt <^io Kooiilinateu a, ^, SO ist sein Badius 
■-ytt^-f and seine Gleichung bat die Form: 

»• — 2«x + y* — 2ßtf — 0. 

Damit kommen fttr « und ß die Gleidiimgen: 

woraos folgt: 

nun ist aber: 



folglich wird: 

Um die Gltichimg des Orts der Uittelpankte zn erhaltea, elimimeii 
man y^; es wird: y, ^^-^^ , ferner kommt: 

4«» = 2(a» - yj) - 2yi K^a» + yj - - + 4a*. 
Die Gleiolmng des Ortes ist also: 
(2) «• + /?-«•, 

die IGttelpunkte dieser Kreise liegen somit anf einem Kreis um den Mittel- 
punkt der Lemniskate, der durch die Brennpunkte geht. 

Aus (l) und (2) läßt sich nun eine Kotisfruktion der Kurve ableiten. 
Es seien A und 7? die gegebenen Brennpunkte, dann beschreibt man um 
die iMitte 0 von AB = 2a den Kreis mit liadius OÄ = a und errichtet 
auf ^£ in 0 das Lot Ferner macht man auf AB die Strecke OC — ay 2 
tmd «mcbtet in C auf OC das Lot h. (DiesM ist dann Scheiteltaagente 
der Lemniskate.) Sollen nun die Kurrenponkte auf einer Parallelen l zu 

AB in beliebigem Abstand ^aber <. ^Jj gefunden werden, so Terbindet man 

den Schnittpunkt D von 7 mid A mit 0, macht OC ^ OD DC und 
äeht im Abstände OJ?*-iOC' zu AB die Paxalleie, die den Kreis in 

F und schneidet. Um JP und F' beschreibt man die durch 0 gehenden 
Krmse, die auf l die 4 Kurvenpunkte ergeben. 

Schorndorf (Wfirttemberg). C. HorniABR. 

Dritte Losung: Subtrahiert man in der Lemniskatengleicbnng 
(Achse 2a), die man in die Form bringen kann 

(1) + y V + «*) - («* - 2»*)«' 

beiderseits 2a:'y V'y' + so erhält man nach Radizierung fllr x (bei kon- 
stantem y) die quadratische Gleichung 

(2) - y Vf ^-a^^xVa^- 2y* - 27vV -f^- 
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Wenn wir jede der beiden Quadratwurzeln mit doppeltem Zeichen nehmen, 
sind diM Tier quftdntMdw Gleiclmiigeii für se. Wit aelwii sim 

(3) l// + a»=2i]-j^ 

(4) Va* - 2y« - Syl/fM^» Va« - 4yi} - 2| ■ 

Dann wird aus (2): 

«* — 2|« + ^ — 2i?y — 0. 

Dies ist die (ikicbuiig eines Kreises durch den Ursprung mit dem Mittel- 
punkt (I, ij) und dem Radius | g- -j- rf. Wenn man aber ^3) und (4) 
qiiadriwrt und addiert, so ergibt deli 

(5) I' + 12« « jal 
Die Kr^isgleicbong lautet also: 

(6) (*-S)« + (sr-ij)*-i«*. 
Endlidi kommt noch aus (3) 

(7) + «"«), 

sodaß (l) durch (ö), {Jo) und ^7) ersetzt ist, Isun ist (5) der Kreis um 
den Ifitbdpimkt der Lemtugltato don^ itare Brennpuiilde. Auf dieiem 
Kreis Iftnft der Hittelpunlct des Heises (6), der denselben Radius hat, also 
durch den Mittelpunkt der Leraniskate geht. Die beiden weiteren Schnitt- 
punkte dieses Kreises mit der LfTTuiiskrito liegen auf f kontL Danus 
ergibt sidi diT Kreis (5) als der gesuchte Ort. 

Konstruktion: ÄÄ' sei die Achse der Lemniskate , 0 der Mittel- 
punkt, F und F' die Brennpunkte, B und B* die lüttelpunkte Ton OÄ 
bez. 0Ä\ Ist mm y — honst. — OJT gegebmi, w sdineide diese Parallele 
aur Aehse das in auf dieser er richtete Lot ia C, CB* die Ozdinateii' 

aehse in M. Dann ist MC = l + a'. Da OM^ly, orhalten wir 

sofort OQ' 7J, = l(y + >V = '^i = Ky -V.y' + f )• Die 

Achsenparallelen durch Q' und Q" schnoiilon den Krfis (5) in 0' und 
bez. in 0" und O". Das siud die Mittelpunkte der Kreise (6), die auf 
p « honst, die Lemniskatenpunkte ausschneiden, und zwar schneidet Kreis 
(0') diese Gerade in PuP«, dar Kreis (0^ in P«, P«, der Kieis (0") in 
P,,Pj und Kreis (0^ in Pg, P^. 

Im Texte der Au4'nlie wnliile es rlalior hpsser hoißen statt „nicht auf- 
einanderfolgende Schnittpunkte'': „nicht «ur Ordinatenachse symmetrische 
Punkte". 

Aussig (Böhmen). stud. math. Johiof Kiu u. 

Eine ähnliche Lösung ist von Herrn J. fiose (NiveUes, Belgien) ein- 
gelaufen. 

Vierte Lösung: Indem ich zum Teil die Bezeichnungsweise des Hsfm 

Stpcreraann und andrerseits die R* cliTmngen des Heim ('. Tloffmann bfnütze, 
will ich die Konstruktion iles Henti J^togemann etwas modifizieren. l<h 
verlängere noch XF bis zum Schnittpunkt G mit AB und dann XG um 
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sich selbst hi» zum anderen Schnittpunkte X' mit dem Kreis äber AB ■= 241» 
Dann ist 

Fx ■ FX' ^ (ß - ff,) iß 4- y,) K«' - y; + Ui V'ä^NTiri) . 

Dieser Ausdruck ist aber das Quadrat von 

d. h. die Punkte X', T, Z liegen ebenfalls anf einem Kreise mit dem 

Mittelpniiktr« (}. Die Konstruktion der Lemniskate lautet dann: Zeichne 
über AJl — 2a als Durchmesser den Kreis, ziehe irgend eine Sehne 
XX' J_ AB und über XX' als Durchmesser den Kreis, sodanu noch den 
HUI X (bes. X") mit dem Badins a, der den sweitea (Uber XX' 
geuiehneten) in F, Z sdmeidei Die Punkte T, Z beschreiben die Lemms- 
kate. F ist der Chordalpunkt der drei vsxr Konstruktion verwendet«! 
Kreise. A und B sind die Brennpunkte der Lemnislalc Ist AMX > 45', 
so siud die Punkte Y", Z nicht aufeinanderfolgend, wie ursprünglich ver- 
langt; ist aber <^ AMX < 45^, so folgen Z aufeinander, ohne zur 
Ordinatenaebse symmetriMh lu sein. Die EinsolirSnkmiig, die Herr Stege- 
mann gibt, darf nach der Bemerkung des Herrn J. Krug in Wegfall kommen« 
Gibt man dem Kreis um X (und X') den Radius h ^ <i, so ist das 
Erzeugnis der Punkte 5^, Z (F', Z') eine Kurve 8. Qrdg., die man sich 
leicht zeichnet. Sie hat die Gleichung 

widcbe für 6 » a offensiditlich in das Quadrat der Lmmniekatengleioliung 

übergeht. 

Man sehe femer die zwei Antworten, die auf eine Anfrage des Unter- 
zeichneten im IntermM. des math. 13, 1906, 8. 165 — 168 ▼Oll den Swren 
E. Malo nnd H. Broeard einliefen, sowie eine dritte von Y. fietali 

(ebd. S. 253). 

Die Anregung den allgemeineren Ort \\^ xu untersuchen, erhielt der 
Aufgabenstcller von Herrn stud. math. H. Wittmann. Daraus ergab sich 
die in Bede stehende Eigenschaft und Konstruktion der Bernoullischen 
Lemniskate. 

Speyer. H. WnsLBnnnsB. 

Eine weiteiv von Herrn stud. math. A. Wieferich (Mfinster) ein- 
gesandte Losung ist im analytischen Teil der Lösung des Herrn G. Hoffmann 
ähnlich und gibt die Konstaruktion von Herrn Stegemann. Bed. 

Zu 173 (Bd. XT, 132 ) (G. Koher). — Wrräcn <He Ecken rinrs Drci- 
erfcs mit cintm vierten IHmkte sdmr Ebme verbunden, so lirt/oi die drei 
Pii»A/c, in denen die Jmrmonisch eugeordneien Eckenstrcüilen die gt^mäher* 
Ueffendm Seite» B^meidm, m der dem wWeOrli^en Fmbte AonNOMseft M«- 
geerdftekn JVotmerside* WMe En»doppe hat in der JB&cms eines Keg4' 
edmiUs di^enigc Transversale eines Polardreii rh, dernt harmonisch zupeordnefer 
Funkt den Kegelscknitt beechreibt/ Wekher JPtmkt der Ebene beschreibt dieselbe? 
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Nehmen wir das Dreieck als Fundamentaldreieck, so findet man die 
Gleichung der harmonisch zugeordneten Transversale eine« Punktes 
-P(li) U\ man 

(1) A=XjJ^.3-.0 

als Eabik auffaßt und die gerade Polare za P sucht (s. etwa Wieleitner, 
Theorie der algebr. Kurven. L«ii»zig, OOselien 1906, 8. 17 fll). Dm Gl«ichiuig 
diesMr TnnsrefB»!« wird dsim 

a 

(2) T H = *»^r* + ^«r* + «1^- ' - 0. 

Die Gleichung eines Kegelschnittes, der A zum Polardreieck hat, ist (in 
I,, Ij.lj gMdiri«beii) 

(3) K = «,^? + ««,|| + «al|-0. 

Eh isl nun die Enveloppe von T zu sucbeu, wenn der Pol P deu Kegel- 
aobaitt K besoSireibi SLid , ?/, , t/, die Koordinaten von T, so bat man 

(4) ^u, = 

Vemnttels (ß) erhält luan üotbrt die Gleichung der Eiuhülieadün in Linien- 
koordinaten 

(5) As ajMj * + a, + ajU,-*-. 0 
oder 

(5*) A = CfiM|M« + a,M|M« + «jMjttJ - 0. 

Jür die Tmiflformataoa m Plotnktkoordinaten bat man aus (5) und (4) als 
Koordinaten des jeweiligen 3Berühmngapanktm Q (Tgl. a. a. 0. § 9) 

. |»*,--2«,ur», oder 

Die Kurve A wird aHao vcn einem PurMe Q be9dkrt«6e», dessen Koordinaten 
den Kidtm der KoarMnatm des FunkUs P pr^^ortiomd sind. Vermittels 
(3) eibJllt man als Olmchung von A in Punktkoordinaten 

(7) A «> 4 + 44 + 4 4 = 0 

oder rational goiimcht 

(7*) A = (a,drj + «,4 + a,riy — 27 a^a^a^^-xlsl =- 0 . 

T>:p Kun-e ist also eine. (6. Ordg. u. 4. Klasse). Ihre Singularitäten ergeben 
sich aus (5 *) und (7 *) folgendermaßen. A hat auf jeder Fundamentalsaite 
swei Spitaen in dm Punkten, wo K die Seiten sebneidet, mit je der betr. 
Seite als gemeinsaaier (Doppel -)Tangente. Anfierdem muA A auch noch 
Doppelptmkte haben. Ffir ^ese mnfi 

oder 

(9) j ( «, + «,a-; 4- «s^;)« - 9 «3 «, arj ar» = 0 
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sün. Dieses System ist ofienbar durch die Werte 
(10) c(^xl = ßjt^o ^ "s-** 

erfüllt Es gibt also vier Doppelpunkte mit den Koordioaten 

-1 _1 _l 
(10*) a^xa^säP, — «i*:±«i't±«, 

Wm die Gestalt von A betnfft, ao sind zwei Fille zu nnterscheideii. 

Erstens kann das Fundamentaldieiedc reell sein. Damit dann K reell sei, 
inuß finer der Koeffizipnten a. nf<j'ativ sein. Infoltrfrlpssen werden die 
Doppelpunkte sämtlich imaginär, wahroad vier Spitzen reell sind. Man 
kann nun sofort alle Gestalten der Korve Übersehen, wenn man bedenkt, 
daB das Viereok dieser vier Spüsen in ein Quadrat pnginerfc werden kann. 
Van bat dann nur 0 als nnendlioh ferne Gerade, s^i 0 und =^ 0 
als rechtwinklige Achsen zu nehmen und or, ^ — «s ™ ^ '-^ setzen. 

Diesem Falle ontspricht nai'h Konstniktiou und Gleichung die regnlüip 
Astroid« (vierspitnge iiypozykloidej. Die Kurve A ist also eine rcdlc Fro- 
jddkm dar r^fftUären AMri^f ein« so^wumnfo »ProjtiieMiw Asitoiä»* (vgl. 
Loria, SpetU^ Kmrven, Leipzig, B. G. Teubner 1902, S. 226). Sind 
iTj = 0 und äTj »= 0 schiefwinklige Achsen, — 0 die unendlieh ferne 
Gerade, «14=03, so ergeben sich A niesodersche Astroiden (Loria Ö. 229), 
and wenn X| » 0, rechtwinklig sind , die Evoluten der Ellipse imd 

Hyperbel (s. Wieleiiner, Zeitscbr. mafh, nai üi)terr. 37, 1906, S. 349—352). 

Es kann nun aber sweitens das Fondamentaldreieck konjugiert imagiidbre 
Seiten haben. Sei 

Ol) ^-li + '-Es, ^2 = S|-<&. 

dann muß, wenn die Kurve reell sein sollt 9^*^ v sein, and es lautet 

ihre Gleichung 

(12) A' ^ [2a(^? - jr«) + «gX?]' - 21a*a,{i\ + rX)x\ - 0. 

Es sind dann nur zwei Spitzen reell (auf 3*3 = 0\ aber auch zwei Doppel- 
punkte (auf j, = 0, wenn « > 0, «j > Oj auf ^ 0, wenn a > 0, < 0), 
wie man aus (10*) leicht ableitet.' 

Um eine typische Form su erhalten, setaen wir etwa li 1 , St ** 
or, ^ 2 für rechtwinklige Koordinaten, => 2 a. Dann ergibt sich 

(13) A;:^4(a;*-y«+l)»-27(H-y«)V = 0. 

Diese Kurve Aq hat auf a; ~ 0 die beiden Spitzen mit dm Ordinaten 

y = + 1; auf y = 0 die beiden Doppelpunkte mit den Aljszissen = i 
und zwei imaginiir« Schnittpunkte (.r — 4: 2<); auf der unendlich fernen (Ge- 
raden zwei reelle ruukte (Asymptoteu y = i |a;) 

und zwei inoaginäre Doppelpunkte =■ ± izY^). 
Ihre Ghstalt ist die der beigegebenen Hgnr. Die 

Kurve A' ist also eine reelle Projektion der ihirch 
dir Fi(jiir grgchcDm Ktirrv^ citif ima'fniäri' Projrk 
tion dir rrr/idären Astroidc. Dieser Typus scheint 
noch nicüt näher untersucht worden zu sein. 

Da die Aufgabe projektxT ist, ßlftt sie sieh ins Dnalistasdie umwerten, 
was wir nur andeuten wollen. Dem ersten Tjpos entsprioht die Krewämrve 
(Loria 8. 310), dem aweiten die Bmwimidie Lmmskate. 

Speyer. fi. WnLunnE. 
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Die l'rage, woloher Punkt der Ebene die Kurve A = 0 beschreibt, er- 
ledigt sich dadurch, daß seine Koordinaten x^ : : = «, : ««.§2 • "»»s 

Gleichunffen 

gmi«««ii. ik-utabovom8«lmeDdrai6ek(|--h^)(^ + y)(y^ + y^)--0 
deB Eegelachnittes K » 0 und dessen TulgeiitendreoMit 

(- «lij«! + ttt^x, 4- «f «iar,)(«,|,«i — ot^«! + 

das auf T => 0 liegende Zentrum. 

Uolzminden. G. KoBxau 



2. Anfragin und Antwortoi. 

32. Wenn in einem (nntflrlidi spitzwinkligen) Dreiw^e eine Hfthe 
dnrdi die beiden anderen halbiert wird, so liegt der Eosinns des Winkels, 
von dessen Scheit«l die halbierte Höbe ausgeht, zwischen | und 0. Ändert 
man das Teilungsverhältnis und läßt auch Süßere Teilungen zu, so kommt 
man anf eine allgemeinere Aufgabe. Ist biertLber etwas veröffentlichtV 

Halensee. P. Züujucjb. 

33. Existieren üntmrsnobuDgeD Üb« die tob den Geraden der Ebene ein- 
gehüllten Kurven bei derjenigen Bewegung einer Ebene in sich, die durch 
Kurbelgetriebe (Gelenkviereok mit einer festgestellten Seite) vermittelt wird? 

Speyer. A. Wieleitker. 

Za 6 (m. 85) (B. Jahnke). — Der Sati ist von dem nur aUzn Mh 
▼erstocbenen Oberlebrer Dr. H. KQhne ▼erallgemeinfni und in folgender 
Form ausgeqnoeben worden: 

Das Zeigersystoni [/'j ■ . • wo die h der Keihe 1 . . . v entnommen 
sind, wo ferner die h der Größe nach /'j < •< • • • <C /'^ geordnet sind, 
werde mit deutschen Buchstaben a, C, e bezeichnet. Es sei nun (a^ j 
(A,«-" !•«•») eine beliebige qnadratiadie Matrix mit nicht TerBchwindendn' 
Determinante und (of^ die zu ihr resiproke; dann ist bekanntEoh 

Nun setse man 
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Und eatsprediend 

I V */ 



^ «ee [e — Iti . . . Äj, 



daxm ist: 

^öae«r<e"" d«e» 

i 

wobei fiber die yenohiedenen C summieit wird nnd ^ac nur dann von 0 
▼er8ehieden ist, wenu a mit e übei^instimmtf dann aber den Wert 1 an- 
nimmt (vgl. Math. Ann. 56 (1908, 258). 

Berlin. E. Jahmke. 



3. Kleiiion Notisen. 
über konvexe Knrven mit einer fiberall diebten Menge von Eeken. 

Herr Jensen hat in einer Arbeit: Sur les fonctions convexes et les 
in^galitea entre leurs valeurs moyennes (Aeta Hatbematiea Bd. SO, p. 1 75 — 193) 

ein aaalytist hf'S Beispiel einer konvexen Kurve giHreben, welche in der 
Um^rfbimtr joder Stellt! Kckeii bositzt. Man kann nicht loicht aus jeder 
pertekten liiieart'n Menge (/eometrtsch eint; solche Kurve auf auschauliche 
Weise aufbauen. Ks sei F eine solche nirgends dichte perfekte lineare 
Pnnktmenge, welche behanntlich durch eine Intervallmenge { } (v — 1 , 2, 3, . . .) 
definiert wird. 

Wir denken ni:r- diese Menge P als Wertmenge [ff] der Werte if=-f'(x) 
einer ständig wachseiulHii höchsten» Zweiwertigen Funktion auf der j^-Achse 
in folgender Weise ausgebreitet: 

Mittels einer (ilmliehm Abbildung (d. h, einer Abbildung mit Aufrecht- 
erhaltung der Ordnung) entspricht jedem rationalen Werte der Abssissen- 
achse ein Intervall d, der Intervallmenge \S^\ mit den oberen und 
unteren Endpunkten y^. und y^. Diese seien die zu gehörigen beiden 
Fnnktionswfrto. Im übrigen aber sei die Funktion ?/ — /*(./;) oiudeutit;, und 
zwar mögen den Punkten der Menge i', welche Grenzpunkte einer unend- 
lichen Beihe Y<m Intervallen (^^j sind, diejenigen imtionalen Punkte ent* 
tpfeehen, die in Shnlieher Abbildung Grenspnnkte d«r entsprechenden { } sind. 

Diese Funktion ist, da infolge der Shnlichen Abbildung zu größeren 
x-Werton größnie //-Werte gehören und umgekehrt, eine stiintlig wat^hsende 
Funktion. Wir wollen e«; durch geeignete Wahl der Abbildung einrichten, 
daß sie für x = 0 selbst Null, aber für negative x negativ, für positive x 
positiv ist Zugleich ist sie aber auch das, was man eine Mji^ilidM rieltige 
Funktion nennt. Geht man nKmlich von einer überall dichten Menge von 
Stetigkeitsstellen der Funktion aus und bildet nach rechs und links die Ab- 
leitungen, so erhält man wieder genau die sämtlichen Funktionswerte. 

Da in einer Intprvallnienge { } die Zahl der Intervalle ^ ^vo 
/( eine willkürlicho Zalii x:»L, endlicJt äiud, falls man sich auf einen endlichen 
Bereich beschiftnkt, so orkennen wir, dafi die IntegrierbarkMtsbedingung 
für unsere Funktion erfüllt ist, da ja diese Intervalle zuj^eich die GrOfien 
des Sprunges an den Unstetigkeitsstellen bedeuten. 
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X 

Du Integral ^^f^ Funktion f{x) ist überUies^ Sie 

0 

möfflidist stetig ist, so beMÜiftfiea, daB «md«utig wieder y'{x) = f{x) ist 
Dir Fntildion Fix) iti die- verionffte hotwase Ikmläkm. In der Tat dar 
Differenzenquotient 

für X > .r, eine stiiudig wachsende Funktion. Denn er besitzt eine Ab- 
leitung nach die gleich 

_ ■F'(^) - n^^) ^ F\x) (x-x,)- [Fix) - F(Xi)J 

ist Wir t(jnnuliereu jetzt den ersten MUtdwetiaatg für integrierbare 

Funktionen in der genaueren Form: 

Ist f(x) eine höchstem iweitcetiige integricrbarc Funktion im Jntervaiie 
(a . . . h), so ist 



f{x\dx~{b-a)'M(nx}), 



wo M(fix)) einen W^t bedeutet ^ da' derartig beschaffen ist, daß f{x) im 
Intervfät größere mä kleinere Werte anmmmt, faUs mdd aUe Werte ntU 
Mf{x) eusammenfallm^ d. h. JHf{x) isi ei» itmarer PimM de» Intervaße der 

Ordinafenuerte von f(x) zuisdien a und b. 

T>cr Satz folgt unmittelbar aus der Definition des bestimmten Integrals. 
ht die integrierte Funktion monoton, so ist die Ordinatenmenge begrenzt 

durch f{a) und f(b) und al8Q M(j\x))<f{h) oder ff{x)dx<f{b){b~a\ 

a 

was auch unmittelbar klar Ist 

Wenden wir diesen Satz auf den Zähler von <t^'{x) an, so folgt sofort 

j fix) dx « Fix) - Fix^) - (« -ajj) M{f{x}) < t\x) 

also ist stets 0'{x) > 0 und <Si{x) eine ständig zunehmende Fonktion. 
Setzen wir jetzt f| < 23 und = ^ + '»t so ist 



— «1 — «i ' 



oder da 



a-g — X 



1 - 2(r, - a-j, 



2^('.+-.)<^C^)±^^q.e.d. 

Uallo. F£LU BCRNSTEIN. 
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Steiner hat in dem Jonrnal f&r die reine und angewandte Mathematik^ 
Bd. 3 (wiederabgedruckt in «einen gesammelten Werken, Bd. 1, S. 161) 
folgenden Satz anfgeetellt; 

..Ist iiTi Kaume irgend eine Anzahl « beliebiger Punkte gp(Tebf>n, und 
ordnet luun dieselben auf willkürliche Weise, :£ieht dann aus dem ersten 
nach dem zweiten die Gerade Ä\ aus der Mitte der Geraden A nach dem 
dritten Punkte die Gerade aoa dem Punkte, wdeher Ton der Geraden 
von ihrem Anfange an gerechnet, das wste Drittel abschneidet, nach dem 
vierten Punkte die Gerade C; aus dem Pnnkte, welcher von D das erste 
Viertel abschneidet, naeh dem fünften Punkte dif Gerade aus dein 
Punkte, welcher von D dm erste Fünftel abschneidet, nach dem sechsten 
Punkte die Gerade E usw.; multiplisiert hierauf die Qnadrate der genannten 
Chnd« .»oh der Ofenoi.^ mit den Brflidien 

i i ■ 1 Ä n—l 
si s* 7* ftt s> ' ') ^ 1 

SO hat die Summe aller Pkodnkte, nKmlich die Somme 

i il« + 1 B« + } C* + 1 2>« + f + + !^ 

allemal einerlei Große, in welcher beliebigen Ordnung man aneh die 
gegebeneu Punkte uufeinauderfolgeu läßt." 

Dieser Satz läßt sich uuu m folgender Weise verallgemeinern: 
Et »im n im Benme Miebig gdegene PwikU gegehm imä <m w&t' 
hOrtieker Seihenfolge mit P^, « • beieic^tnet. 0 sei der SckuferputM 
dieeee Punktsystews. Man ziehe die Oerade OP, und teUe die Streclc 
OP^ . durdi de» Punkt Qi so, daß das VerhäUnis der gerichtden Streeken 

ist, wo ft dm beliebige Zahl, ausgmomMn nur die Zahlen — 1, — 2, • • — fi, 
hetekiinef. Darmtf verbinde man den Teilpm^ mit dem Punkte P^ und 
teäe die Stredee Q^P^ -> I| dnrth den Punkt so, daß sidt 

verhalt. Wetter verbinde man den Punkt mit dem Punkte ij und teile 
die Strecke Q^I\ durcfi deti Punkt so, daß sich 



verhält. So fahre man fort, sddießlich verbinde mm den Punkt Qf,^i, der 
die Strecke Q^^^ P^.^ — 1,.^ so teUt, daß sich 

verhält, niU und setee =• i». 

MultipUHert man dann die Quadrate der Strecken , ^, • • der 
Bähe nach mit den Brüchen 
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80 hat die Summe 8 aUer dieser Produkte: 



ft -{• n — 1 




yfrfp (IrnsdhcH Werf, in ivelcher hdithif/'}i Wdse man audi die gegrhenni 
n Funkte aufeinander folgen läßt und weldtcn Wert auch fi haben mag, und 
zwar ist S gkkii d&r Summe der (Quadrate der AhsUinde der gegebenen 
n Pumläe von tkrtm Sdiwerpunkte. 

VfHt 0 erUUt mui den Stein erBofaen Sats als sperieUen Fall. 
FOr OD iat ^ nnmittelbar die Summe 



Die Figur schlielit sich stets, da P„ durch 0 hindurchgehen muß 

uiid vüu O iiu Verhältnis 1 : n -\- n — 1 geteilt wird« 

Der Satz, dessen Beweis sicli mit den elementarsten Mitteln d«r 
aculytisclioii Geometrie führon llL0t, findet Tielleiidit fifter als hlLbaeheS 
Übuugsbei^iel in ihr Verwendung. 

Jena, 30. April 1907. B. HAUBsm. 



Ein Beitrag mm Iseperlmetriaeken PreMem In der Ebene. 

Steiner beweist die bekannte Eigenschaft des Kreises unter Benutzung 
des Satzes, daß der Umfangswinkel im Halbkreise ein rediter ist, nachdem 
er gezeigt liat, dafi rechtwinklige Dreiecke auftreten mttssen. In folgendem 
Beitreg soll ein etwas anderer Weg eingeschlagen ^verden. 

Ein in einer Ebene gegebener, sich nicht durolisetzendor, geschlossener 
Liuienzug von endlicher Länge unischiießt eine Fläche von bestimmtem 
Inhalte. Zu jedem Punkte X der Linie kann man ein - eindeutig einen 



Funkt F so bestimmen, daB der Linienzug durch das Pnnktepaar X, 7 
halbiert wird. Desgleichen gibt es /u jedem Punkte X ein-eindeutig einen 

solchen Punkt daß die Oenulc XX d'w von dem IJnienzug umschlossene 
FlSlche halbiert. Ist der Linieiizug /.. B. ein Dreicrk ABC, und läßt man 
X mit A zusammenfallen, so ist Y auf BC der liferiilirungspunkt des der 
Seite a anbeeehriebenen Kreises und Z ist der llittelpnnkt von a. 

Wir untersuchen nun einen Idoienzug, bei dem für jede T-agf von X 
die zugehörigen Punkte ¥ und Z zusammenfallen. Sei «Jso X, ein be- 



OP* + OP,' + • + OPJ, 




Y' 
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liebitrt s Punktpaar und X', Y' ein benachbaiies, so muß zunächst X X ' ^ YY' 
sein und der Schnittpunkt M von X Y und X' Y' wird innerhalb der Fiäuhe 
liegeu. Nehmen wir XX t>uwiü YY' als geradlinig au und setzen 

so folgt ftUB der weitnren Bediitguxig A XX*M ^ A YY*M die Gleidiimg 

o; sm ( » |r nni} . 

WUilt man mm 7" swiaehen X und ao liegt der zugeordnete 

Punkt Y" zwischen Y und F'. und es ist XX""» YY". Schneiden sich 
diu Geriidcu XY und X" Y" in M\ und setzt man XM' = x\ "i'il/'—y', 
so folgt aus der üediuguug A XX" M' = A YY"M' die Gleichung 

«' sin I = sin . 

Da aber r -f ?/ x' |- //', so ergibt sich « — y y'j -^^ na* If 

«usamnien und endlich ist XX' || YY'. 
Es folgt aiso der Satz: 

Ein im Endlichen gelegener, gcschlossefier , sich nidit durchsetzenäer 
lAmuMtg wm dtr ISgeiuehaß, daß durch jeden seiner Punkte eine Gerade 
geAi, die Umfang md Inhait gughüh halbiert, ist eme I^gur mit Mittdpunkt. 

Als Beispiel sei etwa erwShnt die 

Ellipsp, fpmor ein Polygon mit gorader 
Eckenzahi und parallelen ( Jegeu.seiten. .Fede 
durch den Mittelpunkt gehende Strecke X Y 
heaBk ein Dnrohmesser der Figur. 

Mit Hilfe des soeben bewiesenen 
Satzes kann man nun einfach zeigen, daß 
unter allen lAfiirn ghlchf^r Länge in nnrr 
Ebene der Kreis die grüßte Fläche um- 
emefit. 

Znnllchst ist sofort Idar, daB die 
gesnohte MaximalllUche gegebenen Um* 
fanges von einer nach außen überall kon- 
vexen Linie begrenzt ist, also ein Oval 
sein muß, oder ein „gewöhnliches" Polj- " , 

gon, dessen Seiten geradUnig oder krunim 
sein können Man würde ja sonst durch (jberbrQcken einer etwa vorhandenen 
einsjtringendeu Ecke eine Figur von kleinerem T^mfangr und größorer Fläche, 
also durc h iihn liehe \ e)-<^n-,;i]jef ung eine Figur von dem gegebenen Umfange 
und noch größerer Fläche erhalten. 

Sei nun h die gesuchte Linie, nnd bestimmen wir zu irgend einem 
ihrer Punkte X den zugehörigen, den Umfang halbierenden Punkt F, so 
muß die Gerade X' Y auch den Inhalt htlbieren. Denn wollte man be- 
haupten, daß der Teil XA Y größer wilre als XBY^ so spiegle man jenen 
an X Y] dann würde das neue Stück XÄ ' Y mit X.^ Y susamwen eine 
I^gnr «geben, die bei demselben Umfange eine gröfleie FlBidM einsdilOssi^ 
als XA TB. Die Figur k bat demnach die Eigenschaft, daS durch jeden 
ihrer Punkte eine den Umfang und sngleioh den Inhalt halbierende Gerade 
geht; fiir hat also einen MUtrlpunkf. 

Archiv d«x MathomaUk imd Physik. HL iUiha. XU. 19 
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Wfiiter aber ergibt sich sofort, daß dir Tangente in Y auf XY senk- 
rcfäd stehen muß, denn andemtails würde die Figur XAYA\ die mit fc 
gleichen Umfang und Inhalt hat, eine einspringeude Ecke haben. Daraus 
aber folgt nnmittelbar, daB alle Durchmesser tob k einander gleich, sind; 
k dso Ems. 

Dresden. A. Wirrnto. 



Üksr einen g eoMetrlsdien Sati Ton IHiieklel. 

In einer 'seiner klassischen Abhandlungen gab Dirichlet'-) einen 
geometrischen Sati in der Ebene an, der später auch in seine Zahlentheorie') 

niiff:»'nommen wurde — nllmlings in **iner etwas geänderten und einfacheren 
Form. Dies<'r 8atz lälit sich, wie cler vorliegende Aufsatz zeigen soll, 
Sehl' leicht aut den Raum ausdehnen; in seiner ursprüngiicheu - j Fai^äuiig 
lautet er folgendennaBen: Es sei one geschlossene ebene Kure gegeben 
und a der Inhalt der von ihr begrenzten Flä<;he. F{a) soll die ÄDsahl dmc 
Gitterpunkte innerliall» dtr Fläche bedeut<?n; dieselben werden aus zwei 
Systemen von zur y- und Jt-Achse parallelen Geraden (d'w voneinander je 
um die Strecke a resp. b abstehen) gebildet. Falls nun die Kurve über 
jedes Ma6 hinaus wichst, dabei aber immer sich selbst &bnlich bleibt, ist 

(1) lim 

Im in. Supplement zur Zahlmtiieorie wird der Sats etwas anders 
formuliert: es wird nämlich angenommen, die Flftcbe sei nnTerftnderlich 

und endlich, die Abstände 6 der äquidistanten Parallelen konvergieren aber 
gegen die KuU. Dann wird behauptet und bewiesen, dafi 

(2) lim F(a)'i*^ii 
isi 

Den so gefaßten Satz wollen wir nun auf den Raum erweitern und 
zeigen, daß, falls ph^p pinfaclt zusammenhänrrPTulp, gesohlnsspnp, 
endliche Fläche F voriifgt ( V sei das Volumen des von ihr umsi-hiussenen 
Körpers) und wir ein räumliches Punktgitter haben, das aus drei Systemen 
von i&quidistanten (d sei der Abstand), zu den Koordinatenachsen senkrechten, 
parallelen Ebenen gebildet wird, dicT Gleichung 

(3) lim e . d» = 7 

richtig ist; dabei bezeichnet G die Anzahl der im Inneren des Körpers 
liegenden Gitterpunkte. 

Wir draken uns den Körper in kleine Prismen, die zur «r^Adise parallel 
sind, zerschnitten; die Achse eines jeden Prismas sei eine zur a; -Achse 

parallele Punktreihe, der QuerstTiuitt der Prismen ein Quadrat vom Flächen- 
inhalte 6* (Fig. 1.). 8o ist nun jede zur d^Achse parallele Beihe von Punkten 

1) Recherches Hur diverscH applications de Tanalyse infinitesimale ü la theorie 
des nombres. Oelle, Jonru. f Math., H.l 10, pag. 324 =- Werke, Bd. 1, pag. 411. 

•2) Vörie«, üb. Zahlentheorie, herausgeg. von R. Dedekiad,. 4, Aufl. 18^4, 
Supplement III, (§ 120), pag. 811. 

S) Hecherches etc. § 1. 
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von pmem Prisma umschlossen, in (l*"=««'n Achfjp sif lio-T; Hip Hohn eines Prismas 
sei mit h bezeichnet (^Fig. 2.). Dabei soll bemerkt werden, UaU, falls der Körper 
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ein st eilen wfMsr- konkaver ist, dies bei der Beweisführung kein Hindernis 
ist, weil wir ihn dum üo in andere Teilkörper zerlegen, da.6 diese auf der 




gwimi OberflBclie konrex sind, imd fuhren daim den Beweis ftlr jeden 
Körper flinzelB. HadidenGnmdprinsipien derfiifimtesimalreehnimg(Kabatar)ist 



(4) 



lim ^P— ^Äd« = V). 



FIff. 3. 



da ja das Volumen eines jeden einzelnen Prismas bedeutet. (Die Sum- 
maüon ist über den ganzen Körper zu erstrecken.) Wenn n die Anzahl der 
ftuf der Adise der Prismen liegenden Oitterpnnkte bezeichnet, so ist (Fig. 3) 

(6) Ä = («-l)d + + (0^,£,| + Kj^2d), 



1} P sei das Yolnmen einet «iaielnen f xisinM. 



Digrtized by Google 



292 V«niiif chte Ifitteilimgai. 

also auch 

(6) Ä = »d + fi<J (0^i«|^l). 
Somit ist 

= ^\nd* + « d') =- ö*ö + ^ fd», weü ^« « G, 

Die Summe T) f d^ ist auch gleiflk *V;£d^ diese letzte CS f i«* 
höchstens gleich dem zur yr-Ebeno parallelen Querschnitt des Körpers, 
also jedenfalls endlich (= C), sonnt konvergiert d \] td* gleichzeitig mit 

d gegen Noll, d, h. ©8 ist lim^€d'= Hm C • d = 0. £s ist also 
lim lim 6^0-, somit Ut die anfangs behauptete Gleichung (8) 

lim ö • ^' « V bewiesen. 

Diesen Satz können wir so formulieren, daß er dem urspriinglichen 
Dirichletschen Satze ganz analog ist^ und sagen: Es sei ein Körper im 
Bamne gegeben und V sein Volamm. F(V) soll die Anzahl der rftimilicbeii 

Gitt«'r[)iinkte bedeuten, die aus dm sueiiumdor senkrechten Ebenenbflndeln 

gebildet sind; die Abstände von je 7.v>'p\ benarhbaitf'n Ebnirn srioTi rr?p. 
a, 6, c. Der Körper soll ülier jedes Maß hinaus wachsen, dabei aber immer 
sich selbst ähnlich bleiben; dann ist 

(7) ii„m:«^'_L 

Difscr Satz i^t inhaltlich ^'li'icliln^dt'iitmd mit dem früheren, kann aber 
leicht auch i>(>lb»liiudig bewiesen werden, was jedoch dem Leser überlassen sei. 

Fiuiue. M. KlSliXJAiC. 



Über eine bekannte Eigenschaft der Zahl 80 and Ihre YeraUgemefaienittg. 

Es ist bereits des längeren bekannt, daß 30 die gröfitc Zahl ist von der 
Eipensrhaft, daß sänitllclu' iiiitcr ihr lifpf'nden, zu ihr feilerfremden Zahlen 
Prim/.alilen sind; die /^ahl i wertle hier als Primzahl angesehen. Bewiesen 
wurde dieser Satz zunächst mit Hilfe des Tschebyschefschen Satzes: 
,,Zwisehen a und 2a liegt wraigstens eine Primsahl, wo a irgeiid:ine ganze 
Zahl bedeutet.'* Später zeigte Herr Landau^), daß es nicht notwendig 
.sei. beim Bitweise dieses Satzes auf den Ts( liebjschefschen Satz ziirf^ck- 
zngebt^n, und hf-wies die oben erwähnte Eigenschaft der Zahl 3f) durch 
Abschätzung einer unendlichen Reihe. Herr Dehn regte mich dann dazu 
an, es zu Tersnohen, selbige Eigmschaft der Zahl 30 ohne Zuhilfenahme 
von unendlichen Reihen zu beweisen, und zugleich diese Eigenschaft xu 
verallgcm incrn, d. h. zu untersuchen, ob es nicht eino gT«"ßtp Zahl von 
der Ei!,'ensi hat't gibt, duü allo zu ihr tcilerfrcmden und UJitt r ihr lieijtmdt'n 
Zahlen höchstens 2 oder '6 Primtaktoren enthalten. Ira folgenden habe ich 
es denn ▼ersaeht, zonftdist in Nr. 1 fOr jene oben erwBhnte Eigenschaft 
der Zahl 80 einen Beweis so geben, der im wesentlichen sich auf blofie 
Induktion stfitzt; in ganx analoger Weise soll in Nr. 2 bewiesen werden, 

1) Vergleiche dieses Archiv 1, 138—14^, l^Oi. 
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daß es auch '»n-ip L'röBte Zahl von der Eigonscliaft gibt, daB alle /.n ihr 
teikrfrpmden und unter ibr liegenden Zahlen höchstens zwei Pnmi'aktoren 
enthulteu. 

1. a) leb betradite das Ftodukt — PiPj j»i . . wo = 2, jp^ = 3, 
Pi Pi'" ^ ftmm PitPttPit Pn sämtlich Primzahleii sind und 

endlii li auch noch < <. Pt • • • <. Pn i»*- Von diesem Produkte sondera 
ich ah das Produkt der i ersten Primzahlen, also B^p^jK^p^ ... wo i 
der Bedingung genügt: n — i -\- l <,p^. i'ür A ^ p^p^p^ . . . bekomme 
also etwat B «-= p^p^p^p^ =- 2 • 3 • 5 • 7. Nun ist aber jB =- 2 • 3 • 5 • 7 

. . . yj;, da p^p^Pi ^ 11 * 13 • 17 ist Ffige ieh lu diesem A weitere 
auf die früheren und aufMaanderfolgende Primfaktoren binm, so kann iob 

stets zu Ä mindestens 3 solche Faktoren hinzufügen, ehe ich zu B, um immer 
noch der Bedingung « i -f" 1 ^'•^ ppnügen, einen Faktor hinzufügen 

mußf da ja die Differenz zweier Primzahlen >■ 2 ist. Füge ich aber immer 
nur dann, wenn idi zu X wieder drei Faktoren hinzugetügt habe, zu B einen 
Primfoktor hinzu, d» Überdies noch kleiner ist als jeder der sn A hinau- 
kommenden Primfaktoren, so muB auob stets B < bleiben ftr i» > 7. 
Beweise ich nun noch, daß es eine Zahl ^> 1 und KPiP^p^ P4 gibt» 
die 7,u PiP^Pi ... p^ teilerfremd ist, so ist sicher auch < 7>i • Pn 
teileriremd zu i^i • . . also nicht mehr sämtliche zu J^iJpj . . • l»,, teiler* 
fremden Zahlen sind Primzahlen. 

b) £s ist {PiPiPi . . . Pi_i) *^ 1 teilerfremd zu . . elao 
sind aneh alle Glieder der arithmetiscben Reihe (PiP^ " * Pi^i) — 1 

+ f(PiPü Pi. j)» wo 0 < I < pi ist, teilerfremd zu l^i />>... j>j_|. Unter 
den Gliedern dieser Reiho ist aber höchstens ein Glied durch /),., ein Glied 
durch Pi^i usw., endlich höchstens ein Glied durch p^ teilbar; denn wäre 

^PiPi • • l><-i) - 1 + ^1 (PiPi • • • Pi-i) u«d »nch {PiPi . . . Pi-i) — l 
+ ^(PiPi ' - • A.i) dureb p,^^, wo 0 < a ^ (« — i) ist, teilber, so müfite 
auch ^ *— ^ durch Pi^.„ teilbar sein, und das ist unmöglich, da l^ sowohl 
wie lf<CPi + ,i sind Da die arithmetische Reihe aber p. Glioder hat und 
nur n — I -|- 1 Faktorou von der Form Pf^g vorhanden sind, so muß sicher 
wegen « — i + 1 < P< ein Glied der Beilw zu PiPi+i '. p„ teilerfremd sein, 
und da jedes Glied an p^p^ . . . Pf_^ teilerfremd ist, so muß sieher ein Glied 
der arithmetischen Eeihe zu PiP^... p^ teilerfremd sein. 

c) £s existiert also eine Zahl 9 > 1, die den Bedingungen gentigt: 

1f < Vpi ... p„ und Q zu j9, . . . teilerfiremd. 

Sind dann Pi, p^, p^, . - ■ p^^ Pn + i n -\- L ersten unmittelbar aufeinander- 
folgenden Piim»tblen, so muß q mindestens einen Primzahlfaktor > p„ ent- 
balten. Aus ^'<jpil^ --'Pn allgemein jsS^i <Pi p^... p^. 
Es ist aber aneh 

i4-17*<S*3-6<7.U.13-]^j9,..,j»4, 
Alao gilt allgemein der Satz; 



ferner 

und 
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Das Quadrat dn- (n + t)<f« Jhimzafil ist kleiner als das Produkt der 
n ersten Ih-iniztildcn , wenn nur w> 4 i'^t. 

d) Kein Produkt von n autexnanderfolgenden Fnmzablen hat also 
Air n > 4 die verlangte Eigeneohaft; dasselbe gOt aber auob von jedem « 
Multiplum eines solchen Produktes, da dann immer das Qnadrat des klcinsteD 
in diesem Multii)luni fehlenden PrimfaVtors kleiner ist als das Produkt der 
vorlu'rephendcn Primfaktorfn, um so mehr also kleiner ist als jenes Multi- 
plum. Die Zahl 2 • 3 - 5 — 30 endlich hat die verlangte Eigenschaft; würde 
eine Zabl m den Faktor 2 oder 3 oder 6 niebt entiialten, so mflülte sie^ 
falls sie auch nocb die verlangte Eigensohaft Haben soll, sdion < 3* oder 
3* oder 5* sein. Da endlich noch kein Produkt von 30 mit einer Zabl 
außer 7 (fiir 7 ist der Beweis oben schon gegeben) die verlangte Eigen- 
schaft hat, da dann stets 7* kleiner als dieses Produkt xind zu diesem 
Produkt teilerfremd ist, so muß mithin 30 die größte Zahl sein von der 
Eigenschaft^ daß sllmtlidie unter ihr liegenden, su ihr teilerfiPSiBden ZaUen 
Fk^zablen sind. 

2. a) Daß es mne größte Zahl von der Eigenschaft gibt, daß alle 

unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens 2, 3 oder all- 
gemein a Primt'aktoren enthalten, wo 1 nicht als Primtaktor gilt, ist bereits 
von Herrn Maillct') bewiesen worden, doch auch nur mit Hilfe des oben 
erwSbntea Tsehebyscbefseben SatsM. üm analog wie in Hr. 1 nmi an 
beweisen, daß es eine größte Zabl gibt von der Eigensdiaft, daß alle anter 
ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens 7wei Primfaktoren 
enthalten, betracht^i ich wieder das Prodakt A = }'\P^Ps ■ • /'„ • 
jetzt ist 2, i>, 3, j>, = 5, = 7, = 11, lerner p^, j»,, ... i>, 

Primzahlen sind und endHeh p^<i Pt <i p^<i ^ • • K,p^ ist Yon dieaem 
Produkte sondere ich wieder ab das Produkt der % ersten Primzahlen, 
also B^p^Pf...pf, wo / wieder der Bedingung genügt: n — i -f 1 < 
z. B. für -4 = , .B = ^, . . . jjj — 2 • 3 • 5 ■ 7 • 1 1 . Nun ist 

/? 2 • 3 • 5 • 7 • 11 < 2 • 7 • 1 7 • 29 < ^2 - 3 • 5 ■ -^^37 < } p^p^ . . . p^Z 
Also bleibt wie in Nr. 1, da ich zu A stets erst drei Primfaktoren hinzu- 
nehmen kann, ehe ich an B einen Faktor hinzunehmen maß, flür «> 12 

auch stets S PiP^ Pt<Z l^PiPt • • • = V^- 

b) Nun existiert, wie in 1 b) bewiesw wurde, stets ein ^ < PiPtP^ ■■ 
das teilerfremd ist zu PtPfP^ ■ . . p„. Sind also wieder wie in Nr. 1 

/'m P3 ■ ■ ■ Pn' Pn + i « -{- 1 ersten unmittelbar aufeinanderfolgenden 
J'nm/ablen, so muß n wenigsten?! einen Primz^hlfaktor ^p„ enthalten, ps folgt 
also wegen <i PiPs ' ■ P^ für /i > 1 2, pl^i <i p^p^ . . . p^. Ks ist aber auch: 

= 37» < 2 . 3 . 5 . . . 29 • 31 - PtP.P, • ■ > P,t^Pn^ 

F?i < 2 . 3 • 5 . . . 23 • 29 «J>,AJ», ... ftl»», 

jjfj— 29* < 2.3-6 . . . 19-23 ^Pil^tPs "-fsJ^* 

j4 -»23»<2-3-ö .,.17 19— j>,i;iij>,...p,j^g, 

A = t9*<2'B S. 1917 ^PiP^Ps ...P9Pjy 

P? -17«<2.8.6.7-11.13=p,?>,;>3;),i?5j3,, 

1) Veigl L'Intermediaire des Mathämaticiens VU, 1900. 
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und endlich 

j>^=^13»<2.3-5-7n = p, p, p, p,p, . 

Es folgt also allgomein der Satz: 

Dt« dritte Potenz der (« -|- 1 ) im PrimzaJil ist kleiner als das Produkt 
der n. ersten Primzahlen^ wenn nur ii ^ ö ist. 

c) Kein Produkt der a ersten unmittelbar aufeinanderfolgenden Prim- 
zahlen hat also für 21 ^ 5 die verlangte Eigenschaft: dasselbe gilt von jodem 
Multiplum eines solchen Produktes. Die Zahl 2 • .*J • 5 • 7 = '2 1 0 hat die 
verlangte Eigenschaft, aber auch noch die Zahl fi • 210 = 1260; nicht mehr 
hat aber m ^ / • 210 für / > I die verlangte Eigenschaft, da ja, wenn t 
den Faktor 11 nicht enthält, Ii' < m und zu m teilerfremd ist, und wenn 
t den Faktor 11 enthält, wir auf den oben schon erledigten Fall zurück- 
kommen, wo m das Produkt der u ersten Primzahlen, a > 5^ enthält. Ent- 
hält endlich in den Faktor 2 oder ü oder ä oder 7 nicht, so müßte »1, 
wenn es doch noch die verlangte Eigenschaft haben sollte, schon ■< 2^ oder 
oder bl oder sein. Mithin ist 1260 die größte Zahl, die die ver- 
langte Eigenschaft hat. Alle Zahlen, die diese Eigenschaft haben, sind: 

1^2^3,4,5^6,^8, 10il^l4j;6,18i20,22,24,26j3^ 

48,54,60,66,72,78,84,90,96, 102, 108, 114, 120, 150, 180, 210, 

240, 270, 300, 330, 420, 630, 840, 1050 und 1260. 

Zusatz: Um zu zeigen, daß es eine größte Zahl gibt von der Eigen- 
schaft, daß alle unt«r ihr liegenden, zu ihr toil^rfremdcn Zahlen höchstens 
drei Primfaktoren enthalten, beacht« ich den Umstand, daß die DiÖ'erenz 
einer Primzahl und der übernächsten > fi ist. Ich sondere also wieder wie 
in Nr. 1 iind 2 das Produkt der i ersten Prinizahlen B = p^ . . . p. ab von 
dem Produkte A == p^p, ■ • ■ Pni ^och so, daß jetzt i der Bedingung genügt : 
(« — i + 9}<j>,. Ich kann dann stets zu A erst 8 Primzahlen hinzu- 
nehmen, ehe ich zu B zwei Primfaktoren hinzufügen n)uß, um immer noch 
der Bedingung zu genügen: n — i + 1 Also bleibt auch, da ich zu A 

immer 4 mal soviel IMmzahlen hinzufiige als zu J9, auch immer B* <C A, 
wenn es nur eine erste Absonderung B ^ p^p^ . . . j>, gibt, fiir die B* <CA 
ist; daß es eine solche gibt, zeigt der Versuch. Indem ich analog verfahre 
wie in Nr. 1 und 2^ finde ich dann, daß 30030 die größte Zalil ist von 
der Eigenschaft, daß alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen 
höchstens drei Primfaktoren enthalten. 

Münster, Juli 1907. IL Bonse. 



VeraUgeiueinernn^ der Aufgaben IM (P. Epstein) und Ifia (F. Schlegel). 

Geht man in 14S von der ursprünglichen Ebene zu einer affinen 
Ebene über (etwa durch Parallelprojektion), so erhält man den Satz: „Alle 
Geraden, die aus zwei festen, ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsen 
Sehneu von gleicher Länge ausschneiden, umhüllen eine gewisse Parabel.'^ 
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Ebenso folgt aus dem Satz 165 durch Üborgang zum affinen Kaume: „Alle 
Ebenen, die ans zwei festen, ahnlichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden 
flävhengleiche {und daher kongiiient«) Ellipsen ausschneiden, umhüllen ein 
gewisses elliptisches P&raboloid.'* 

Aussig, Böhmen. stud. math. J. K&ua. 
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Bdriehtigung. 

Auf S. 113, vorletzte Zeile, ist statt „Gebiete" zu iesen: „Gebilde". 
S. 178 sind Z, 14 n. die Worte „U und** so streichen. Ebendaselbst 
Z. 1 T. Q. lies IIa statt II. 
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über liyperboMdische Wurfe. 

Von J. NEvaBBO in Lüitich. 



Ich nenne hifperhdUfidis^ies Quadrupd oder kflUaer h^fperbokndisdien 
Wulf den Yerein Ton vier Enev^juiden deiBelben Art eineB Hjper- 
boloida. In der neneien Geometrie bilden oft vier analoge Eddrans- 

TerBrileti oines Tetraeders ein solches Gebilde nnd ersetzen die drei sieh 
in einem Punkte treffenden Ecktranaversalen des Dreiecks. Dies ist 
z. B. der Fall mit den Höhen dee Tetraeders; mit den Geraden, welche 
die Ecken und die Berührungspunkte der gegenüberliegenden Ebenen 
mit der eingeschriebenen Kugel (oder irgend einer eingeschriebenen 
Quadrik) Terbinden usw. An Stelle Ton zwei Perspektiven Dreiecken 
treten oft nrai hifperbolo'idische Tetraeder auf, d. h. solche, deren Ver- 
bindimgslinien der entsprechenden Ecken oder, was dasselbe ist, deren 
Schnittgeraden der entsprechenden Ebenen einen hyperboloidischen 
Wurf abgeben. 

Die folgende Abliundluug enthiilt bekannte Tuisachen*), mitunter 
aber auch einige neue Sätze. Sie hat zum Hauptzwecke, stärker als 
es L'pwöhnlicli In den Lehrbüchern und Zeit.sehriften (?escbieht. die 
eintaehsten goitK tri -eben nnd analytischen M< tlMHlen hervorzulirlu^n, 
um byperboloiiusc'he Würfe zu erkennen. Ich selbst habe öfter diesen 
Gegenstand behaadelt*") oder Beis|uele ange^j^eben. 

L Es seien m^, nu^, vier von den Ecken des Tetraeders 
A^Ä^A^A^ ausgehende Geraden, welche die gegenüberliegenden Ebenen 
in den Punkten 3f ^ , 3/^, J/g , schneiden. Wenn sie einen hjper- 
bolo'idisühen Wurf bilden, so geht durch A^^ eine üerade «j, welche 

1) Die naelwtdieiiden Betraefateogen teigea unter toAettm manohe Analogien 

mit den Untennchungeii von 0. Hermes: „Sätze über dan Tetraeder, welche dem 
von Dcsarguea über ebene Dreiecke analo^^ sind" im Pro^'rainm des Cölnischen 
GymuMiuma, Berlin 1866, S. 1— 2ö. — „über homologe Tetraeder", Joum. für die 
rdae und sagewandto Ifaihematik M, SlS-^SAe, 1651. 

2) leh fBbve nur an: NowuUe Oorr a pondanee maS»dmaii^, Band Y, 1879, 
Seite 315—320 , Mänoire sur U TtStniMre, 1888, TeEOffentlicht in dm M^moixes de 
rAcademie royale de Relgtqne 

JLrohlv dm MktlwiiiAUk und PbyüJc IIL Beihe. XII. 20 
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Wj, w/g, nl^ trifft und ioigiicli <lor fxcmeinsame Schnitt <Ier Ebenen 
A^m^f A^m^, A^m^ ist. Nennt mau i^j, Pj, die ScLiuittpunkte 
(A^M^j A^A^), uli^f,, J^.'l^), ^. 1,3/4, '^i^s^f 80 sind die Gecaden 
JgPg, -IjPj, --14^4 die Spuren der f]benen A^nu, A^nf,,, A^ni^ in 
der Ebene A»Ar.A^, nnd als solclip müssen sie sich in einem Punkte 
A', treöen, \\m man oft vermittels de:< Ce vaschen Satzes erkennen 
kann. Ahnliche Bedingungen finden statt in den andern Ebenen des 
Tetraeders; aber es genü^ren drei Bestätignni^en. 

Beisspiefp: Die Oeraden, welche die Ecken des Tetraeders mit dem 
Mittelpunkte der den gegenüberliegenden Dreiecken eingeschriebenen 
Kreise verbinden, bilden einen hyperboloidischen Wurf. So auch die 
Ecktninsversalen, welche durch die Lemoin eschen Punkte der gegen- 
fiberUegenden Dreiecke gehen. 

2. Es seien jetzt A^Ä^A^A^, Byli^B^Bt zwei liyperbolofdieehe 
Tetmeder; die Geraden A^li^, A^B^, Ar^Ii^, A^Jf^ mögen «ij, w,, w«,, 
beißen. Die Koordinaten der Pnnkte B^, B^, B^, m besag üf das 
Tetraeder A^A^A^A^ beseiebne ich wie folgt: 

^11 "12 ^Ha "i4 • ■ • ^if 

«j, ^3 «24 • • • -^2> 

«M ««» «84 • • ^3. 

^At «41 «41 «44 * * * -^4* 

Die Gleiehnngen der Ebenen A^m^, ^i^>'s> 

(II) 



JCj t/^j ^1 fcTji 



Damit diese Ebenen eine gemeinsame Scbnittgerade haben, moB 
mau setzen 

Ähnlich findet man die Bedingungen für die Schnittgeraden n^, n^, n^'. 

««««41 «11 — «4»«14«ll> 

«41«Jt«»4 — «I4«J1«4S> 

«12 «83 «31 = «21 «38 «13- 

Da das Produkt der ersten und dritten Gleichung gleich ist dem 
Produkte der zweiten und vierten, hat man nur drei Terschiedene Be- 
dingungen. 

Wenn man Heaeht-et, daß eiii/ii^- die Verhältnisse der Koordinaten 
eines Punktes in Betracht kommen, können die Koordinaten der 
Punkte Bf, B^, B^ mit solchen Zahlen multipliziert werden, daß man 
«ji =" «jj, «gl — «13, «4, — «14 erhält; dann geben die drei letzten lie- 
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^ ^i^oaoA £rgebiuB kann 



dinu'uugeu soi'oi t: 
mau folgendermaßen uiisdrückeu: 

Das Tetraeder B^B^1}^B^ if>t hyperbolöidisch mit dem Bezwftetmeder 
A^A^A^A^. nrnn die Mafrir (!) der Knordinafen drr luien sjfm- 
metrisch ist oder nadi MidtipLikation der Zeilen mit geeigtieten Zaidm^) 
s^imetrisch wird. 

Wir werden jetet immer die Symmetrie der Matrix (1) yoraus- 

setzen. 

3. Die Gleichungen der Geraden m^, m^^ sind 



3. ^ 



3. « i?t 

«tt «14 



X, 
«•1 



SS 



4S 



Man kann die Nenner als Koordinaten dieser Kcktraneversalen aofGuaen 
und sie in der symmetrischen Matrix 



(lU) 



j «31 
i «41 



SS 



«14 

«34 



4S 



mit leerer Hauptdiagonale aufstellen. 

Die Gleichung^ (Uj der Geraden »| werden jetst 

«84*i = ««^ «»*«5 

hieraus schließt mau die Koordinateumatrix der Erzeugenden zweiter 
Art der Regeltiäcbe m^m^m^^ welche durch die Punkte A^^ A^, A^, A^ 
gehen: 



(IV) 





1 


j_ 


J_ . 




«•4 


«^41 


«tt 




* 




1 


«8« 




«41 




1 


1 






«14 


«41 




«It 


_L 


1 


1 


* 






«1« 





1^ Aui dieser Hejj;el kann man leicht die von Hf»rrn E .Tahnke angegebenen 
BedingUDgen der vierfach byperboloüdischeu Tetraeder ableiten (Archiv (3) 8, %X). 



«0* 
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J. Nbcbibo: 



Man neui:e k<oiiplnmntar die Elemente und a^,. a^^ und 
und «jjj einer syiniuetrisclieii Matrix vierter Ordnung; dann geht 
liiaii von (Illj zu {i\ ) über, indem man die Elemente durch die um- 
gekehrten Werte der komplementären Elemente ersetzt. 

4. Es seien jetzt J'u Pi> Pst lU ^ Ebenen des Tetraeders 
Aiji^A^Ä^ liegende Geraden. Wenn sie einen hyperboloidischen Wurf 
bilden, tri£Pt die durch ;>j gehende Ebene A^A^A^ die Linien p^, p,, 
in drei Punkten Q^, Q^, Qt, welche mf einer Geraden liegen. 
Diese Punkte aind offsnlMur die Sehnittponkte (p^, -Is-^«)? (jp«; A-^)» 
(i^4f -^A)) KoUinearitat wird oft in den Anwendungen mit Hilfe 
des Satzes von Henelans bestätigt. Ähnlich verfShrt man in den 
anderen TetraederebeneiL 

5* Betrachten wir jetzt ein Tetraeder B^B^B^B^, dessen Ebenen 
die entsprechenden Ebenen des €hmndtetraeders A^A^A^A^ in vier 
hjperboloidiseheE Geraden 2h, Pt, i'st Vi sehneideo. Die Gleichnngen 
der «mten Ehmen seien 

Die oben genannten Punkte Q^j Q^, genfigen in der Ebene 
A^AgÄ^ den Gieichnngesn 

«» — 0, Xsi^i +«»4a^4=^J 

Drückt man ans, daß sie auf derselben Geraden liegen, so findet 
man die Bedingong 

«u»u*^4» - «M«»a«t4- 

Fährt man anf diesem Wege fort in den anderen Koordinaten- 
ebenen, so gelangt man aum folgenden Schluß: 

Wenn die SeknUtgeradm dtr Ehmm eines Tekaedm B^B^B^B^ 
mU den Ebenen des KoordinatenMraeden A^A^J^A^ emen AsQMPbolof- 
disdien Wurf hUdent 9o sind die Koordinakn ekr ersten Ebenm die 
Elemente einer synmetriscken Matrix oder toerden es nadi MuliipH- 
hUion der Zeüen mit passenden Zahlen. 

Man Ivuuu die Größen («jj, ^i^^), (j/^,, n.,^, H^^), ... als Koor- 
diiiHtcii dur in den Koordinatenebenen liegenden Geraden Pn p^, i>j, p^ 
auffassen. 

Der Übergang von der Eoordinatenmatrix der Geraden i)i,p,f p^, p^ 
zu der Eoordinatenmatrix der Geradm g,, e/,, geschieht, wie 
schon ohm (3) angedeutet wurde* 
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Du DnaUtätsprinzip hätte ans erlaubt sofort die SchlfiBse der 
zwei letzten Nummern ftus den Torhergefaenden abzuleiten. 

6. Sind mei Tetraeder Ä^Ä^Ä^A^, B^B^B^B^ so Jm^ifi^m^ daß 

die Yf i hindtmgsgeraden der enispreclienden Ecken einen hffpa^cimdvKhen 
Wwf' bilden, so komnU diesem Eigenaeheft dm SdtniUen der entspredtenr 
den Ebenen zu. 

In der Tat, die Koordinaten der Ebenen des Tetraeders B^B^B^li^ 
sind den ersten Minoren der Matrix (I) gleich und sind somit die 
Elemente einer zweiten symmetrischen Matrix. 

7. Ein Tetraetier und aein Foltetraeder in beeug auf eine Quadrik 
sind hifpcrhoh'idiscli. 

Zum Beweisf ^ri^nügt es flie Olpiphuiigen der Polarebenen der 
Ecken des KoordmatfiitetraeJers hinzusi-liroiben. 

8. Jede lineare \\'rwun(ltscliaft verwandelt einen hjperboloidischen 
Wurf in einen andern bvpt'rboluidischen Wurf. 

Ej< cribt mu'h andere Verwandtschaften, welche dio byperboloidiscbe 
Lage beibehalten. Die Matrix (1) bleibt noch s\ iimH'trisch, weuii man 
die Elemente durch ihre nm^ekehrten Werte er^^etzt. Lepft man nor- 
male Koordinaten zngi iinde, so verwandeln sich die Ecktransversalen 
in ihre isogonal verwandten (oder winkeltreuen); führt man barv- 
zentrisehe Koordinaten ein, so werden die Ecktransversalen durch ihre 
isotomisoh verwandten ersetzt. Auch kann man die Elemente einer 
symmetrischen Matrix einmal als Punktkoordinaten, ein andcimul sie 
oder ihre umgekehrten Wertt? als Linienkoordinaten ansehen. 

9« Kaeh einem Satze von Desargues schneidet jede Transversale 
die drei Paare gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Vierecks 
und jeden diesem Vierecke umgeschriebenen Kegelschnitt in Funkte- 
paaren einer luTolution. £ine Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Schneidet eine Transversale u die Seiten eines Dreiecks AiA^A^ 
in den Punkten i/j, B^, B^, und sind Cj, Cg, C\ die zu 2^^, i^,, i^j 
konjugierten Punkte einer Involution, so gehen die Geraden Ä^C\, 
AfC^, AgC^ durdi einen und denselben Punkt Ä^, und sUe durch die 
vier Funkte A^ A^ gelegten Kegelschnitte schneiden u in zwei 

zugeordneten Punkten derselben Involution. 

Den ersten Teil dieser Umkehrung habe ich kOrzlich folgender- 
maßen auf den Raum ausgedehnt^): 

1) Siehe Math es 18, llin t, S 33, Einen einfachen synthetischen Beweis hat 
Herr H. De Vrie» in den Wt^kutiätge Opgaven, 1904, S. 136 gegeben: Er pro- 
judttt nimlieh die Inrolntiou (i^, C\, lifC\, ^3^3. bms jeder Ecke des 

Tetned«n A^AtA^At uif die gegenfiberliegende Ebene nnd wendet dann den 
planimetriiohen Säte an. 
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Sdinääet eime TroHsoenale u die Ebenen des Tetraeders Ä^A^Ä^A^ 
in den Ptimklen J3|, B^, und sind C^, C^, 0^, die mtjfeordneien 

Vunhe einer auf u liegenden TnvohUion, so bilden die Geraden A^Ci, 
AfCfyA^Cft Ä^C^ emen hffperholdidiaihen Wurf. 

Der axuljtische Beweis kann sehr ein&eli gefälirt werden. Es 

seien (fi, fi, fs, ft), ißxy 9i, 9^ Vi) die Koordinaten der Doppelpunkte 
G der Involution, auf das Tetraeder Ai^A^A^Ä^ bezogen. Die Koor- 
dinaten der Punkte B^^ welche die Strecke harmonisch teilen, 
sind Ton der Form: 

B, . . . A/i + ^g^, Xff + fig^f If^ + A/4 + ^,g^\ . 
Cj . . . i/i - {Lg^t A/i - iig^j Ift — t^g^, - 1^94- 

Da aber m der Ebene A^A^A^ liegt, bat man Xfi + — 0; 
man kann also setzen l^gtt — — fi, nnd die Koordinaten ron 
werden 

9ifi+9ifif 9ifi + 9%fu 9tfn+9»fif ft/i+^/i- 

Setzt man also gj\ + gj^ «^^ = a^^, so ist die Eoordinatenmatnx der 
Punkte C„ C„ C„ Q: 

«n «11 «18 

^1 ^'■t: '^J3 ''ti 

«31 «32 «33 «3* 
«41 «4« «48 «44- 

Da sie symmetrisch ist, hat man den obigen Satz bewiesen. 
Der korrelative Satz lautet: 

Man gibt ein Tetraeder A^AiA^A^ und eine Ebeneninvdution mit 
der Adise u. Die zu den Eftetien uA^, uA^, A^, u A^ konjugiertm 
Ebenen der InvohUiou schneiden die entspredtenden Tetraedertbenen in 
vier l^pmlkdoidischen Geraden. 

10* Folgender Satz scheint mir neu zu sein: 

Eine Ebene n seJmeidet die Ebenen des Tetraeders A^A^A^A^ in 
den Geraden <f|, «f,, d^, d^. Man hesHmnU die Pale i>,, D^, 
dieser Geraden in hesug auf einen in der Ebene ft liegenden Kegd- 
sdmiti K. Dann bilden die Eckhmmersalen A^D^, A^D^f A^D^y A^^a 
4unen kgperbolwdisefien Wurf. 

Es seien in bezug auf das Tetraeder A^A^A^A^ 

die Gleichimgen der Ebene jit (in Pimktkoordinaten) und einer durch 
den Kegelschnitt K gehenden Quadrik (in Ebenenkoordinaten). Be- 
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zeichnet man mit /if /sC**)» /il'O hallKii DenVierten der 

Funktion f(u) nach n^, il,, «j, m^, so sind die Koordinaten der Pole 
der beiden Ebenen ft und A^A^A^ bzw.: 

fMf fM> fMt fM* 

fiif fiif fit* tu- 

i)j liegt auf der Verbindangalinie dieser Pole; mithin sind seine Ko- 
ordinaten von der Form 

setzt man sie ein in die Gleichung der Ebene }i, so kommt: 
und folglich 

lliilun lind die Koordinaten TOn D^: 

Man sieht sofort, daß die Koordinatonmatriz der Punkte D,, D^, D^, 

symmetrisch ist. 

Der koiTelative Satz lautet: 

Man gibt ein Tetraeder A^A^A^A^ und mim Kegel zweiter Ord- 
moH/ mit hdichigcr Spitze P. Die Polarebenen der Geraden PAi, PA^, 
FA^j PA^ in hrziiff auf den Ke<jcl treffen die Ebenen des Tetraeders in 
vier Geraden eines hyperbolo'idiscften Wurfes, 

11» Im Vorhergehenden haben wir die geometrieohe Deutung 
einer symmetrischen Matrix vierter Ordnung gegeben. 

Ohne Beweis erinnere ich hier an die Deutung einer schiet- 
ejmmetrischen Matrix: 

0 a h e 
—%t Ode 
-•h -d 0 f 
— e -e -f 0. 

Die Zeilen geben die Koordmaten der Ecken (oder Ebenen) eines dem 
Koordüitttentetraeder zugleich em- und umg^eschriebenen Tetraeders.*) 

12. Die Systeme (III) und (IV) (3) fallen zusammen, wenn 

1) Neuber^, Hur les t£traidre» de Mäbiu» (Mämoires de 1» Sooiötö Royale 
des Sciences de Li^e, 1884). 
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Der SchluB liegt nahe, dafi die Geraden w^j ^'s> ^^^^ ^ 
eiBem Punkte begegnen, üm dies sn bestätigen, erseterai wir in (III) 

K K K 

die Größen «j^, a^, durch ihre \\ erte — , , — und schatten die 

"l4 "iJ «IJ 

Nenner in den Zeilen weg; dum bekommt das System (QI) die Form 

* «Ii «w 

ß ' «18 «14 

ß «I» • «u 

WO /5 •= ^"jf-^* und A' das Produkt a^.^c<^^ bedeutet. Die Koordi* 
naten des Schnittpunktes der yier Geraden sind ß, tt^^f ttut ^4- 

Nfuifhrag, — 1. Nimmt man in Nr. 7 für die Kiaaeenqnadrik den 
Kugelkreis, so sieht man, daß die vier Höhen eines Tetraeders ein€«k 

hypprboloidisehen Wurf bilden.') 

2 Eine reziproke \'erwan(ltschaft verwandelt zwei Perspektive oder 
hyjjerhoIoTdiscbe Tetraeder in zwei Tetraeder derselben Art. Bei einer 
jiolaren Korrelation in bezug auf den Ku^elkreis gelangt man so zu 
dem Steiuersclien Satz über orthologiflche Tetraeder') und einer V'er- 
allgemeinernng desselben. Diese Bemerkung über orthologische Te- 
tiaf^dpi- habe icb erst kürzlich in Herrn Kütters Bericht über die 
Entwu.kelung der synthetischen Geometrie gelesen.*) 

3. Ms Aualügon zu dem Satze über den Lotpunkt einer Geraden 
in bezug auf ein Dreieck^) hat Herr Fr. W. Mejer folgenden Satz 
ausge.s prochen: 

Man projiziere die Ecl.tu <lcs Tdraedtrs A^A^A.^A^ orfJioiffmal auf 
eine beliebige J'Jbene ^, und aus den l'yüjektioncu ß^, B^, ß^, ß^ fälle 
man die Lote tj, \, b^, b^ respeltive auf die Ebenen A^A^A^, A^Ä^A^, 
A^A^^A^, A^A^A^. Dann bilden die Geraden b^, b^, b^, einen Uyper^ 
hoU^isdien Wurf. _ 

Denselben Satz hatte ich im Jonroal de Bourget, 1891, S. 24 mii 
einer Erweiterung als Aufgabe yorgelegt. Ich werde hier nur auf d^ 
eweiten Teil eingehen; er laotei: 

1 Hin 'W. Fr. Mt ver Imt in mehreren Auf«ats«n die Bolle des KugeUaeia«a 
betont, ao uock in tii('t>etu Archiv (3) 12, 15H. 

2) S. meine Abhandlung „I ber ortbologische Tetraeder" in den Monatsheften 
fOr Math, und Pbyuk 18, £12—318. 

8) Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver. V, 8. 272. 

4) K. Cwojdzinski, Der T>otpunkt, ein neuer merkwürdiger Pnnlct J(?s Drei- 
ecke, Archiv (3) 1, 174 ISO; E, .Tiihn k«.-. lienn-rkuiig ?.n dieppm AutHatzo, 1, IHi — iö3; 
• J. N euberg, Vorwamltsclmit zwiscbou einer *-ieni(len und dereu Lotpuukt, Jt, öi* — 93; 

W. Fr. Hey er, Lotpuukt eine« Dieieek», 1, 372. 
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Man hestimme die Höhen -^' h/ntf e C^, Oj, Cj, dn- Iheiecke B^B^B^^ 
B^B^B^, B^B^B^, B^B^B^ und /ääe aus diesen Ihuiktcn dir L"tr f.. r , 
Cj. auf die Ebenen A^A..A^, .... Die acht Geraden b^, c, l/tym auf 
demselben Hyfierbübild die am den MiüelpunTcten 7)i, T),, der 
Strecken B^C\, ... heziifilich auf die Ebenen ^2-48-44, . . . gefällten Per- 
pendikel treffeti sich im Zenit um des Htjpcrboldida und die add Buiüile 
B^f liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel. 

Die Gerade c^ ist parallel zu b^ und triflFt b^, b^. Denn die 
6«rade b^y welche senkrecht zur Ebene A^A^A^ ist, ist senkrecht zu 
der Gemdflii A^A^\ so ist anoh senkrecht zu A^A^\ auch ist die 
Gerade B^C^j welche senkrecht zu B^B^ steht, senkrecht zu der (Je- 
»den A^A^, da diese sich in B^B^ auf die Ebene ^ projiziert Hiemas 
folgt, daß die drei Oeraden e^, \ sich in einer su A^A^ 
rechten Ebene befinden. 

Wir haben somit Tier Paare paralleler Erzeugenden des Hyper- 
boloids 9; die Mittelparallden dieser Paare tredPen sich offenbar im 
Zentram von ^. Der Schnitt der Flilche $ mit der Ebene |» ist ein 
Kegelsdinitt^ welcher durch die acht Punkte J9|, geht; da aber 
der Höhensc^itt des Dreiecks B^B^B^ ist, ist dieser Kegelschnitt eine 
gleichseitige Hjporbel. 

Wenn dae Viereck B^B^B^B^^ ein Ereierierek' isti fallen die vier 
Punkte 2>f zusammen ins Zentrum des Hyperboloids 

Über das Problem, eine Fläche II. Grades in einem der 
Gestalt ondGrö^e nacli gegebenen Kegelschnitte zu scimeiden. 

Von W. Ludwig in Braunschweig. 

7. Die Eüipsen auf dm H^iperMoidm, — Nachdem wir für den 
Fall 1 1 alle nötigen Überlegungen ausführlich daa^pestellt haben, können 
wir uns im folgenden kürzer fusen. Im Fall H 1 haben wir 

K<C'<o, a;<a;<o, o<;i;'<a;; Aj<A;y, a:;<x,?; 

also muß (las gesuchte Intervall i7.„<A<A,) wieder zwischen A^y und 
A^' und anlierhalb sowohl von und Aa als auch von Aj" und Ay liegen. 
Ein solches Intervall ist immer vorhanden; es ist bei ihm A„ gleich 
dem größeren der beiden Werte A« und A^ und immer An = X". Da 
die A des Intervallen negativ sind, kommt es auf A^ au, und wir tindeu 
ganz wie vorher: 
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W. LcDWio: 



Sollett auf einem mmanteligen Hy})erlnAoid , dessen Halbachsen 
51 < 'S und 6 • Y— 1 sind, reeUs EUipsm von den Halbachsm A> B 
liegen, so muß sein: etihveder 

oder 

2<^^1 und .4^0. 

ITeruer ergibt sich: 

Beim einmantdigm Hyperboloid gehören die Ebenen, die aus ihm die 
Meinsfeti EUipsen aller reell möglichen Arten aussdineidmf dm Ebenen- 
büscJteln um seine beiden reeUen Achsen an. 

Im FaUe lU 1 haben wir 

ia<K'<o, o<a;<a;, o<a;<;.;; x;<i::, a;<a;; 

also ist das Intervall (A„ /. < A ) wieder zwischen uiul begriflfeu; 
aber wir brauchen, da es jiositiv ist, seine Grenzen uiclit zu bestimineu, 
sondern eriiaiten ohne weitere« das — übngena immittelbar einleuchtende 
— Resultat: 

Aus dem zn eimanidvim Hyperboloid kann man reelie EUipsen edler 
Gestalten und (rrößen ausscheiden. 

S. Die Hgprrhilii auf dem einmanküffen Hfperl/oloid. — In den 
f^en II 2 und II 3 ist «<0; wenn .v von — oo bis 0 wächst, geht 
<r' von 1 bie 0 und «" Ton — oo bis 0; deshalb ist «'> 0 > ö", und 
wir haben 

;i«<^;<o<A,:;<A«, a;<o<a;. 

Die X des gesuchten Inierralles (^«'^A^jl^) mflssen jetzt also 
außerhalb des Interralles von bis Aji und sowohl zwischen und 
1^ als auch zwischen und liegen, und zwar sind zwei Möglich- 
keiten vorhanden: 

(a) Sie sind, unter der Bedingung, dafi Xy < iy, negativ ^ wobei 
X^ oder — 1^' und X„ — X^i ist. 

(b) Sie sind, unter der Bedingung, daß Xy > X'^, positiv, wobei 
X'i und A« » 2Z oder - A; ist. 

Hinsichtlich der Bedingung (lOj kommt es im Fall II 2b und 
II 3a gar nicht auf die Grenzen A^ und an, im Fall II 2a nur auf 
die obere Grenze: r > | j , und im Fall II 3b nur auf die untere: 
\r >Xfl. Dagegen müssen wir bezüglich der Bedingungen 

(a) A';<A;i oder ^; =» • y > 1 
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und 

(b) i;>/^ oder|-|. . 4'^<.l 

noch unterscheiden, ob |c <6 oder ,cj>6 ist. 

Da » 1 — -^tf " stetig Ton oo bis 1 abnimmi, wenn s Ton 
— oo bis 0 wichst, ist Ar |c!<i^ die Bedingung (b) nnerfllllbar; 

dagegen ist l a) erfüllt, sobald s < ^ ^' ist; im Fall einer stumpfen 

Hyperbel muß daun außerdem nodi r > = i ^ö' sein. 

Ist j<:,>6, so wird (a) durch alle negatiTen Werte Ton 8 be- 
friedigt, (b) aber nur, wenn ' ^ < < ^ ist; daraus folgt, daß 

jetst alle spitzen Hyperbeln möglich sind und von stumpfen die, 
fftr die 

entweder - oo <6^^^i^ und r > i ist oder^^^^5<0. 

Die gegebene Hyperbel habe nun die ilalljuchseu A' uud JJ' •}/— 1; 
dami ist vermöge der Gleichungen (<ia), wenu die Hyperbel stumpf ist, 

A'* -4." 1^, B'* — — =- -~ und B' > und, wenn sie spits ist, 

^ = B'^ A*^ und > /)". Eine Bedingung 

4t|^s^^ gebt hiemach im Fall einer spitzen Hyperbel über in 

uud im Falle einer stumpfen Hyperbel in 

S' A' JB' 
Setsen wir ~. — -^j. — | und = V} durchlaufen wir alle spitzen 

und darauf alle stumpffin Hyperbebi, wenn wir ^ von — oo über 0 
bis + <X) wachsen lassen; von rj kommt dabei nur der positive Zweig 

-^^i C§ + yi' + -4 ) in Betracht, der stetig von 0 über 1 bis -|- oo 
wächst Demnach erhalten wir als Bedingung fttr die spitzen Hyperbeln: 

i (- \V^i\ + iV-St~¥^^) ^ X' ^ i (- + iy-=^^T4|) 

und fttr die stumpfen: 
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hiermit drückt sich unser Ergebnis folgeDdermaßen aus: 

Aixf eineni dmumtdigen HfperhoUnd^ äesam Hafbadtaen 9[<$S 

wnd (S • ^ 9**^ liegen redXe Htffpmrbdn von den gegebenen Batbaehten 

A' und B' -Y— 1 unter folgenden Bedingungen: 

Ist (S > A> sind aUe spiizen Hijperbeln moglkh, ßr die 

und alle stutnpfen HifperMMf für die 

^ < < oo und A' ^ 33. 

M <S<S, 80 sind aUe spitsen Hgperbdn ohne EinsAränhmg 
mlo^idi md vm den stumpfe» ^fperMn die, für die eniweder: 

oder: 
isL 

Analog wie frflher fQgen wir noch hinzu: 

Die Ebenen der stumpfen Hyperbdttj die von jeder dem em- 
manidtgen ffyperbMd mo^i^ten Art die größten Achsen häben, gMren 
dem EbenenbäsM «m seine größere reeiUe Adise an, 

Ffir die hier mifhreteBde maanigialtige Spaltung der Bedingungen 
können wir leicht einen rein geometrischen Grund angehen^): Der 
größte innere Winkel des As^ptotoikegels des einmanteligen Hy|)er> 

boloides ist 9? = 2 • arc tg ^ und der Asymptotenwinkel der gegebenen 

Hyperbel ist ^^2'arctg Ist •8'<9, so lassen. si<di immer 

Hyperbeln au.sselmeideu, die der gegebenen selbst ähulieh — ihr 
^.wirklich aliiilicb*' — oder ihrer konjuiricrtcn Hyperbel ähnlich der 
gegehenen „kuiijugiert ähnlich" — sind. In emem Büschel von parallelen 
Ebenen, die Hyperbeln ausschneiden, gibt es stets zwei reelle Tangential- 
ebenen des Hyperboloides; die außerhalb derselben befindlichen £braen des 
Bflschek tragen, bei geeigneter Wahl desBtlschels, der gegebenen wirklich 
Shnliche Hyperbeln und zwar in allen möglichen Größen. Somit s^en. 
wir wieder, daß es immer der gegebenen Hyperbel kongruente Hyperbeln 

1) Vetgl. hiemi: W. Ludwig ». a. 0. Nr. 9, S. 84 und „über die „J^Kimaf*^ 
des einmanteligeii Hyperboloides und des hypetboliaches Paxaboloide«'*, dieses 
Archiv (d) ß, 820 u. 881. 
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gibt, ireim j^ ' ^ ist Die swiechen den beiden TiMigentielebenen 

befindHchen Ebenen Unsens Bftschels dagegen tragen Hyperbeln, die der 
gegebenen konjugiert ähnlich sind, die also -den Asjmptotenwinkel 
9*^x — %^ haben und die Bedingung — ^ erfüllen. Ist nun 

i£ > iö, also 9'<j , so bestimmt die Bedingung ■^'^ä — 9 oder 
> ^ ganz andere (stumpfe) HjperbelArten als die Bedingung ^< ^; 

ist aber 6 < also 9? > | > ä — qp, so ist dem nicht mehr so, 

sondern wir erhalten nur für '6' > ^ oder > ^ Hjperbd- 

•rteoL Diese neuen Hyperbdarten aber, von deren Ebenen jede zwisdien 
zwei ZQ ihr parallelen Tangentialebenen des Hyperboloides Terläuft^ haben, 
wie man sofort sieht^ je eine oder mehrere größte mögUche'Hyperbeln, 
deren Ebenen unter den Dnrchmesserebenen des HTperboloides zu 
«neben sind; wir haben oben gefunden, daß diese Ebenen, entqpreohend 
der Bedingung JL < SB, den Bflsehel um die größere redle Achse des 
Hyperbolcndes bilden. 

9« Die Hgpevhd» auf dem MW€inuu4^l4gm Hyperbcioid. — In den 
Fillen in 2 nnd in 8 haben wir 

< 0 < , < < 0 < a; < 

also bestehen für die X des gesuchten Interralles (X« ^ il ^ wieder 
zwei Möglichkeiten: 

(a) Sie sind, unter der Bedingung A^r < negatiT, wobei 
oder =- und = X[i ist, 

(b) Sie sind, unter der Bedingung yZ > positir, wobei ^ Ijlr 
und — X'a oder — 1^ ist 

Die Bedingung (16) ist im FaU m 2 mit (b) und im FaU Uld 
mit (a) unTertraglich; also sind nur die Kombinationen in2a und 
HI db möglich, bei denen r < A„ , bezw. |r | < 1, sein muß. 

Ist nun a<{b\ (und folglich auch a < j c 1), so ist die Bedingung 

K • ^ • i 

durch keinen negatiTen Wert Ton s erf&Ut. Die Bedingung (b) oder 
ist es nur, wenn 

— 00 Ii 05 1::^ r 
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ist; dabei irt daim, wie aae dem Verhalten von jf ^ 77] * ioig^ 

1.- 4 ftr - ~ ^ . ^ und i,- iliy^ ^ . ^ ^j^'. 
Ist aber o > | d |y so ist die Bedingung (a) erflUN^ wenn 

■ • ^ * Ö I 

istj dabei ist wogen des Verhaltens von ■ — '■ ■ , , wenn ' c > a 
iak, immer A. — und, wenn |<f|<a ial^ A^ — fÖr ^" *^'<Ä<.^-i^ 
und >l„ = A'; für < s < 0. 

Der Bedingung (b) dagegen genügt jeder negative Werfe von 
mid es ergibt rieb ans dem Verhalten von • .- , daß, wenn 

icf>a, A.-A;för -<»<:« ^^^^t^ und A.-A;;far^i^^«<0i8t^ 

daB dagegen, wenn : e [< immer A. — AJ, ist 

Fassen wir nun zusammen, so «rbalten wir folgendes: 
Ist ] c , > 1 6 i > a , so gibt es überhaupt keine stampfen Hyperbehiy 
aber spitse, und für diese ist entweder: 



oder: 



Ist I c I > a > I d I , so gibt es stampfe Hyperbeln, fDr die 

^-^s<0 und 0<r<iatf', 

und 8i»itze Hyperbeln, für die entweder: 
oder: 

^-*i"^^»<o, l'-i<ä-«l<^'l 

ist. 

Ist a > I <; I > 1 6 1 , so gibt es stampfe HyperbelUi für die entweder: 
oder: 



^*<0, 0<r<i|c||if"|, 
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nnd spitze Hyperbeln, bei dmm 8 jeden negatiTen Wert annehmea 
kann und \r .< \ \ c': 0' isi 

Analog wie früher können wir dieses Ergebnis auch so ausdrücken: 
Auf einem wf&manidigen Hifperholoidf dessen BSaHbadtsen % SB • V— 1 
und (£ • Y^X (9><S^) sind, liegen reelle Bifperbeln von dm gegebenen Haäb' 
ochsen Ä und W'Y— 1 unter folgenden Bedingungen: Ist (£<$B<f(> 
«0 sind heim stumpfen Sgperbdn mögUdi, aber die spitsenj für die 
entweder: 

0<;^'.<^ undB^fl 

oder: 

Ist < $1 < so sind die stumpfen Uyperhdn möglich, für die 

l<f ^1 und 
und die ^püsen HgperhdUy für die entwed&r: 

0 < ^ ^ «Md 2r ^ © 

oder: 

|<:|-.<1 und JL'^a 

isL 

Ist %<^<^f 90 sM die stumpfen Hyperbeln mSgiu^, für die ent- 
weder: 

\ <^ <.\und B 

oder: 

und die spitzen Jdgperbdn, für die 

0£ j;<l und S>H 

ist. 

Das laßt sich in folgender Weise zusammenfiusen: 
Es muß entweder: 

oder: 

1 T ^ 1 ^' ^ ^ 

sein. 

Digitized by Google 



312 



Endlieli fiüdeu wir noch analog wie früher: 

Dir Ehri/rn ihr Jhjperhdn , die vou jeder auf dem zueimantdiym 
Hyperlndoid mötjlichen Art du: khiiisfe)) Achsen haben., bilden die Büschel 
um seine reelle Adise und um die seiner beiden aHderen Acliseiif der die 
Meinere reelle AcJtsenstrecke zugehört. 

10« Die (/leicJiseitiffeti H^perbdn und die Varaheln auf den HyperhO' 
loiden. — In den Ergebnissen von Nr. H und Nr. 9 ist Tdnnöge der 
Kontinuität schon der — dort eigentlich ausgeschlossene — Fall der 
gleichfleitigeii Hyperbel mit inbegriffen. Der Vollständigkeit halber sei 
er aber noch mit Hilfe der am Ende von Nr. 4 angegebenen Mittel 
behandelt: In der von uns henutzton Abbildung entsprechen den Ebenen, 
die (gleichseitige llyperl>elu tragen, die l'unktr der Sohnittkurven R,,^ 
der Ebene V' niit den Kegeln (11\ Um zu erkennen, wann diese 
Kurven in den positiven Oktanten des Koordinatensystems eintreten, 
werden wir zunächst da« Intervall ^ ^ V) aufsuchen, das in dem 
Strahlen biischel . a . • n. 



die iiu positiven Oktanten verlaufenden Strahlen liefert, d. h. das der 
Bedingung genügt, daß 

l and — k dassdbe Vorzeichen, 
A aber das dftTon Tersehiedeiie haben mflaeen« 



Dann werden wir durch die beiden Tom Eoordinatenursprung ver- 
schiedenen Schnittpunkto eines jeden dieser Stiralilen mit jedem der 
Kegel (11) die zur Ebene oi parallelen Ebenen 

(1») *+>'+'-r-rrf r,'" T 

legen und nachsehen, wann wenigstens «ne dieser Ebenen den potttiTen 
Oktanten durchsetat, wann also 

(20) — ; — '^"^^ reell und positiv 
iei 

Beim einmanteligen Hyperboloid (a >• 6 >• 0 >• c) ist die Be- 
dingung > nur ertullhiir, wenn r h ist; dann ist = und 
X — (t- oder - e-. Ist A die reelle Haliiachse der durch ni bestinintteu 
gleichseitigen Ilyperliel, so ist m = — A'*\ in (20) handelt es sich also 

dämm, daß - . , v reell and positiv ist und das ist fOr die X 

' X (1 ±^'*- Vi I) 

unseres Intervalls immer der Fall, wenigstens soweit das obere Vor- 
aeichen im Nenner in Betracht kommt. Wir haben somit: 
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A3i^ dem emmamtdi^m Hyperboloid (9 < SB, C • V^— T) sind, umm 
^>^, gar keine, wenn fi<f6, äüe gleiehseiHgen ^fperhdn mö^/Uth. 

Beim zweimaatdigeoDi Hyperboloid (a>0>ft>e) ist die Be* 
diognng (18) nur erfOUbar, wenn 1 6 1 < a ist; dann ist = M nnd 
— a* oder » c*. Bei der Bediiigang (20) liMidett es lieh dantm, daß 

- V~.^ ^ . reeU und positiv, daß also ;i > 0 und 1 - • i l/Ä I < 0 

«ein muß ; die A muerae IntervallB sind immer ponÜT, 00 daß nur noch 
A^> - , d. h. irrdßer ab der flrdfiere der beiden Werte - und 

zu mm bitraohi. Mithin haben wir: 

JiitfdemmmnMntdigenHuperhta^ 8>(£) 
sind, wenn (S<jB<9 ist, heine gUifAsei^igm ffyiparbdn mdgUdi, da- 
i/egen, wenn IK < 9 < 9 ist, dii^enigen, deren redZe SaülHiehse ^' ^ 9, 
mnd, teenn 9t < (S < iB u^, «fö^^^ hei denen Ä':^ü ist 

Die Behandlung der Parabeln, deren Ebenen in unserer Abbildung 
durch die Punkte der Schnittkurven /i»,„ der Ebene mit den Kegeln (12) 
dargestellt Bind, ist genan analog der Behandlang der gleickseUigeu 
Hyperbeln. An die Stelle von (17), (18), (19), (20) treten: 

(Ha) ^ + A«>-0} 

a{a-^X) und c(e + A) müssen dasselbe yoneiGhen haben, 
h{h-\ X) aber das daTOn Terschiedene; 

<20a) > 0 oder, da a > 0 und » > 0, \i>0, 

"Wir erkennen hieraus ohne weiteres: 

Auf den Hijim t^iolmden sind alle Pamhdn reell vorlwnden. 

11, Die Kegel und Zylhider sweiten Grcuies. — Mit den Kegeln 
brauoben wir nna nicht weiter zu beschäfygen; deoui es ist ja klar, 
daß man aas einem Kegel immer einen gegebenen Kegelschnitt ans- 
schneiden kann, sobald es di^m ähnliche Kegelschnitte auf dem Kegel 
gibt, und das letztere ist stets der Fall, wenn der Kegelschnitt eine 
Ellipse oder Parabel ist oder eine Hyperbel, deren Asymptotenwinkel 
nicht größer als der größte innere Winkel des Kegels ist. 

Den elliptischen Zylinder erhalten wir als Übergangsfall zwischen 
dem Ellipsoid und dem einmanteli^cn Hyperboloid, wenn wir rT>^>0 
und r ^ 0 setzen. Gegen die allgemeinen Fälle tritt dann die Ab- 

Arobiv dfr Mathematik und Phyalk. IIL B«ih«. XII. 21 



(18.) I 
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wei<?hung ein. daß (f ~ % (s. die ForiiT^ln O)) wird und daß die Haum- 
kurven li^^^ als Schnittkurveu der i^'Iächeu (s. die Formeln UO)) 

= jj • (rn — 1|>) — 0 und s « . j;« — ^ — 0 

je in drei Gcradnn zerfallen, niiiulich in die allen gemeint^ame, doppelt 
ZQ reclmende Gerade ^lif und in die Gerade mit den Gleichungen 

ra> — ^ — 0, sx — f*a^O* 

Es handelt sich also dsrom, zn untersucheu, wann die letstere Gerade 
im positiven Uktanten Terlaufl: Da auf ihr 

ist und a positiv, —h und {b~a) aber negativ pind, muß — asr a^s 
positiv und — bsr + b^s negativ sein. Wir finden ganz analog, wie 
früher bei den X, daß es für 4<s<'X; immer ein Intervall (/; <r<r,) 
gibt, in dem das stattfindet, und daß — ^bß" und r, gleich dein 
kleineren der Werte ^aa" und ^bo' istj und zwar ist, ebenfalls analog 

wie froher, — ^a«^', wenn ä > - 'j^^ nod r^,— ^bö', wenn 4 ^ * ^ 

ist. Daraiui folgt: 

^tt/' einem dlipUsdim Z^fMer^ dessm Hdibadisen 9<2B 9md, liegen 
redie Mlypam wn den Halbadisen A> B, wenn 

aUaeedet: 0<|£| und ^£B£fb 
oder: B^Sb^Ä 

isi. 

Der hyperbolische Zylinder ergibt eich ab Übergangs&ll zwischen 
den beiden HyperboloLdeOy wenn wir a > 0 > c und 0 eetsBen; wie 
beim elliptischen Zylinder zer&Uen die Kurven B^^^ je in drei Geraden, 
Ton denen inimer nur eine in Betracht kommt. Auf dieser Geraden ist 

x: y : s = c{r- — asr -f a-s) : {a — c)r^ : — a{r- — csr -f c's), 

nnd es müssen also, damit sie im positiven Oktonten liegty r*— a«r+a*» 
und — Cjjf + c*« beide negativ sein. Ffir $<0 gibt ee immer swei 
Intervalle (r„^r^r„), für deren r dies eintritt. Das eine liefert 
die spitzen Hyperbeln und hat r„ — 0, wShrend, wenn a < | e [ isi^ 

- ^<?tf' für * < nnd r„ = Vaff" für ^'^ + " ' < s < 0, wenn aber 

a > |c| ist. immer — 4^ctf' wird. Das andere Intervall liefert die 
stumpfen Hyperbeln und hat ^ 0, während, wenn a < cj ist, immer 
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' c -4- ti j* 

= wenn aber a > |c| ist, — ^an' &x 8^ cä 
= |cö" für ^ s < 0 wird. Hieraiis folgt: 

Auf einem hyperboliachen Zylinder, des-sen Hulhai ltsm % und S • V — 1 

sind, liegen rccUc Hyperhein van dm Halhadisen Ä und B' ' )/— 1 vMter 
folgenden Bedingungen: 

/s^ SC > (S^y A> 8i$tä die ßpUge» Hj/perbeln mögUck, für die 
entweder: ^ < ^ B"^li 

oder: ^^^.<i^und Ä' 

md aBe stumpfe» JSgperMnj ß*" ^ 

M fl<(i, ao eind aUe epiüm Rfperbdn mögUek, für die 

und die siumpfen Mffperhdn, für die 

eidweder: K^!^^ und B'^iS, 

oder: ^^^Koo und A'^^L 

isL Das heißt sneammengefaßt genau wie beim sweimanteligea Hyper- 
boloid: 

E8 muß entweder 

0<^;^| und B'^^ 

oder 

|^^.<oü und 

eein. 

12* Die paraholischm Flädim ztveiten Grades. — Die ganze von uns 
angewandte Methode läßt sich auch für den Fall amgestalteoa, daß die 
gegebene Fläche zweiten Grades ein Paraboloid oder ein parabolischer 
Zylinder ist. Doch können wir bei diesen Flächen unser Problem auf 
yiel einfachere Weise erledigen. 

Aus einem elliptischen Paraboloid kann man zu jeder Ellipse und 
aus einem hyperbolischen Paraboloid zu jeder Hyperbel durch reelle 
Ebenen wirklich ähnliche Kegelschnitte ausschneiden^); nehmen wir 

l) Vgl. W. Ludwig, a.a.O. S.24 u. 26. 
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eine solche Ebene, so gibt, es immer eine reelle und endliche Tan- 
gentialebene des Paraboloide.s, die ihr parallel ist, und die zu £ paral* 
lelen Ebenen, die auf derselben Seite dieser Taugentialebene wie f liegen, 
schneiden, wie unmittelbar ersichtlich, aus dein Paraboloide dem gegebenen 
Kegelschnitt w irklich ähnliche Kegelschnitte aus, deren Achsengrößen 
keiner Beschränkung unterliegen; also gibt es aach immer dem go- 
gebenen Kegelschnitt kongruente: 

Auf dem eüiptiscfu-^i Paraholoid sind alle Ellipsen und auf dem 
hyperbolischen Paraholoid sind aUe Hyperbeln reell vorhanden. 

Schneiden wir ferner ein Paraboloid, dessen Gleichung 

sei, mit einer zur J?-Aehse pandlelea Ebene, deren Gleichung in der 

Noimalforni x . v • > j a 

Ä C08 ö4- Y 8mo — d — 0 

laute, so hat die ädmittparabel den Parameter 

1 1 

^ I a sin'd -j- cos'ö |(a — b)sm-d-j-b. 

Da p von d unabhängig ist, so heißt Am: Auf den Patabaioiden sind 

in parallelen Ehmen gelegene Farahehi Icongruent. 

Lassen wir nun Ö von 0" bis 90° gehen, so erhalten wir alle 
reell möglichen Werte von p und finden damit: 

Auf d^n eüiptisdien Paraholoid, dessen Gleichung 

«8^, sind aüe Parabdn mit dem Parameter p wög^üht für die 
Auf dem hffperboUsehen Paraboloide dessen Gleiduiaig 



ist, sind aUe Parabdn möglich, deren Parameter p nidd Heiner als der 
Uemere der beiden Werte fl* und 8* ist 

Als letzte Fläche bleibt uns noch der parabolische Zylinder; schneiden 
wir ilin durch eine Ebene senkrecht zu seinen Kanten, so bekommen 
wir eine Parabel von einem gewissen Parameter die Ebenen, die 
durch die Scheiteltangente dieser Parabel laufen, tragen Parabeln, deran 
Parameter alle Werte Ton 0 bis |>^, und die Ebenol, die dnrdi die 
Symmetrieachae jener Parabel laufen, solebe^ deren Parameter alle Werte 
von 1^ bis oo annehmen; also sind alle Parabeln moglieh. 

Breslau, den 3. April 1906. 
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Zur Scliatteuküüäti uktioü lur das Plückersühe Konoid. 

Von Eduard Janisch in Fing. 

1. In dem bekannten Ltbibuche der (larstelleudeii Geometrie der 
Herren Röhn und pH|»peritz wird in dem Kapitel „Verschiedene 
Flachen'^ u. a. auch das Flückersche Konoid eingehend behandelt^) 

Die beiden letzten Artikel, welche auf diese Fläche Bezug hab^ 
sind insbesondere der Schattenkonstruktion für ParaUaLbelenehtung 
gewidmet. In der vorliopenden Arbeit beabsichtigen wir uns über 
dieses Thema tiusfübrlicher zu verbreiten, als es dort ji;e seil eben ist, 
und werden auf ganz elementarem Wege Aufschloß erhalten über den 
Charakter der auftretenden Kurven. 

2. Wir untersuchen zunächst den einfachen Spezialfall: die Liehi- 
strahlen fallen parallel zu einer der beiden Symmetrie- Ebenen der 
Fläche ein. In der Figur ist die Achse (a) des Konoides senkrecht 
zur Grundriß-Ebene angenommen, diu TorsaHinie (t^) läuft parnllel zur 
Prujektiüus Achse, die Torsallinie {t^} liegt in der Grundriß-E))eiie und 
steht senkrecht zur Aufriß -Ebnuf Die Fläche besitzt also eine zur 
Aufriß Ebene parallele Synmieti ;i I'bHjie, und es soll die iSchatten- 
koustmktion für zur genannten 1 'n i ktions Ebene und unter sich 
parallel einfallende Lichtstrahlen luei ilurcJigeführt werden. Als Leit- 
ellipse (//) des Konoides wählen wir seinen Schnitt mit der durch 
die untere Torsallinie (t,) gehenden aufriß jjrojiziereuden Lichtebene. 
Der Aufriß {L) ist somit nichts anderes als der Aufriß des durch den 
unteren Kuspidalpnnkt (S^) gebenden J^ichtHtrahb-s, und der Uruiidnß // 
ergibt sich dann als der über S'^a' als Durchmesser beschriebene Kreis, 
wo (a) der in {t^j gelegene Scheitel von (L) ist. (Aufr. a = X X tj). 
Wir zeichnen nun ein Quadiupel von Erzeugenden ein, von denen das 
eine Paar (e), (fj dnreh den 1>eliebigen Punkt (m) auf der Achse (o) 

_geht, waluend das andere Paar (f), i^ej) die (q) in (m) triflft, wo («) 
der in bezug auf den Mittelpunkt (z) des Konoides (d. i. der Halbienmgs- 
punkt der Distanz der Kuspidalpnnkte {S^)) symmetrisch gelegene * 
Punkt ist. Die zwei Parallelen zur Projektions-Achse durch m und n 
stellen folglieh die Aufrisse der Tier Erzeugenden dar, und zwar fällt e 
mit fi und e| mit f zusammen. Sind (ß), (v), (f%), {v{) die Schnitt^ 
punkte Ton (L) mit beziehnngsweise (e), (f), (Cj)» (f^), so ist Aufriß 

1) Im S. Bd. d. 1. Aufl. in den Art. 788-^7M (S. 868 ff.). 
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|t s — e X i und V ^ (Ii ^ ^ X L, und durch Herabloten in V 
«rgeben sich die Grundrisse f*', v,', welche, mit <Sj,i»',»',jy') 
verbunden, die Grundrisse e', f, c[, \[ ergeben. Man flieht^ dafi Mwohi (e) 
und (f) als auch (C}) und (fj sich senkrecht kreuzen. 

Konsfr\i!»Ten wir nun den Schlagschatten dieses Erzeugendeu- 
QuadrupeLs auf die untere Torsalebene (die Grundriß-Ebene). Vorerst 
sei bemerkt, daß der Grundrißschlagschatten t* von (t^) mit t[ zu- 
sammenfällt, während t| ^ t, ist und zudem, da (L) laut Ynraussetzung 
in dor durch die Torsallinip (t^) gehenden Liclitebene liegt, zugleich 
den Grundrißschlagsclinttfu L* darstellt. Die Punkte ,S"* unä iS* sind 
die Schlai^sehatten der Kuspidalpunkte. — Weil die Grundrisse <ler 
Lichtstrahlen zur Projektiuns- Achse parallel laufen, so ergibt sich fi^ 

als Schnitt von tj mit fi^'li^f und [i' ist identisch mit fi*, so daß uns 
bereits die Parallelen durch jtt* zu c', f bzw. die Orimdrißsehlag^schatten 
C*, c* der horizontalen Geraden (e) und i. e, ) liefern. Analog ergibt 
sich V*, und die Parallelen dureli i' zu f, fj sind die Grundriß- 
schlagschatteii von (f\ ffi\ Sind m% n' die Schatten von i m) und («), 
so ist klar, daß e*, sieh in w* schneiden, während e*, f* durch n 
gehen. Die Mitte von m* n* ist dann der Schlagschatten s* von (z). 

Wir henierkon jetzt sofort, daß das Dreieck w*^*v* ein gleich- 
schenkligen Dreieck ist, dessen Höhenschnitt nach ;?* fällt. Der 
Ff iferbachsche Arris diese.s Dreieckes ist mithin «1»^ 'n>er S^z* als 
Durchmesser be8ehriel)ene Kreis yf. Alle r/lrii i>.<i !"'hi\i Ih-rüd>e, 
deren Basis in die t, fälH und (hren ScIimLil <lir ih tiiidrißschi<ujsvhaHen 
zweier im f^tJhm Vmüdt dir Achac (n) f^ich srloiridrndei' Erzeugenden 
des Plüeket, selten Konoides bUden, haben den festen Kreis jC zum 
1' f uerb a r h scheti Kreis. 

3. Der Kreis ^ ist zugleich der Ort der Schnittpunkte der 
Schlagschatten je zweier sich rechtwinklig kreuzender Erzeugenden 
des Konoides, wie c*. \* , die sich in y," treffen, welcher Punkt 
als IPihenfuLipunkt im Dreiecke m*fi't* oücnbar auf .J* liegen 

muß. Die c* trifft .7* noch in ^* — der Mitte von m*/i*. Fassen 
wir I* als Schlagschatten eines Punktes (|) der (c) auf, so ist (|) 
nichts anderes als der HalbieruDgspuukt der Strecke (»w/t). Der 
Aufriß H ist die Mitte von w/i, und >!i r ^Inm !riß |' halbiert w'/i » 
d. i Sg/i'. Der Kreis .4* ergibt sich folglich auch als Schlagschatten 
der Ellipse (A) auf dem Konoide, deren Aufriß A durch die Gerade 
a»S, (Vv Mitte von a.S',) und deren Grundriß A' durch den über a'St 
als Durchmesser beschriebenen mit A kongruenten Kreis dargestellt 
wird, was sich unmittelbar verifizieren läßt. 
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Nenneii wir den Schnittpunkt X f*, l* den zweiten Schnitt- 
punkt von C* mit A*, und verbinden wir beide Puukte mit z*, so ist/l* || c'; 
4iiid ti2*m*^\ ist gleichsclienklig, da offenbar /n* =- ist. 

Hienus fol^rt uun -kih]/ ^ ^ iiTr»* und ^ t^Jä'^ - 2 <^ v*m*6': 
3 iCiiiCS\\ d. h. der Bogen i^^iS^ ist doppelt so groB als der 




Vtff. 1. 



|J5^, und der Schlagschntfm S* des Konoides auf die Gi-undriß- 
i^ne ergibt sieh demnach als Envdoppe de) Vrrlnndmff^eraden gleich- 
seitiger Lagen zweier Punkte des Kreises vf, dir von St aus in enf- 
^g&tffeseteter liicfUung den Kreis mit gleichbleibenden Gesdmindigheitent 
die im VerhäUmsse 1 : 2 stehen, durcJdauf'e». S* folglich eine 
Steinersche ^ipoirodioide mit jf als dm sie dreifach berührenden 
Scheitdkreis, 
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4. Auf Grund des eben gewonnenen Resultates »ind wir in der 
Li^, auf dem Scbl^chatten irgend einer Erzeugenden den Berfihrni^l' 
punkt anzugeben. Den Berührungspunkt c* der e* erhalten wir z. B., 
indem wir 7y*|* um sich selbst über |* hinaus TPrlängeni. Durch. 
Zurückziehen des Lichtstrahles könnte man jetzt leicht Aulriß r und 
Grundriß e' des auf (e) gelegenen Punktes {<(: \ der Selbstschattengrenze {S} 
des Konoides finden und auch üLu r den Charakter der beiden Kurven 
Aufschluß erhalten. Wir 7jehen es jedoch vor, e' direkt zu konstruieren 
Zu dem Beiiuie legen wir durch (e; die Lichtel eiie Dieselbe ist 
Tangentialebene des Konoides im Punkte der (S), uiui zwar ergibt sich 
(c) als der von [ni'i verschiedene bt,*laiitti)unkt der in jener Ebene gelegenen 
Ellipse {F) des Konoides. Der (irundriß dieser Ellipse ist der Kreis E% 
▼on dem ^* ).' als Grundriß der einen Achse von (7?) ein Durchmes8t;r 
ist. Die e* als Grundrißspur der LKktt ljeue durch (e) ist nämlich 
Tan^^ente in ihrem Schnittpunkte mit der Torsallinie ( t, ), welcher 
mit fi* zusammenfallt, und die zu c* parallele Tangente von (J?) wird 
TOD der oberen Torsalebene ausgeschnitten, welche die (E) im Scheitel (k) 
auf (tj berührt. Da nim der Grundriß von {E) ein Kreis E' ist, so 
finden wir l\ indem wir in f»* ein Lot auf seine Taugeute e* erricJiten 
und dasselbe mit t( zum Sdmitte bringen. Man sidit mm sofor^ 
daß X' auch in /i^^/ liegen muß, denn das rechtwinklige Dreieck 
|i^|i^iSJ ist kongruent mit dem Dreiecke X'Sln*. Der Kreis E' ist 
mitJiin dem Rechtecke fifilX'Sl umsdirieben und hat seinen Mittelpunkt 
in i'^ auf J*, Der Sehnittpimkt yon t' und B' stellt alsdann 'den 
Grundriß e dar, welcher demnach auch einfacher als Fußpunkt des 
Ton ft| auf e' gefällten Lotes gefunden werden kann. Auf diese Art 
sind e^, /*, f[ konstruiert worden. Durch Hinaufloten ergeben sieh die 
Aufinsse e, f {e^, sind nicht eingetragen, da mit / und /j mit e 
susammenfoUen). Der Aufriß 8 der Trennungslinie ist also eine Kurve 
mit der Horisontalen durch g als Symmetrieachse. Im GfwnäHß 8" 
erkemm wir das fferade ZtveihlaU^)^ die FußpmMkwne emer 
Steinersdtm Bypatrw^aide für einett Scheiid als Pd. Es ist nämlich 
sofort SU ersehen, daß der Bogen des Kreises V halb so groß 
ist als der Bogen zwischen und dem nicht bezeichneten Schnittpunkte 
der Verlängerung des Lotes ^[e* mit dem Kreise L\ Die Enyeloppe 
der Lote it{e' ist daher die Steinersdte Bypokw^ids mit V als 
Schdtelkreis und S!^ als einem ScheiteL 

5. Der in (e) das Konoid berQhrende Liehtstrshl trifft dssselbe, 
da die FUche vom S. Grade ist, außerdem noch in einem Punkte (e„), 

1) Gino Loria, 8i>ezielie algebiaische und iraiineadeiite Korrea, S. 157. 
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der offonbar anf (£) li«gt Wir erhalten daher als 2. Sohnittpuiikt 
der Pamllelen zax Pk!ojektioiiB-AehBe dureh e' mit E'. Der Ort der 
Ponkte — der Grundriß des Scblagschattens (H), doi die 
T Wiimng Jiin'p (S) auf die Flache wirft — ist nun, wie wir zeigen 
können, eine Kardioide, und zwar die Fußpunktslinie von L' für .S^ als 
Pol. Zunächst erkennen wir, daß die Tangente in (e„) an offenbar 
als Schnittlinie der Tangentialebene an das Konoid in (e„) mit der 
Tangentialebene längs der Mantellinie (e)(^„) an den Lichtstrahlen* 
Zylinder mit der Basis S* resultiert und folglich nichts anderes ist 
als die Tangente in (e„) an {E). Die Tangente in an 2^' stimmt 
demnach flberein mit der Tangente an E', so daß als finveloppe 
der durch gehenden Kreise ersrheint, deren Mittelpunkte auf dem 
Kreise J' liegen, womit unsere Behauptung, 2J sei eine Kardioide, 
schou bewiesen ist. 

Da e^Sl aufgefaßt werden kann als Chordale des Kreises E' und 
des ihm unendlich benachbnrtt n Kreisee durch Sl, dessen Mittelpunkt 

der zu |j konsekutive Punkt auf J' ist, so steht c'^St senkrecht auf 
der Zentrale beider Kreise, d. h. auf der Tnüi^'pute au .7' in Hj, und 
ist folglich ein gleichschenkliges Dreieck, und die Normale 
-T' in (?j — die e^^' — geht (hirch %' = E' X A' , weil rr'.S'* als 
Chordaie von E' und A' senkrecht auf oder also auch auf ti^e'^ 

stehen muß. Die Figur e'^Sln' n[ ist offenbar em Rechteck, und zwar ist 
/ix,'tf„' Tangente in n[ an L. Die /Jj'-t' geht verlängert durch et' und v[\ 
daher liefert die Taugente in v[ an L' dort, wo sie die verlängerte 
trifft, den Grundriß des Sciilagschattens (f^ \ herrührend vom 
Punkte (f). Es liegen daher (e^) und (/",) auf derselben Fjr/eugenden (r) 

des Konoides, deren Grund rißschlagschatten r* durch e*/* dargestellt 
wird, da die Grundrißschlagschatten von e„ und f„ ja identisch sind 

mit e* hezw. f*. Nun ist i?f* ^ e'J'^„ womit beiläufig gezeigt ist, daß 
die Strecke, weiche von zwei Schnittpunkten irgend einer Tangente 
der Steinerachen Hypotrochoide mit der Kurve abgegrenzt wird, 
konstante i^ge besitzt. Weiter ist unmittelbar ersichtlich, daß die 
Tangenten in zwei solchen Punkten sich rechtwinklig auf dem Scbeitel- 
kreise der Kurve treffen. Wenn wir nun noch bedenken, daß der 

Halbierungspunkt von e*f* auf liegt, weil die Mitte von e^, der 
%' llanietral gegenüberliegende Punkt auf A' ist. so erkennen wir 
in At den Fenerbachschen Kreis des Dreieckes e'f*)*, der auch 
durch die lütten der Katbettti g^t, weshalb ife* = ist, womit 
wieder eine bekannte Tangenteneigenschaft der Steinersc^ien Hypo- 
trofkoide bestätigt ersebeint. Endlich ist noch za en^Omen, daß die 
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Höhe Hilf die iljiioteuuse in jenein rochtvrmklif^vn Dreifcke deu Schlag- 
achiitteii 5* der durch i gehenden I^r/.eu£»endt.'ii («) darstellt (.t'* — 

ß. Zu dt n.s('lb*^n lu'>Mltateu koinmen wir übrigens auch durch 
folijeiide t'berlegungen: Die Ellipse (/•,') wird von zwei Lichtstrahlen 
in den Punkten i/)), (7 ) berührt. Die (irundrisse p', q' sind die End- 
punkte dpB 7U tj uortniileii I )urclime88ei*8 von E'. Diese Punkte 9) 
gehören selbstverständlich gleichwie (c) der Trennun^slinie (S) an. 
Ihre Selilagseliatten p* , q* fallen in e* und ihre Schatten auf dem 
Konoide p . r/^ fvon denen p„ hier ein uiieigentlicher Schatten ist) 
liegen auf (c). Die Punkte (p), (q) liegen weiter aui /.svci sich recht- 
winklig kieu/,enden Crioeugeuden (\\), (q) der Fläche. Nennen wir den 
Winkel, den j)'//' oder die parallele und gleichlange jt'/j^] Td. i. ein 

Stück \ou e') mit })'</' einschließt, (f, so ist p' (/' --^ p*<j* co:; (f ^ p' r/^cos (f . 
Da <:iS*a'fi' als Normalwinkel gleich «^^'*u'»'j ist, welcher ebenfalls 

mit tp übereiBstimmt, so haben wir a' n' a ' S* cos q und ziehen 

hieraus wegen a'/i' ft: iiy'—p'j' den Schluß, daß i>*fl* — l^ajj — <»'<^ 

— also konstant ist. 

Weil ^' die Mitte von ist, so laßt Bich Z" leicht konstruieren. 
Wir haben bloß von den Sclinittpuuktou des Kreuses A' mit beliebigen 
durch Sl gezogenen Strahlen den Durchmesser von J' nach beiden 
Seiten abzutragen. Die erscheint so als Konchoide abgeleitet 
aus ji' ujid dem um S*. ah Mittelpunkt beschriebenen doppelt so großen 
&ei8 für St als Pol. Demgemäß treffen sich die Normalen an 
in ^' und q^ in dem ^' diametral gegenüberliegenden Punkte auf ^''); 
die Identiiüt der 2" mit der Fußpunktskurre von A' für Äj ala Pol 
ist uiun Ittelbar der Figur zu entnehmen. 

Betrachten wir noch die Schlagschatten p*, q* der durch (j)), (q) 
gehenden Erzeugenden (p), (q) des Konoides, so ist leicht einzusehen, 
daß deren auf f zu liegen kommender Schnittpunkt »;* kein anderer 
als der diametral ;Tegenüberlie<,f«'nde Punkt sein kann, <ider also 
der von verschiedene Öchnittpuukt von f* und /(* Denn i' als 
Mitte von ^/^* ist das Zentrum des Umkreises für das rechtwinklige 
Dreieck p^q*^^*,- Nun ist aber der lladius dieses Kreises dem Durch- 
messer von .r gleich, woraus unsre Behauptung folgt. jf ist 
wiederum der Fmcrha i lisclic Krei^ dieses rechtwinkligen Dreieck.-^, 
der also auch dtuch die Katlietenmitten geht, was wiederum auf die 
einlache ßerührungspuuktskonstruktion für die Tangenten von S* führt 

1) Chr. Wieuer, Lehrbuch d. darst. Geometrie, 2. Bd., Art. 174, >S. 1Ö2. 
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7« In der Figur eiiid nodi eingetragcoi die EonBtraktionen des 
«ogletcli naher zu charakteriBierenden Eizeugeudenquadrapek (t), (i^, 
it)f (ti) samt den SchlagschatteD der yier Geraden, den auf ümen ge- 
legenen Punkten (t), (i^), {h)t Qst) von (8) und deren Schatten auf die 
Gnmdxifiebene. Außerdem sind die auf {L) gelegenen Punkte (g), (h) 
Ton (S) ersiclitlic]], die den beiden durch (e) gehenden Erzeugenden 
(g), (^) des Konoides angehören. Ihre Grundrißschatten g*, Ä* fallen 
in tj, und sie gehören zugleich als Punkte r/,',, h'^ der H' an, woraus 
ibigt, daß der Aufriß £ in die Projektions- Achse berührt. Daß 
■g' und //' Berührungspunkte der zu tj normalen Doppeltangente von S' 
sind, ist leicht einzusehen. Die Aufrisse von (g), (//) fallen zusammen; 
der betreffende mit g und h bezeichnete Punkt ist offenbar ein Scheitel 
von S. Da ii), als die durch die Mitte von (^'^(S^) und (f), 
als die durch die Mitte von \z)(S^) gehenden Erzeui^euden des Konoides 
ant^enoranien wurden, so schließen i' und i^ mit t,' einen Winkel 
von 30*^ ein, während t, t[ gegen tj unter 00" geneifrt sind. Die 
Punkte t", i[ liegen auf t*, ^^'^^^ daher Scheitel von S* . In den 
Punkten (7,!, i/.,) sinl die durch sie geilenden Lichtstifilih'U Unupt- 
4a»genien des Konuides, denn der Grundriß des Lichtstrahles durch (Je) 
schließt mit k' — dem Gnnulriß der Erzeugenden durch (k) — einen 
Winkel von GO" ein, also einen, doppelt so großen Winkel als f 
mit bildet. Analoges gilt aber von (f,). 

Demzufolge fällt mit (A) und {Ji\„) mit (k^) zusaiunim, 

und (ig) kommt auf {t) zu liegen, während auf ({J euthalteu ist, 

-da ja die auf eine Erzeugende fallenden Schlagschatten von Punkten 
der (S) herrühren, die auf zueinander rechtwinkligen Erzeugenden 
liegen. Die Normalen in k'^ und i'^ an ü' sehneiden sich in t" (Nr: 6) 
nnd sind aufeinander rechtwinklig. Daher sind die Taugenten der £' 
in k'^f k\„ U tj, während sie in i^, (ia K normal sind und in einti 
<}erBde &]len. Li k', k'^ berühren sieh demnach 8' und 27'. 

8. Wir können nunmehr in die üntersnchnng des Aufrisses der 
Kurven (S) nnd (2;) eingehen. Zunächst zeigen wir, daß 8 eine 
Kurve 2. Grades ist. Der Qesamtschnitt des Konoides mit dem Lichi- 
'strahlen^linder durch den Kreis ^ der Ghrondrißehene besteht aus 
•der Ellipse {Ä) nnd einer Baumkurve 4. Ordnung {H), die offenbar 
■symmetrisch Kur auliißparallBlen Yerbindnngsebene von (t^) und (a) 
liegt und daher zum AuMß eine Kurve 9. Crrades hai Diese Kurve 
•ist aber sohiefsynunetrisdi zum Aufriß 8 f&r die Gerade A (oder aS^) 
^a Symmetrieachse und für zur Projektions-Achse parallele Symmetrie- 
Strahlen. Daraus folgt dann, daß auch S vom 2. Grade ist Um dies 
Alles einzusehen, genttgt es einen Punkt (tjf) von (H) ins Auge zu 
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fassen. Mit (»/) bezeichneten wir den auf (€j gelegenen l'unkt der (i/J. 
Sein ürundrißschlagschatten ist r/ = c* X f*, hiernach ist »j' auf e' 

und mitbin auch auf e leicht einzuzeichnen. Nun ist aber >j'5' = |*e* 

und demgemäß ti'^'^l'*'' und »;| — |c, welch letztere Relation un- 
mittelbar unsere obigen Behauptungen beweist. Beiläufig folgt noch 
ans |'i}'""|V, wegen |'«' H ^^6,', daß die Normale auf e' m ^'^ 
durch v'j geht Da die Gerade ff*v[ in besug auf a* xentriseh 

symmetriseh sur Geiaden n'^c' liegt, so gilt dies auch fttr ihre- 
Enreloppeu. Mithin ist der Grundriß If die Fußpunktdinie für 
als Pol einer Steiner sehen Hypoirodhoide mit V als Selieiidkieis 
und a' als einem ihrer Scheitel H ist somit ein gerades Drei- 

Daß nun S spesieU eine Parabel ist, emehließen wir^ wie folgt 
Die Tangente am 8 in t ist der Aufriß des Lichtstrahles durch (k),. 
also die Parallele zur Geraden X. Die Tangente in t tnSt die jir im 
nämlichen Punkte t wie die Tangente in h. Dieser Punkt ist also Pol 
der ik. Stellt sich heraus, daß g die Mitte dee Abstandes der ik 
Ton ihrem Pole i ist, so kann S nur eine Fterabel sein. Nun ist 

Abstand (if, iA) « Alratand («'t'j[) — |a'oi', ferner ist tff'—ku, und 

da it als Mitte von (fS^ mit w und w ui einer Geraden liegt, Jio haben 
wir fff = ku == Abstand (m'. = i«'«'. Es ist also tataächiich 
t(f ^ Abstand (g, ik). Die Eigenschattengrenzi- (S\ selbst ist eine 
K.'iumkurve 4. Ordnung, denn der nufrißproji/jereiule parabolische 
Zylinder durch eelit durch die Torsallinie {U) den KOnoidef! und 
durch dessen unindluh ferne einlache Leitgerade — die unendlich 
ferne Gerade der Grundrißebene — , so daß der Restschnitt \S) von 
der 4. Ordnung ist. Der längs (S) dem Konoide unischriebene be- 
rührende Lichtzylinder 4. Ordnung hat endlich mit der Fläche uoeh 
die Uaunikurve (^) gemein, welehe demnach ebenfalls von der 4. Ort! 
nung ist. Diese projiziert sich im Aufriß wiederum als Kurve 2. Ord- 
nung und zwar elienfalls als Parabel. 

Wir benuM-ken zunilclisr. daß ein Durchmesser \uii JL' ist, 

und zwar jener, der die zur l'rujektions-AchBe parallelen Sehnen halbiert 
(uegcii ;> £ = ^^„1. Der Punkt »r„ ist speziell die Mitte von 
zugleicii auch «iie Mitte des Abstandes (u, a). Da nk„ uu^ so wird 
die Strecke A„/„ durch u, u„ und ihren Schnittpunkt mit a in Tier 
gleiche Teile geteilt, and weil die Tangente an £ und L und jene 

1) Oiuo Loria, 1. e. 
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in f,_ If Q läuft, an treffen sich dicsf beiden Tanr^ciiten in einem 
Punkte» /„ auf dessen Entfernung von « u^S^ ist, womit aucii H 
als Parallel clmrakterisiert erscheint. 

9. V\'ir ^ehen jetzt darau, die Schattenkonstruktion für parallele 
Lichtstrahlen von allgemeiner Lage gegen das Konoid zu untersuchen. 
Wir arbeiten })loß mit einer Projektion und wählen als Projektionsebene 
(P. E.) die Torsalebeue durch die Torsallinie (tj). (Fig. 2). Es sollen 
•der Schlagschatten anf diese Torsalebene und die Projektionen der 
Eigenschattengreuze und ihres Schlnfjmehattens auf die Fläche kon- 
str\uert werden. Von der Ausiülirung der Konstruktion im Detail 
sehen wir jedoch ab. Da {t^) m der Projektionsebene liegend an- 
genommen wird, 80 
iat t| 5 — dem 
8elilagwsliiiltm der 
(t,) auf die Projek- 
tionsebene. DiePto- 
jektion t| der Tor- 
sallinie (t|) ist eine 
Normale auf t,, und 
ilir blofi mit Si be- 
zeichneter Schnitt- 
punkt mit stellt 
die Projektion der 
Achse (a) des Ko- 
noides und folglich 
aller ihrer Punkte 
dar. Die Gerade I sei 
die Projektion des 
durch den Kuspidal- 
pnnkt jS, gehenden Liehtstrahles, und sei der Schlagschatten von (8^ 
auf die Projektionsebene. Dann ist t" || t, durch 5* der Schlagschatten 
von (tj). Die Erzeugende des Konoides, deren Projektion mit ( zu- 
<?ammenfallt, heiße (g), die zu ihr normale Erzengende (^). Die 
durch (J)) irf'hende Lichtel)ene schneidet die Fläche in einer Ellipse CT,'), 
welche wir als Leitlinie wählen. Die Projektion von (L) ist ein Kreis, 
welcher offenbar in n* ^ Og = t * X tj die zu Ii parallele fj' berührt- 
Der gegenüberliegende Punkt a^ ist auf t, enthaiten und kann leicht 
gefunden werden. L ist hieraui' über a^rL, als Durchmesser zu be- 
schreiben. Die Punkte 'f, , a.-> sind ersichtlich die Projektionen der 
in (tj), (tg) gelegenen }iauptscheitel (a,), (%) der (L). Der Schnitt- 
punkt /» Yon L \md \) gehört der Pr6jektion S der Eigeuschatten- 
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grenze (S) an, und /<* in ^*(hh* \\ I) ist der Berührungspunkt der 
Taiigtute I)* des Schlagschattens »S* auf die Projektionsebene. 

10. Fassen wir wiederum wie in Ar. *i ein Quadrupel (e). (f), (ei), (f,> 
von Erzeugenden ins Aurre von der Beschaffenheit, dalJ ( c)X(a t = {fi)X( a i 

= (m), if ^ X (a) ^ (Cj) X (a) (n) und {z)(j}}} = (ri(«t ist, so bilden 
die Projektionen fi, v, fXi, i', ihrer Schnittpunkte mit (T.) die Ecken 
eines L eingeschriebenen Rechteckes fiu^vv^, in welchem die Gegen- 
seiten ua^, i't'j Ii g und die Gegenseiten ^^v, /iv, || laufen. Die 
Sc'hliigschatten auf die P. E. der Paare (ju), \ und (v), (v,) sind 
dargestellt durch /i* — l)* X //üi und i* = {yxvi\. Ziehen wir nun 
durch r* die Parallelen f*, f* zu f. f j , so stellen diese Linien die 
Schlagschatten der bezüglichen Erzeugenden dar, und es trett'en sieh 
dann e*, f* in m* und f% e[ in n*, welche beiden Pmikt« auf a* = g 
liegen, und zwar in gleichen Abständen von z", der Mitte von S^St. 

Als Fi'!u rh(i( Jisrhen Kreis des Dreieckes m'fi'v*, für welches «* 
der Höhenschuittpunkt ist, erhalten wir den Kreis über at~* als 
Durchmesser, und mithin treffen sich die SchlagsehatN li zweier sich 
senkrecht kreuzenden Erzeugenden des Konoides in den i'unkten iIhs 
festen Kreises /t. Im vorliegenden Falle ist ?/* = c* X f* em solcher 
Punkt. Auf r liegen al»er anch die Mitten |* von m*n* und u*a*. 
Betrachten wir dieae Punkte als Schatten von (e), beziehungsweise (C,) 
angehörenden Punkten, so ergeben sich deren Projektionen sofort als 
Mitten von Stu und Stfi^. d. h. yf ist der Schlagschatten emer 
Ellipse ( A) auf dem Kous.ide. deren Projektion y1 der in den Kreis 
L berülirende, durch dessen Zentruni gcbeiulo, halb ao große Kreis ist, 
welcher folglich mit ^1* kongruent ausfällt und in der Mitte von 
Slal den Kreis yf berührt. 

Um den Berührungspunkt e* der Tangente c* des Schlagschattens .s" 
des Konoides auf die P. E. zu ermitteln, legen wir konform dem 
Vorgänge in Nr. 4 durch (c) die Lii-litebene und suchen deren Be- 
rührungspunkt (e) auf (c); der Schlagschatten von (r) ist e\ Der 
Punkt (e) selbst gehört der Trennungslinie (S) und der noch vorhandene 
Schnittpunkt (cj des in (e) das Konoid berührenden Lichtstrahles mit 
der Flädie ist ein Punkt des Schlagschattens (27), den (S) auf da» 
Konoid wiift. Der Punkt {e„) wird natOrlich »af der Ellipse (JE) 
liegen, welche die Licbtebene durch (e) aasschneidei 

Die Projektion der Ellipse (E) ist ein Kreis JEf wdcber die e* — 
die Spur der Ltcliiebene auf d^ P. d. i. der Torsalebene durch (t,) 
— in ihrem Schnitte mit berührt. Der Kreis E geht auch dundi 
i>Z und femer durch n^, welcher die Projdction des Schnittpunktes der 
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Eraeugendeu (e|) mit dem dorcli {[t) auf (e) gehenden Liclitstrahla ist. 

Wir können nun leicht zeigen, daß |j der Mittelpunkt Ton E ist. 
Wir brauchen bloß einzusehen, daß (j^iSl) die Normale in iS^ an 
also einen Durchmesser von E vdrstellt. Die Normale an E in 
mnfi aber mit tg denselben Winkel einschließen, den die Norraalp in 
t, X e* mit der t, bildet. Der letztere Wiokei ist non als Normalwinkel 
dem Winkel (c, tj) gleich, welcher wiederum mit (Cj , übereinatimmfc 
vermöge der Symmetrieverhältnisse des Pifickerschen Konoidea. 
Damit ist tatsiichlich als Zentrum des Kreises E nachgewiesen. 
Der Punkt c = a x E dor Projektion der Eigenschattengrenze (S) 
ergibt sich der'^e^^tult einlach als Fußpnnkt des Lotes aus n^ auf S^^i 
* oder e). Der Ort der Punkte r — die Projektion S der {S) — er- 
scheint auch hier als Fußpunktsliuie einer Stc im r sehen Hifpotroclimde 
mit dem Scheitelkrcise L und für als Pol. Nennen wir don 
Kweiten Schnittpunkt der ru^ mit L, so muß zum Beweise dieser 
Behauptung gezeigt werden, daß bei einer gleichmäßigen Drehung 
von e um S^, die zugehörigen Punl<fe Uj, Aj in entgegengesetzter 
Richtung auf L sich gleichförmig bewegen mit Geschwindigkeiten im 
Verhältnisse 1 : 2. Oehmgt bei dieser Drehung e speziell nach g, 
so kommt /i nach nach -S"^ und nach //. Der Punkt t^^ hat 

also den Bogen (i^ Sl durchlaufen (über ft) und den Bogen h 
(fiber v). Nnn ist S\v j| folglieh aare •» are |^«; femer ist 
micli wegen || Sfi are — arc i^^J, und mithin in der Tat. 
are — 2 ore 

Ziehen wir jetni durch e die Projektion des Lichtairahleey die 
Paiallele zu I, ao trifft diese die E noch in — einem Punkte der 
Projektion 2 des Soblagschattent (22), und der Schnitt mit e* ist der 
Punkt e* — der BerShmn^punkt e* der Die Tangente in e„ 
stimmt flberein mit d«r Tsngante an die E, so daß S als Enveloppe 
der durch S^^ gehenden Kreise auftritt, deren Zentren auf dem Kreise A 
liegen. Die £ ist demnach wiederum eine Kardwide mit 5^ als Spitze, 
die auch als Fußponktslinie Ton £ ftr «SJ als Pol erhalten werden 
kann. 

üm endlich die iS* als Steinersche Hifpidroehoide nachzuweisen, 
genügt es, zu zeigen, daß ijV — 21^*1* ist Denn kommt, wie hier 
die 5*, eine Eurre als EnTelot>pe der Verbindungslinien zweier gesetz- 
mäßig anf einem Kreise ^ sich bewegender Punkte |*, ij* zu stände, 
so ist TOT allem klar, daß, wenn e* der Berührungspunkt einer Lage e* 

der beweglichen Geraden ist, das Verbältnis lediglich in sebi' 
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einfacher Weise abhängt vom Verhältnisse der Momentangeschwindig- 
keiten der Punkte |* und i*. Ist nun jenes Verhältnis konstant, und 
setzt man Toraos, |* bewege sich gleichförmig auf J*, so gilt das 

nftmliehe von 17*. Die Eonstanx des Verbältnissee 4=^ laBt sich 

aber wie folgt nachweisen. Es ist AftftiSJ ~ Aw<*«*/i*, und daher 
/tfi| » m*»*, was die Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke und 
m*n*i2* nach sich sieht Die Strecke y>e ist daher mit der zu ihr 
parallelen, aber enig^oigesetzt gerichteten Strecke m*^f von gleicher 
Länge. Die f^e ist femer gLeicfalan^ parallel, absr gleich geriditet 
flo daß wegen ^* als Mitte von m*fi* derselbe Punkt audi in die Mttte 

▼on zu liegen kommt , nnd mithin L » i ist. 

II*«* 

Dieser speaielle Wert des TeilTerhiQtnisses bedingt, 
wenn |* den Kreis jt mit ^ichbleibender GeschwiDdigkeit durchlänfl^ 
dafi ^* sich auf dem Kreise mit doppelter Oeechwindigkeit in ent- 
gegengesetzter Bichtmig bewegt, nnd somit C* auf einer SUinervkm 
Hfpobrodmde abrollt, die ^ zum Scheitelkreise besitst. Einen 

Scheitel dersdboD erhielten wir durch Dritttlung des Bogens in 
dem I* naher gelegenen Teilpuukte. 

Prag, 4. Juli 19U4. 



Beitrag zur trigonometrischen AnaJysis. 

Von Fbanz Rogbl in Limbaoh bei Chemnita. 

1. £s folgt ans 

(1) c^' = . [cos (r sin (p) -f i sin \jr sin tp j\ 

annSchst 

g-^f . cos (r sin 9) = 1 -j- r cos (p -f jj cos 29> t • 
sin 1^- 8IU 9?) = r sin g> + > • sin 2 9? -j- . . 
und wenn hierin r =■ ix sec 9;, ferner 

00.-9 «>B»9 ^" 
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gesetzt irird, weiter 

<3) COB»@?tt(«tMlfl(>)- ^a?P,-jf»»P, + ij-«»P4 , 

(4) sin X ©in {x tan y) — jj- as"P| ~ a^P^ + ~ x^P^ , 

(5) C08 X ßoi (^a; tan gj j - 1 - ~ x^Q^ + a;*^^ - eV*'^« ' " ' 
(6; ain^r M (x tsn <p) ^ x Q, ~ ^^x'Q, + V -^s^^ ^ 

worin €tn und (Sof die Fnnktionsseichen fUr den byperboliflohan Smns 
besw. Coeinnfl bedeuten. 

Durch Multiplikation Ton (3) und (5) mit ein x und Ton (4) und 

(6) mit CO! X ergibt eieh 

sin X [a:P, - -if ar»P, + ... + (- 1)- P* . ^-i + • • • 

- cos ar . a;«P, - a!*P, + + 1)- ^"1"^ ^ 

-ooB [:r(?, -|;. + + 1)« + . . .], 

wnrans durch Ersr-tznng von sin j und eos .r durch Potenzreiben, 
Multiplikation und Gleiciistellung der Koeffizienten hervoi^^t: 

-GV.+c:)'.+-+(j%)i'..-.+G:)^.. 

3. Wird (7) in die Formen 

•^p.-l.'p.+...+(-l)--l^p,.+... 
- tan«, [«p, - ±j^p,+...+(_x).-.^^;;;;v p,._,+.. .] 



(8) 



(9) 



<10) 



AnWv 4«r llAtlmmlfk und Fhjrilk. DLBsUmw XII. 29 
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gebracht, tana und coto; dcurch i^>teuzreihen ersetzt und aofimulüjilisüert^ 
so kommt 

■ (12) 2"l',.-.-i',. + (V)2'A-P..-.+ " 

• + <- l)"-'(„'l«)2"-'-B.-.P*+(-l)"U'" ,)2'"->£...P., 
(X3) (2« + 1)P,.- (•'+ ') 2« (2' - l)i^P.... - 

2'(2'- l)£,P,.-.+ • • • ■+ (- i '(2'"- '-Oi*.- A 

+ (- ir ') 2" C2" - i)i<.p., 

wodurch die P ungerader Ordnung durch flie V gerader Ordnung und 
umgekehrt ausgedrückt werden. Durch Differentiation von [It) und 
(13) bezüglich 9 gehen mit Beachtung von 

wenn noch mit sec* 9 gekfinst wird, die nnatogen ReUtioDen heiror 
(W) (2n+l)ft.-ft.^.+ f " + •) 2'B, Q,.., - " ') 2»^«...,+ ■• 

•■ • + (-!>- 'f" + ')2"B.<?„ 

(16) 2»«... - (?) -»(2« - - f;) 2«(2* - 1) B,Q„., + 

•••+(- 1)" 2«- «(2-- (_ 1)"+' a'"(2'" - 

wodurch die Q gerader Or^oBg durch solche ungerader Ordnimg uid 
nmgetehrt auBgedrQdct w«raen. 

4« Wemi in (3) and (4) cos« bezw. sina; auf die rechte Sttte 
geschafft und dann sec x bcnsw. cosec :r dordi die gleichwertige Potans> 
reihe ausgedrflckt wird, so ergeben sich 

ein(Ätanf)-(£o + + |i . . - ^ . • •) 

@i«(*tany)- (i- + ''-^^'^•^B.x + B,^ ) (|; P, - ) 

und hieraus, da 

©in (a;tan9)«:»«tao9> + -^ tan* y + • • • 
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(17) tang»— , _ tl^ P,. + A - 1) J't - 

- C4")(2"-* - 1) 3... P. + ••• + (- l)" ,)(2' - 1) i% P..-,] , 
aus welchen durch Differentiatioii bezüglich ^ mit Beachtung Tom 

*• *" oob" qp * CO«' 9» 

nach £ürzang mit sec' tp und 2n besw. 2» — 1 hnrorgeht: 

(18) ua«-' » - fr ') -p. - (*"r ') ^. + • • • 

(19) ^ - ti^. + - ^ [- f + ■) (^-' - 1) ^. «. 

+ C t >2'— - 1) -B.- . — • + (- 1)" 1 - 1) ft.. J . 

5. Da in den Resultat/^n (12) bis 1 19) eine Veränderliche aulLütt, 
die jeden Wert amiehmeii kanu, so künueii dieselben als Ausgangspunkte 
für die mannigfachsten Kiilutionen zwischen BernoulliBchen und 
£ttler8cheD Zahlen gelten. 

Inr^besüiidere kumi der einiaciie Zusammeuliimg dieser Zahlen mit 
dem Sintis bezw. Cosinus der Vielfachen des Bogens zur Ausscheidung 
aller jener B bezw. E, deren Zeiger einer vorgegebenen Zahl bezdglich 
eines bestimmten Moduls kongrnent sind, verwendet 'werden. 

So bewirkt die Einsetzung (p=J, 1<;)<2m— ungerade, 

in (18) das Verschwinden aller Glieder mit wo r^Omodjp 

ist;; desgleichen in (12) das Verschwinden aller Glieder mit B^_^^_.i^^ 
wo rsO modjp ist. 

Ferner venirsaclit die Annahme l<j}<2ii — 2, in (17) 

den Auafall aller r = Omodp, p vmgerade, ebenso in (12); ferner 

in (15) und (19) aller r — Omodi>; in (16) aller 

rsO mod^ und in \\b) aller jB^^^^^^jj. 

22* 
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6. Bemerkenswerte besondere Formeln entstehen durch die £m- 
aetsang toh ip — V^« in (14), (15), (16): 

*— 2 r Q»— V 



(20) 
(21) 

(22) 
(28) 

(24) 



TC- 1) i 2« XI (!) ^.-.4-1 - i. » ungand« 
»t,Cl0 .. -r » ' , 

^(- 1)4 ai Ö - » 

i)T 2'^' C) -ßi. - « ^ 4 

,6,10... 

^(-i)rr2-r(2'-i)(,)B^.-», »1^2 



. =8,6,10... 



mod 4 



(25)*) 2^-1)"**2^^2'-1)0b^,-«, nsO 



mod 4 



7. Wenn in den Formeln (12) bis (19) die Zahlen B und E als 
Unbekannte angesehen und aus den für n — 0, >»=!,.., hervor- 
gehenden Systemen bereclmet werden'), so erhält man neue, eine ganz 
wülkarliche Veränderliche enthaltende Ausdrücke und zwar: 



(-1) — ^2,» — + + 3-®! + TT' 



worin 
(26) 



(27) ^ — (SI + — ffii 1 + — i+ ♦ • • + <K + — 



.worin 



1) Die Formeln ^22) und (26) fanden auf anderem Wege bereits J. C. Kspteja 
uud W. Ka}>teyii, siehe „Die höheren Sinu^* SitEOngtb. d. Kai«. Ak. io Wien 
XCIII 188G p. NOT. FoniM'ln (IT) und (78). 

2) Der (ietiauke, die B uud E als Unbekannte eines Systems von Glei- 
ehmigfltt amwehra, find«b sich ichov in den YorienuigeD von Hwcin IfcSaaltchais 
über die Bernoullischen Zableo. 

^ F ^Tt vor, „Über die höheren Ableituuq^en « ines Qootiftnieii sweier Fonk- 
tioaen" (Mouatiheite f. üath. u. Physik I, 1890, 33 ff.). 
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und «1, o^, . .. alle gtamaUigen, nicht negatiTen, den Bedingnngem 

-r c^i \-ci^ -i h «t ^ «1 + 2«, + 3«, H h ka^ =- h 

genflgenden Werte dnrohlftafeD, nnd 

ft-^» Ä-tany. 

Übrigens können B und E auch iii Determiijutittnlorm dargestellt 
werden, wie bereits die Herren Saalschutz und liaussner gezeigt 
liaben. 

Für = X ergeben sich hieraus einfache independente Ausdrücke 
für die B und E. 

8. Die Gleichungen (16), (17), (18), (19) ermöglichen die Ent- 
wicklung einer mdlichni oder uncthllidn-n, nach Potenzen von tan 9 = < 
fortsckreitendpn Reihe nach den P und Q. Die Frage, ob sich dieselbe 
auf eine einzige Art bewirken läßt, erledifrt sich durch die aus den bis- 
herigen Ergebnissen herrorgehendeu Tatäucheii: 

er) Zwilchen aufeinanderfolgenden j^j bestehen die linearen Be- 
ziehungen (9), (10). 

ß) Zwischen einer mdlichen Anzahl gerader |^| oder ungerader 
beeteht keine Bedehnng. 

y) Es bestehen NuUdarstellui^en durch die sämtlichen 
j geraden WPJ 
\ ungeraden j \ ^j' 

Denn es ist, zufolge 

p _ (1 + itf - (1 -J(r ö _ (l + itf + jl-^itf 

(28) ^ (- lp~ ~ i Ismk (,1 + *0 + öm^i^i - it)} = sinÄSojiti, 



.-I, s 



(29) ^(-1)' ^P.-2.[8inÄ(l + iO-8inA;(l-»0]«co9jb@ill*#, 

(30) y'C- 1)^ ~P.-^.[co8jfc(l + »0-<»8Ml-'0]-*--Ma*@iiiH 

(31) ^ (- 1)"^ f : <?. - J [cos * (1 + + C08 Jfe (1 - f f)] - coB * 5of *<L 
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Wird nun in (28) und (30) k » ax, a beliebige positiTe oder negatire 

ganze Zabl, nnd in (29) und (31) h^hjj ^ beliebige positive oder 

nefxative ungerade Zahl, gesetzt, so ist die Summe jeder Reihe 0, 
was auch noch der Fall ist, wenn 

a' dnrcb K, » a»; + ßa^ + 7^ + • • • 

nnd 

f durch 2*. — «6*1 + + + . . . 

ermist wird, worin 01,0^,0^,... bdieb^ poiibiYe oder negative game 
Zahlen, b^, h^f ... beliebige positive oder negative ungerade Zahlen 
und ttf ßf y, . . . beliebige Zahlen bedeuten. Die Anzahl der Glieder 
von und ist hierbei beliebig, für jedes b jedoeh gleich groß. 
Die gesuchten Nullduvtellnngen in ihrer allgemeinstui Form sind 
demnach 

(32) 

.33) ^(_i)i^j:.P.-0, 

(34) Z^-^^^riii)'''-^' 

(35) 

HierauB ergibt aidi nun: 

a) Eine ganse Funktion f(t)^f(—i) laßt sich entweder durch 
Q Ton gerader oder ungerader Ordnung und eine ganze Funktion 
^(Q — ~^(— t)f ^ *- tan 9, durch P gerader oder ungerader Ordnung 
nur auf eiiunge Art ausdrucken. 

i) Eine unendliche Potemieihe /'(Q — f^— t) kann in eme unend* 
liehe Reihe, die entweder nach Q Ton gerader oder von ungerader 
Ordnung fortschreitet, und eine unoidliche Potensereihe 9(f)^ — ffi—t) 
kann in eine nach P von geroder oder von ungerader Ordnung fort- 
schreitende Reihe auf mentdUth viele Arten transformiert werden. 

c) Darsteiluuf^eii durch |^| von gerader und ungerader Ordnung 
können auf unendlich viele Arten bewirkt werden. 
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9. Beispiele, 1. Fatensen ^on P: 



a35 



n - 1 



lt-1 



<36) K-(-l)' 2-'->^a}i«..,P„.„„ nimgeradt 

(- ^ [(- 1)-- ( : ) c) + ( CD + • • 

(37) ^ 1)» 2-+^^^ 9l««_« w gerade 

2. PoüsnM» Ton 



«-2-"+^^ »gerade 




«;...-(-i).2«[(-i)»(';)(:)+(")c:)+ 

^<-'-*(-r)(-7>'^ 




»-1 



a 

(39) 2-+'2 3»;.-, « ungerade 

■:....(-■).!.[(_ i)-(;)(:)+(;)f.-)+... 
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3. Gerade Fotetissen sec 93: 

n 

(40) -^•9-Q,u+(.-ir2(-^y^0^—- 

4. Zt^g^MUioiMn K, (x) osfar 

(41) £.(0 - (- 1)« 2— (»•-«) » gerade- 



«-1 



n - 1 



(42) -(-!)• 2-"' »y ("'- •) «i... J»..., n <u>g«»<i«- 



6. SamoUOiadte FmlOkm B (^,«),iiach Schlomüohsl^e^ittlwfir 
(43) (- ir »2»"-« B (^^ 2m - 1) + » — f~ 



(44) 



(2t» - 1)!^ (- 1)'' (2»» - 2x - l)(2»"-««-i- 1) P,, 
(- 1)"+« »2«»-« B (^', 2»! - 1) -I- 1 i»—». 



2 



(46) 



(-1)'* s. "-C-D^-'-P"-" »'>1' 
(_ i)m+i 1 B 2m) 4- *m<«"-» - 

.2" (- ly*' (2«-.««-'- i)Q Ä 



KS 0,1 
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(46) (- 1)-»+» 2»— > B (~,2m) -f- »ml«'-»- 

m 

6. JEkiiersche Funktionen E(^, nj erster 

(47) E(«, «) - (»)£.(" - - + - 

n - 1 

(-1)' nungerade. 
9eIumieii-Eoeffimeiit«&) 

(48) E(t^2»>-(~l)-2««-2'(-l)' ^r.^-^^^ (2«) 



+ 



x-0,1 



(49) E (•<, 2m) - ^ + 2«-^ (-^ 1) 



«-0,1 



* (2x + 1) 2'^"-* G») ^•-+» 



(50) ,E(»<, 2m - 1) » (- lr-^2^'n-^^ (_ 1^ ^"r^^J^ fJlD ^«-»-P««- 



«-0^1 



(öl) f E i^it, 2m - 1) » 2»""^^^ (- 1)-» - 



liimbaeli, September 1905. 



1) S. d. Verf. „Theorie der SUknchtn F\uiktUmen^* Sitcgi.«Btr. d, Kgl. BtSbau 
OaielliclL d. Wisa. 1898. XXUL 
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Die Kugeln, die einem unebenen Vierecke eingeschrieben sind. 

Von K. Hboes in Dresden. 

Über diesen Gegenstand sind im Laufe der letzten fünfzig Jahre 
zwei Abhandlungen erschienen: Im '2iK Rande der Sitzungsberichte der 
Kgl. Preuß. Ak.alt'iiii« der \Vissfnso}iat'teu verötfeutlichte J. LI, T.Müller 
{Wiesbaden) L utersuchungeu „Über die Ktigdn, welche die Kanten eines 
beliebigen Tetraeders berühren" (vorgel. i. d. Sitzung vom 13. Juli 1854). 
Die Arbeit bezieht sich in üurem größten Teile ftul die Kugeln, die 
die Kanten einer Ecke, bez. die Kanten einer Seite nnd ftußetdem 
nodi eine vierte &nte berObren. Nur die Seite 248 besebSftjgt dck 
mit den Kugeln, die swei Paar Gegenkanten berttbren. Dabei ist der 
Yerlueer der iirigen Meinung, daß dieee Angabe ma Idebar eei, wenn 
die Summe oder die Unteraehiede beider Gegeonkantenpaare einander 
gleidi rind. — Im Jabre 1882 gab Yogt (Biealaa) im 92. Bande von 
Orelles JonrnaL eine bis anf Einzelheiten in gewissem Sinne er- 
eehopfende Arbeit „Über die ein rämiUekes Vierseii berührenden Kugdn". 
Er begrflndet seine Angaben fiber die mdgtiche Lage der Berahrnngs- 
pnnkte auf gewisse Satze über Regdseharen zweiter Ordnung, Ton 
denen man wohl sagen kann, daß sie dem elementaren Wesen der 
Aufgabe nicht gemäß sind. 

Dasselbe Ziel erreicht man, wenn man sich lediglich auf die Be* 
Stimmung der Teilung der Seiten durch die Berühraogskngeln beschrankt; 
die ToUständige Dnrchf&brung ist nicht mühsamer, als die Arheit, die 
man nötig hat, wenn innn Vogts Gedankengang voUständig durchführt. 

In Schlömilchs Handbuch der Mathematik, 2. Aufl., 2. Bd., S. 81 
hat der Verfasser im Anschlüsse an andere ßerührungsaufgaben aneh. 
einige nicht erschöpfende Bemerkungen über die hier yorliegende ge- 
macht, ohne damals mit Vogts Arbeit bekannt gewesen zu sein; auf 
S. 86f) wird dann aus den Oloirhimgen der Ebenen, die die Winkel 
und Außeriwinkel einet* imebeneii V^ierseits sonkrecht halbieren, nach- 
gewiesen, flaß die Gleichuugcu dieser vier Ebenenpaare durch eiuc 
homogene lineare Identität vciltiiudon sind Viplleicht ist es niclit 
überflüssig, von deniselben Ausgangspunkt*' aiin, wie in Schlümilchs 
Haudl»uche, die Aut'gal)0 vollständig zu behandehi. 

T)ic auieinanderfülgenden Ecken des Vierseita seien Af B, Cj JJ, die 
Längen der Seiten seien 

AB^2a, BC~2b, CD-^'Jc, DA^-^d. 



Digiiized by Google 



Die Kugeln, die einem unebenen yierecke eingeschrieben «hid. 339 

'Ein Punkt im Innern einer Seite werde mit P, einer auf der Yer- 
Kngerung vor dem Anfangspunkte mit einer anf der Verlängerung 
liinter dem Endpunkte mit M bezeichnet; die Seite, auf der ein solcher 
Punkt liegt, wird als Zeiger angehängt. Sind :r, t die auf den 
Schenkeln der Winkel und Außenwinkel J., 1?, 6', 7) bis an eine ein- 
geschriebene Kugel reichenden Tangenten, ihren absoluten Längen 
nach, so gilt ffir diese Strecken »»in Verein Toti vier Gleichungen, die 
■aoe je einer Gleichung jeder der folgenden vier Zeilen besteht: 



y + r = 26 I jp — y — 26 I ^ — » 2& 
s + t = t ~ z = 2c z — t = 2c 
t X 2d X - t -m 2d , i — X 2d. 

Die zugehörigen Lösungsvereine haben die Form 

±a±b±e±d; 

xur Abkttrsnng soll gesetzt werden 

a + h -\- c -\- d = If 0 + 6 — c — <i = 5, 

ai-b + c-d^2, a-6-fc-d — 6, 

a + 6 — 6 + <2»3, a — 6 — c + d — 7, 

a-h + e + d^4y — « + 6 + c + rf — 8. 

Sieht man zuTiacliRt von den relativen (Jrößeii der Seit+'n at>, so lassen 
Bich doch aus tieu Sl Vereinen mehrere auBiuusteru, die tmoedmgt un- 
möglich, und andere, die nur hcdiugt möglich, im allgemeinen aber 
ebenfalls unmöglich sind. Um diese auszuscheiden, braucht man nicht 
alle 81 Vereine zu untersuchen, sondern kann sie gruppenweise zu- 
sanmitiifassen, dergestalt, daß alle Vereine einer Gruppe immer zugleich 
zurückgewiesen werden köniieu. Bezeichnet man uiimlich einen Verein 
4urch die Folge der Berührungspunkte, z. B. so gilt das, 

was unabhängig von der Größe von a, h, c, d gilt, in gleicher Weise, 
wenn man die Zeiger zyklisch vertauscht; es gilt femer dasselbe, wenn 
man die UmlaufBriclitnng omkelirti wobei nur m baaehten ist, dafi 
dabei B und Q gegen einander Tertanacht werden mflssen. Danadi 
gehören n einer Gruppe z. B. 

KQ'MJU, k>,.QrKP,n QaR.i'.QH, RJ\i^c^ä, 

Q.B,E,F^, Ii,R,F,Q^, H,F,(i,H^, F^Q^BA- 
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Es ergeben sich folgende 15 Gruppen, die durch einen Vertreter und 
die dahinter bemerkte Anzahl der Vereine der Gruppe bezeichnet werden:: 

1) P.P,P,P,(1); 2) P.P,P.e,(8); 3) P.P,^,^,(8); 

4) P.P,ftB,(4); ö) P,P*i?,^,(4); 6) P.ftP.^,(4); 

7) P„(?,Ä,B,(4); 8) P. ^,(8); 9) P^Q.QAi^)', 

10) P^R,QM^y, 11) P„<?,,ß.<?.(8); 12) Q^Q^QA^ 

m QaQtiK^äi^\ 14) li^i^^KQA^y, 15) g,(?,^,^,(2). 

ißervo» ^nJ die Gruppen 3), 7), 8), 10), 12), 15) uinbedmgt mmö^. 
Denn P«P»^.^« s. B. bedeatei den Veiem 

voraus folgt a — fc — c — d — O, und Gleiches zeigt sieh bei 7) und 12)^ 
Bei 8) hat man z. B. 

a? + y — 2a, z — y^2h, t — e = 2c, x~t=2d, 

folglich y^a — h — c — ä. AlmlioheB zeigt sieh bei 10). Bei I5)> 
hat man 

jf — x^2a, <f — jr — 26, t — M'-2e, x — i^2df 

folgUeh a + ( + « + <f-0. 

1^ Qruspen 1), 4), 5) 6), 13), 14) sind ebeufdOs im aUgmeinm 
wmöfiid^; denn aus aUen zugehörigen Yereinen kommt man sa einem 
der Sdilfisse: 

a + tf — ft + rf, a-^d-^h + e, a + 5 — c + rf, 

die im allgemeinen nicht zutreffen. 

llientüch hleibm die Gnqipm 2), 9) und 11) iärng, mit etmunmen 
^4 Vereinen. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man Toraussetzeu, daß. 
a nicht Ueiner als h, e oder d isi Ton den Ungleichungen 

a h < c -r dj a c < b + d^ a -i- ä <Cb c 
können dann nicht zwei susammot bestehen; denn ans 

folgt 

2a + 6 + c<2» + c + 2<i, a<d. 

Baker heskiU nur eine der vier Voraussebnmffen 

1) a + 6>c + rf, a4-<J>6 + rf, aH-rf>& + c; 

2) a + h> (i -{- d, a + c> h -\- d, a + d < b -j- c\ 
o) a ^ h c + dj a -r c <h -\- d, a + </ > 6 -f- c; 
4)a4-6<c + d, a + c>6 + fl[, a + </>6 + c, 
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«die man aacb eiBeteen kann dnrcli 

1) 5>0, 6>0, 7>0; 

2) 5>0, 6>0, 7<0; 

3) ö > 0, C < 0, 7 > 0; 

4) 5 ' 0. G>0, 7 >0. 

Um die T^ntersuchung zu Ende zu führen, hat man di« 24 Vereine 
Nr. 2), 9), 11) aufzulösen, der Reihe nach diese Voraussetzungen 1) bis 4) 
•anzuwenden, und zu ermitteln, welche Vereine positive Lösungen ergeben. 

Die 24 L ö SU ngs vereine sind aus folgender, sofort TostäadUoher 

Übersicht 7\i eutnehmenf 
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Unter der Voraussetzung V): ö > 0, 6 > 0, 7 > 0 geben poBitive 
Loflnngen nur die Vereine Nr. 1, 7, 9, 12, 13, 14, 17, 21; 

anter der Voraussetzung 2): 5>0, 6>0^ 7<0 geben poBitive 
Losungen nur die Vereine Nr. 1, 5, 11, 12, 13, 1(>, 17, 23; 

unter der Voraussetzung 3): 6 > 0, 6 < 0, 7 > 0 finden sich posi- 
tive Lösungen nur bei den Vereinen: Nr 2, 6, 9, 12, 13, 14, 18, 24; 

und unter der Voraussetzung 4): 5 < 0, 6 > 0, 7 > 0 sind posi- 
tive Lösungen bei; Nr. 3, 7, 9, 10, 14, 15, 19, 21. 

Da es nun in jedem Falle acht berührende Kugeln gibt, so sind 
die j\- acht Losungen nieht nur nicht unmögUch, sondern wirkUch Tor- 
lianden. 

Entwirft man sicli eiiio ganz einl'aclie Zeichnung, die weiter niciits 
ZU enthalten braucht, als das Viereck mit Punkten aui' den Seiten, die 
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nur die Lage der Beiiilirun^spnnktp insoferu richtig darstelU'n, als die 
Pf Q und 11 nnterf»cliit(ion sind, so erkennt man mit geringer Mühe: 
(Jin fulif KiK/rln. die die Sriiru cinis rnirhnvn Vifrechs beriihr'^n, 
iffltrn im (Ulgemeitirn dnrrh rin' ^littm S'ddtrr KiKjdn ]>■ f^rri smlrpchi 
li'Ufhnde Ul/rnetf von Inn* ni( i)ii<in nehsi der des riertm Außenwinkels, 
— und durch elie vier andern f/fhen die setih'mht hlHfiendm Ebenen 
von drei Äußenuinheln nchsi der dr.< vietien Jnnenivinheln. 

Ferner fiiuh t raan leicht: Ist die Summe zweier Nachbarseiten 
AB BC gleich der der beiden andeni CB-\-J) A, so haben die 
Benkreirht hälftenden Ebenen der Winkel A und C und die der Außen- 
winkel B und I> eine Gerade gemeinsam; jeder Punkt dieser Geraden 
ist die Mitto einer dem Viorock ein^jeschriobenen Kugel; außerdem 
gibt es noch vier eiogeBchriebene Kugeln, deren Mitten sind 

Ttg JT^JI^H^f Sl^BiS*tMiy HttH^H^B.4y S^Slf^S^ß^f 

wenn Ha und H.' die senkrecht hälitenden ijbenen des Innen- und des 
Außenwinkels .1 bedeuten usw. 

Ist dau-eL't 11 die Suiiiiuc zweier Gegenseiten gleich der Summe der 
beiden andeni, so haben die Ebenen, die die Innenwinkel senkrecht 
hälften, eine gemeinsan^e Oerade, und jeder Punkt dieser Geraflen ist 
die Mitte einer dem Viereck eingeschriebeueu Kugel; außerdem gibt es 
noeh vier eingeschriebene Kugeln, in deren Mitten sich die senkrecht 
hälftenden Ebenen von drei Außenwinkeln mit der des vierten Innen- 
winkels schneiden. 

Wir schlieBen hieran einige Foxmein fDr die HaBmesser und 
MiUdjpunkU der emem unebenen Yiered^e eingeschriebenen Engeln. 

Hat eine eingeschriebene Kogd den Mittelpunkt M mit den Koor- 
dinaten 1}, und den Halbmeeaer sind femer 2a, 2y, 2d die 
Winkel des Vierecks» M^, M^, M^, die Richtbilder Ton M anf den 
Ebenen der Winkel A, C, D, sind foneri wie oben, (oder Q^, 

... die BerOhrungspunkte, so hat man x. B. für die Kngel 
KP^^cQä (Nr. 1) 

Ans dem Kreisviereeke MM^P^M^^ folgt, wenn man die Raum- 
Winkel dee Tetraeders ABCV, die an den Seiten 2a, 22p, 2 c, 2(2 liegen^ 
mit a, i, c, b bezeichnet. 
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woraus die Fürmeln hervorgehen 

— tan*/} + js* tan* y — tan/S tan^ cosb) 8ec'6, 

(ir* tan*}^ + tan* d — ^irttanj^tandcosc) sec* 
"« (i* tan*d + ton'cc — 2^^; tan d tan « cosb) sec^b. 



(») 



Mit Hilfe der Ctfyley sehen Gleichung \) der Streckm zwiacheit 
fünf Punkten kann man anch durch die Seiten und Diagonalen dea 

Tetraeders ausdrücken. 

Bezeichnet man die Diagonalen ÄC und BD mit 2e und 2f und 
beachtet^ daß M Ton den Ecken des Vierecks die Quadratabatiinde hat: 

9'+x\ Q^i-t', 
10 hat man nach Oayley 
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Entwickelt man hier nach Potenzen von (>% so erken?it tnan leiclit,. 
daß der Koefiisüent von 9* versohwindetj für ^* erhält man den Quo- 
tienten 



(3J 
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Für die Abstände MM^, ^i^hf ^^^^d 'A/j homogenen Koor- 
dinaten der Kugelmitte 3/ für das Tetraeder ABCD, hat man^ 
wenn h,kjlfm die auf den Ebenen der Winkel 2tty 2/}, 2^, 2ä stehenden 
Höhen sindf 



m 



1) Vgl. n. a. Baltzer, Determinanten, A. Aufl., S. 218. 
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die Dreiecke ^1 M,l\, M,^P,A xiew. ergeben 

I MMl - - taa« «, MMg - ^* - taa« ß, 
^ ^ ( JlfJlf;-^»-*«taiiV, Jf JIII «- p* - tanM»; 

daher folgt fär q die Gleichung 



<5) 



Die rechtwinkligen Koonlinaten |, ij, ^ einer Kugelmittc ergeben sich 
ans den rechtwinkligen Koordinaten Ecken Äj B, C, D. 

Man hat zunüchst 

(4 - + U - fl-)« + « - - + 
(I - 1,)» + (1, - 1,.)« + tt - g,)» - + y*, 

- ly + (,J - + - t,)« = + z\ 

(4 - + - (5 - sj*» -h 

Hieraus folgen, wenn man die Abstände des KoUponktos von 
B, O. D mit 

^ai bewichnet, 

(i* - y £ + r *ic)ii + (5* ~ Sc)g - iC'i - - y' + ^'). 

Sind ax, a^, as, ... die Winkel der Achsen mit den Seiten 2a, . . so 
hat man 

Sa— S»— 2a cos aar, ij^ — tj^ — 2a cos ay, 2a cosa* 

nsw. tmd erhUt daher für t sohiielllich den Verein 

cos aa; • S + cos ay • i| 4- cos ajg • S -=» ~ **» — ^ + y^» 

cos bx ■ ^ -{- cos hy • ri ^ cos bz ■ ^ ^ {n — ri — tf* 

cos ca; ' I + cos cy • i? + eos cs-J;'-:r'{'^"~*^~''*+^» 
hieiEU tritt noch die vierte Gleichung 

cos«?« • 1 + cosrfy • i; + cosrfÄ • t — ^^^(rj — — + 

Dresden, Febniar 1907. 
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Sur la geueratioa cissoidale des quartiques imicursales 

bicircolaires; 

Par H. E. Malo k Cbol 

IL H. Wieleitner (Spire) a demsade dans t Lttennediaire det 
Jliaffiimatkims (Qnoation 3147, tome XIV, 1907, p. 8) ai la g^nMion 
«iisoldale dei quartiques imiciXTsales btdreolairee avait 4M d^jä signaUe 
dans qoelqne ouTrage mathematique: cette g^neration est la raiTante. 

Etaot doonea im cercle de centre et im point 0 anr ee oerde, 
puis an second cercle de centre ob. m^no par 0 une droite quel- 
Qonque reueontauit le oercle {A) en vn certain point P et le cercle (B) 

«n denx points Q': anr cetfce a^cantoy i partir de 0 et dans le lens P^, 
•on porte im segment OJf ^gal k PQ, poia im s^pnent OM', egal a FQ'] 
la quai tu^ue est le Ueu des points M et jlT. 

M. Gomes Teixeira (hUennddi(m% tome XIV, 1907, p. 120) s'eat 
tt6lfyt6 h une Itode publice par Ini dans les Anmali di MaiemaHDa 
(Milan 1904). — En ee qni oonceme la cvinque unicorsale oiicnlaire 
generale, qu'on obtient en supposant que le centre B du deoxi^e 
eerde passe ik Tinfini, j'avais ea anterienremeot plnaiears oceasions 
d'inToquer sa g&a6»tion cissoidale dans VhUemedwre des MaihmaHeieH$ 
mdme, eonmie je Tai rappell en 1906 (Tome XII, p. 23&) et 1906 
(Tome XIH, p. 204). 

Qnoi qu'il en soit, et bien qne des considärations eztrteumient 
ingdinieasee aient ^ d^velopp^ a ce propos par MH. Betali et 
Bickart, il me semble qne le siget n'eet pas si oompl^tement ^nis^ 
qn'il n'o£Ere encore mati^re a qnelques remarqaes d'im certain intärdt 

Tont d'abord, pnisqne la constmction prec^demment decrite fonmit 
denx points du lieu sur nne s^cante quelconque issne de 0, qn'il ne 
peut j avoir sur oette secantc d'autre point eourani du lieu, et que 
pour denx positifms particuli^s de la secantc (celles qui joignent le 
point 0 auz interseetions des cercles {Ä) et (B)) Tun des points mobiles, 
en mime temps qu'elle, se rounit au pöle fixe 0; cela, dis-je, en con- 
s^aence de la notion meine de Vordre d'une courbe, entraine qo'il 
a*agit d'une quartiquCy nodale cn 0. 

J'imagiiip maintfinnnt quo sur chaque vecteur OQ ou marque Iob 
denx points J{ et R' qui le divisent duns uu certain rapport doTnip et 
dans le rapport inrerse: les segments OU et B'Q sont egaux, et, iorsque 

Aichiv der M»Uieoi»tik and Vbjtik. XU. B«ihe. XU. 28 
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le vecteur jiivote autoiir de 0, les points R et Ji' tlecriTent deiix 
cerclef homüthetique« du cercle (B) rcliitivpmeiit au pole fixe (): les 
points of> chaciin de ces corc-les cnn})e le rercie [yi) correspoutUmt a 
deux des points nii l'autre oercle coupe la quartique etudiee. Or, lorsque 
le rapport doime est iir^tif et qu'on lui attribue saccessivement des 
valeurs al)solues indefinimeut croissaütes, les cercles R et i?' passent 
ea meine temps ?i Tinfiiii et leurs intersections avec la quartique 
rieimcnt coincider avec- les pointa cycliques, que celle-ci par suite admet 
comme puints doubles. 

On sait par d'autres consideratiouB que les quartiques unienxnl«« 
bicirculaires sont identiqnes avec les tAiiaform^es par rajons yecten» 
reciproquus des G02iiques][^coinme avee les podaires de coniques, et il 
ne B^agirait que de montrer comment par ezemple e'effeetue la d^ter- 
mination de ü G<mique emt^^odaiire xelatiTement au pöle 0 de la quar- 
tique consid^ree, an moyen dea BSmenia intervenant daiiB la g^n^tion 
oissoldale. 

N^gligeant pour le pr^sNit ce d^ail, je montrerai de pre£$reiice' 
comment de la g^n^iation desoidale eimeagde par H. Wieleitner on 
peilt geom^quement oondnre a la r^ducHm de eeriaines atm 
müdaUs mMUgnes de la quarüqm ä des airee anälogues eirculmreSf 
notammentf de Vaire totale de la quarlique ä Vaire cPum eerde. 

ün effet Vaire ^l^entaire balayee par le s^pnent Jf IT a ponr 
expreseion 

i(OJf - Oit)de> - 9^'±PJ^(0M' - OM)da, 

dm meenrant la rotation infinitesimale de la secante. Or on a mani- 
festement 

et par suite i'expressiou de Taire elementaire devient 
^iW* - Ö^dm ^ÖP .QQ'^ dm. 

Dono, la secantc touniant autour de 0, l'aire fiiue balayee par le Seg- 
ment MM' est ej^ale ä l'aire l)alayee par le se^ent (^^Q' fc'est-a-dire 
)i une certuiue aire trapezoido-circulaire) dimiuut'e d'uue aire d'uiie autre 
uature, t^u il est cepeudaat possible d'evaluer mojennant la »uppositiou 
suivante. 

J'envisage simultaui-iuent Ics secteurs ^ementaires correspondant 
il deux secautes Oi'i^i^ , ^AVi^i symetriques par rapport k la droite 
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Ö£j dont je deeignerai par S le deuziemo point d'mtersection avec le 

eerde {Ä). Le point S etant projet« en T sur OJPQQ' et en 2\ vor 

OPiQt^, fanrai deux eegments OT, OT^, eutre enz et ä la 

demi-sonune des segmeuts ~0P et 0P| (je pane sur k d^onatiation 
gfometiiqae qni est dee plus eimples). De Id, amt que la somme 
des deux seetenrs elementares est 

t 

et la suppression du facteur 2.reTiendra a faire Tarier la secante dang 
la mdme dtondne angulaire totale que pr^oddemment. 



ii 




Mais le cerele d^erit per le point T est homotb^tique par rapport 
an pole fixe dn cerde d^crit par le point U, mäieu de la corde QQ' 

le rappori d'homothetie etant d'autre part Oü • da est le chemin 

A^menture dtorit par le point ü perpendicolairanent a la direction 

OPQQ'-^ en consequence QQ' • Öü ■ dm est Taire flementaire balayee 
par le segment (^^(/, et l'aire finie qu'il sagissajt (l i'valuer est Celle 
de Taire trape/.oi(io cireulaire QQtQ'iQ'f multipliee par le coetticient de 
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T^netion • Par snita l'aire totale de )a qnartiqae a pour ex- 
pression 

SB j 

OB ^ * 

ff dAtigBant le nyoii du cwele (S). 

La d^monstntion qni prieMe ei']* i^aultat obtenn ne eont vaia- 
Mes que dans le cas oü le pole fixe O ^tant extäieur an cerde (B) 
la qnartiqiie peut etre oonsider^ oomme la podaire d*iue hyperbole 
ayant pour asymptotes les normales ä la quartique menees par les 
points de contacfc des tangeates iaaues du point 0, qui sont endemment 
les tangentee an cerda (B) issuea du mtoie point: Taxe traoareine de 
lliyperbole est parallele a la droite OSB et sa louguenr est ^gale au 
diam^tre du cerde (JB); la diatance du pöle fixe a Taxe non-traiuTerae 

est ^ 8B, 

En outre il faut ramarquer que l'^Taluatiou de Taire doii dtie 
fidte oonlom^ment aux principes pos^ par Gauss, Vaire extäieuie 
mfinie ^iaiit caraet^ris^ par le coeffident et les aiies oompriaes 
dans un oontour fenntf afieetäes du eo^dent rMif ^ 1 Selon qu'elles 
ae trouTent d'un cöt^ ou de rautrs du oontour snppose paroouru dans 
un sens d^rmin^. 

Soua le b^efiee de ces deux obserrationa on peut ^nonoer qne: 
Le rappoH de l'aire de la podaire de VkgperMe d Vahe du eerde 
ddarÜ mr Vom iransverse eomme dkmeire ett le meme gm le ra^rt 
des disbmees d Vaxe nm-tramoerse du pole fixe et du fofer. 

J'avais indique ce resultat dans la Solution analytique que j'ai 
donnee de la question n° 2885 de Vlnta-ttu^diaire des McUhemaliaem 
(Tome XU, 1905, p. 187); maia la dimonstration geometrique exposee 
id est bien plus directe et plus simple. 

L'aire des podaires d'eUipse donne lieu k des considerations an 
peu diffi^rentes, mais qui sont geueralement connues et sur lesquelles 
il serait superflu d^insist^r. 
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Theorie zweier Bengungsversuche mit elektrischen Wellen. 

Von Clemens Schaefbb in BreBlaa. 

In aemem bekannten Buche ^Die Optik elektrischen Schwin- 
gungen'^ hat Righi auf Seite III £f. zwei BeagungBversucbe 1)eHchriebeii, 
die infolge der dabei anf tretenden Dimensionen mit Lichtwelien kaum 
aozastellen sind. 

Er läßt ebene elektrische Wellen von 10 cm Lange auf ein zylin- 
drisches Hindernis aus dielektrischem Material auffallen; der Radius des 
Zylinders l)eträgt 2 cm, die Achse desselben ist parallel der elektrischen 
Kraft. Hinter dem Zylinder steht in einiger Entfernung der Empfänger 
der elektrischen Wellen. Gemessen wird die Energie derselben, einmal 
bei freier Strahlung, d. h, wenn der Zylinder entfernt ist, ein zweites 
Mal, weuu er in der beschriebenen V\ eise in den Strahleogang eingeführt 
worden ist. 

Man beobachtet dann regelmäßig eine Verätuhruny der JtUensUiU 
der Strahlung. 

Aber es lassen sich zwei Fälle deutlich unterscheitlen: 

1. Besteht der Zylinder aus Parafiin, Ebonit, Olivenöl, Benzin (letztere 
in dünnen Glasrökrenj, so wird durch Einschieben des Zylinders in 
den Strahlengang die Intensität gesteigert. 

2. Besteht dagegen der Zylinder aus S])iegelgla8 oder Alkohol, so tritt 
eine deutliche Abna'hnip, der Infnisitäi auf. 

Riirhi vermutet bereits ganz richtig, daß der Unterschied im \'er- 
halten der beiden Fülle durch den Unterschi(>d im Reflerionsvermögen, 
d. h. durch den Unterschied der Dielektrizitätskonstanten hervorgebracht 
werde. Indessen wird sich zeigen, daß man mit leichter Mühe Fälle 
realisieren kann, wo Paraffin und Spiegelglas sich volUcommen (/hich- 
artig verhalten. Mit anderen Worten: Es wird sich zeigen, daß die 
Righische Beschreibung der Versuche nicht vollständig hinreichend ist. 

Aus diesen Gründen erschien es mir wichtig, die genaue Theorie 
der Erscheinung zu entwickeln. Vorarbeiten, allerdings ohne Bezug- 
nahme auf diese Righi sehen Versuche , liegen bereits vor von 
J. J. Thomson^;, W. Seitz^j, W. von ignato w a ky ^j, Lord 

1) J. J. Thomson, Ree. zeaeudies in Eleetrieiiy and Hagnetiim. p. 4%B, 

2) W. Seitz, Ann. d. Phys. 16, 747, 1906; 1», 654, 1906. 

3) W. Ton Ignatowskj, Ann. d. Fhya. 1$, 496, 1906. 
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Rayleigh'), Cl. Schaefer*). Ich schließe mich in der Bezeichnung 
und der Daratellung an die überaoB übersichtUohe Abhandlung des üerm 

Seitz an. 

Wir transformieren die Maxwelischen Uleichungen für iüolatoren. 
(1) .)i^-e«l©,. b) enri«, 

WO ($ die elektrische, ^ die magnetische Kraft, e die Dielektrizitäts- 
konstante, die Permeabilität, e die Lichtgeschwindigkeit bedeuten, 
zunächst auf Zylinderkoordinaten (r, f», g), die mit den Carteüschea 
folgendermaßen zusammenhängen: 

Nennen vir die in die Koordinntenrichtnngen &llenden Komponenten 
▼on (S nnd $ (S, leap. so Unten diese Gleichungen 

folgendenuABen:*) 

*^ e at " r arv'vW r a^ ' e Bf ^ ^ r cr^*" V r a^ ' 

''^ e T< " r av a# ' ®^ « a« r a^ a« ' 

. , c^», ^ ö«?^ ae, ae. 



(2) 



Wir legen die Achse des Zylinders in die Ä'-Achse; nach den liedingungen 
des \'ersache8 muß dann auch die elektrische ivraft der einfallenden 
Welle parallel der ,r-A.chBe sein. Dann werden, da der Zylinder als 
unendlich lang vorausgesetzt wird, @ und .'O unabhängig von e: es 
treten ferner nach dem oben Gesagten die Komponenten (5^ und 
Überhaupt nicht auf. Somit vereinfacheu sich die Gleichungen (2) in 
folgender Weise: 

^ e dt r Br^ r ea * 



(8) 



c) 



c rt er 



DuÄU treten noch die Grenzbedingungen der Maxwelischen Theorie, die 
au der Oberfläche des Zylinders erfüllt sein müssen; dieselben sagen 
bekanntlich aus, daß die tangentielien Komponenten der elektrischen 

1) Lord Rayleigh, Seiest iPkpen I 6l8ff. Cambridge 1899. 

2) Cl. Schaefer, Annalen der Phys. 28, 163, 1907. 

8) Vergl. z. B. A. Sommarfeld, Wied. Ana. 67, 237; 1899. 
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und magnetischen Kraft stetig sein mfissen. Besieichnen wir die auf 
den Außenraiim bezüglichen Größen durch den Indox 1, die den Innen- 
raam betreffenden mit 2, so ist dementsprechend: 

<4) •) (ej.-{ej., b) 

StaMr der letsteren Gleiebung kann man, wie sioh durch DilferentiatloD 
nach i und Beachtung von (3o) leicht ergibt, andi schreiben 

(4c) 



P^iidlich tritt iKK'h eine Bedingung hinzu, die aussagt, daß in unend- 
licher Entfernung von dem zylindrischen Hindernis (r die durch 
dasselbe hervorgebrachte Störung unmerklich klein geworden ist, d. h. 
daß wir in unendlicher Entfernung wieder eine reine ebene Welle haben. 

Nach nel ton stehen- 
der Figur «ollen wir 
uns denken, daß parallel 
der ir -Achse, und zwar 
in Richtung der ab- 
nehmenden jjf der ebene 
WellenzugaufiTällt; dann 
ut ZQ setzra: 

e * 




Richiwuj tief' 
cinfidLenden. Wdlen, 



(4d) 

im 

'Durch DifEineiitiaiion 
▼OB (3a) nach t und 

Einsetzen der Werte und aus (iJbj und (3c) erhält man dann 
für (S, folgende Beziehnng: 



(6) 



c« et' Ör' r r* dtp* 



Da die einzige Eompoiieiite der elektriichen Kraft igt, die Torkommt, 
ao ist der Index 0 fiberflUMrig und kann fortgdMien werden. Der 
Gleidiung (5), die ganz oXlgemein gilt, sowohl fQr dea Anßoi- ala den 
Tii¥i«Tiiwtn¥ii des Zylinders, hat die elektrische Kraft sa genügen. 

Um zu einer Integration der Gleichung (ö) zu gelangen, ist zu 
beachten, daß wir einen rem periodischen Vorgang betrachten wollen, 
aodaft wir also <S in der Form schreibea könntti: 



<6) 



int 
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wo u unabhängig von / ist. Dann wird aus (ö) durch Einsetzen diese» 
Wertes 

Für den Außenraum haben nun Dielektrizitätskonstante und Perme- 
abilität den Wert 1; im Innenraum dagegen ist £ von 1 verschieden 
f), während die Permeahilität auch hier gleich 1, wie im Außen- 
raum ist. JJer Faktor von u wird also 

im Aiifiemnmne: " ^ ~ ' 
im ümenraiime: — ^ — j-^ — — «J. 

Entwickeln wir enidlieh u noch in eine Fourier sehe Reihe^ und zwar 
in eine Eosiniureihe, da für + derselbe Wert eich ergeben mnfi^ wi» 

für — so ist t4 — cosmq?, und durch Einsetseu dieses Werte» 

in (7) folgt die Gleidiimg: 

die nichts anderes ist, als die Besse lache Differentialgleichung. 

Die Int<>«irale dersr-lben sind die Bossel sehen Funktionen erster 
und zweiter Art vom Argumente kr, die wir mit I„,[kr) und {^.„^kf) 
bezeichnen wollen. Statt Q,„\l''r\ kann mau auch eiue Funktion K^{J:r) 
als Besselsrhe Funktion zweiter Art bezeichnen, die mit 
folgendermaßen zusammenhängt: 

Die Funktionen /g und eind definiert durch folgende Reihen: 

(9) = 1 - ^ 4- 2 . 4Tä"74 2 ."4 . . ! . A~~is' 

(10) K^i^) - IM i log ^ - 0,5772157 j - 2 { - j + ^ . • • ) . 

Beide Funktionen £jehorchen fenici «rcwissen Uekursionsformoln , tlie 
/.nr BereehnniiL' der höheren Ordnungen dienen können, wenn die Funk- 
tionen Oter und Iter Ordnung bekannt sind. Diese Formelu lauten 

(a) 

(11) 
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Genau ebensolche Beziehungen bestehen auch zwischen den einzelnen 
Im folgenden vermerken wir noch einen Spesiolfiül von (IIa) 
für m » 0. £s ist nämlich: 

(12) /„ (x) I, ix), K', (x) ^-K, {x). 

Hat man nnn Tabellen von /q und /j. resp. Kq und K^, so lassen sich 
dann mit Hilfe von (IIa) und (IIb) beliebig hohe Ordnungen berechnen. 
Solche Tabellen sind nnn in der Tat vorhanden. 

Für und I^ gibt es 12steUige Tabellen von Meißel, die in 
dem bekannten Werke von Gray and Mathews Qber Besselsoho 
Funktionen als Tafel T abgedruckt sind. Sie gehen tob einem Werte 
von X = 0,00 in Intervallen von 0,01 bis zum Werte x « 15^0. Für 
größere Werte von X kann man sich m Berechnung von Iq(x) und 
1^ {x) der weiter unten angegebenen „aeymptotischen" Darstelliingen 
bedienen. 

Für und gibt es el.enfalls Tabellen, die von B. A. Smith*) 
berechnet sind; ich verdanke ihre Kenntnis einer freundlichen Mitteilong 
von Herrn E. Jahnke. 

Diese Tabelle reicht von ar = 0 mit einem Intervall von 0,01 bis 
von da mit einem Intervall von 0,1 bis a; = 10,2; die Werte 
sind auf 4 Stellen berechnet. Für pfrößere Werte von .r bedient man 
sich zur Herecliiiiing wieder der asymptotischen Darstellungen der 
Besse! sehen Funktionen. 

Für große Werte des Argumentes x gestatten die Funktionen 

^m(^) sowie ^^mi^) ~ -^«iC^) folgende asymptotische £nt- 

wieUuDg: 

(1») j,(,)_y;^e«j^«-x), 

(M) qjx) - KJ^n) - 'lljx) »■-+•4/.,; • «'*•"-'. 

Aus letaterer Formel folgt insbesondere: Q„X^) = »""(ÄiW. Das all- 
gemeine Integral von (8) laßt sich daher in der Form darstellen: 

(15) a^l^Qcr) + b^[K^{kr) - ^/«(Är)). 

Bezeichnen wir den Wert k^r mit (d. h. für den Außenraumj, 



1} B. A. Smith, Phi1uso|ihi( ul .Nfa^'azine, 6 Öexioi, Bd. 45, png. 1S8; 189ft 
mitgeteilt iu eiaer Arbeit von J. U. Micheli. 



Digitized by Google 



354 OLXKun ScHAcm: 

k^r m\i (Innenraum), so ergibt sich nach (15) und (6) für den. 
AuBeiiraum : 

(16) e, - + «. {ä,(a) - ?/.(!».)}] «* mr, 

0 

f&r den Izmenramn: 

0 

Die Koeffizienten a^, h^, a^, 2>,'„ sind durch die Grenzbedingnngen (4a, 
4Cy 4d) zu bestimmen, was iB folgender Weise geschehen kann. 

Aus den asymptotisch tu Darstellungen geht herror, daß im Un« 
endlichen der reellen Achse die veraohwiiiden* für r = oo reduziert 
sich abo ^ nach Formel (4d) anf 

d, h.: 

^^,^m^mOh) cos »»9 — C^ft * . 

Wir haben also die Aufgabe vor uns, e'^^'^^'P nach Besselsdien Funk- 
tionen zu entwickeln. Wir entnehmen das Resultat dem schon genannten 
Werke von Gray und Mathews auf S. 18, Formel 39 u. f.: 

(18) c'>' V = i^(|,J ■i-y'2i"'I^(pi) cos »»9; d. h,: fcg = 1; 6« = 2>*. 



Ferner läßt sieb zeigen, diiß die sämtlichen Kooftizienten rt^^, in (Tleichung 
(lij verscliwindon mOs.sen; denn naeli i 10) wird fflr p, = 0, d. h. für 
r = O liii der Ach.-^e des Zylinders) A'^^f;/») unendlich: um also die End- 
lichkeit der elektrischen Kräfte zu erhalten, müssen die a^, verschwinden. 

Wir haben al.'^o jetzt noch die übrig bleibenden Koeffizienten a„ 
und />,'^ '/AI bestimmen. Dazu verhelfen uns die Bedingungen i4a. 4e); 
setzen wir den Radius des Zylinders = p. so werden diese [Bedingungen 
erfüllt, indem mau die zu jedem ik gehörigen Werte gleich .setzt. Also 
erhält mau folgendes System von Gleichungen resp. .Tj sind die 
Werte von und für r = q): 



(19) 



2*A(«,) + a.{^,(a,) - 'g"ii(«i)j-&;^(3f,), 
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Dies sind 2w lineare Gleichungen mit 2tn Unbekannten, die also 
gerade hinreichen, die letzteren zu bestimmen. Mm erhtUt nach 
leichten Rechnungen: 



<81) 



Dabei ist für m =• 0 der Faktor "2 auf der linken Seite zu unterdrücken; 
eine ähnliche Öleichimg i;rhalt mau tiir hi„, doch interessiert' uns im 
folgenden der Iniiüuraum nicht. Wir erhalten also als endgültige Losung: 



(22) 



• 

b) (£, = ^"'^bml^ijp») cos »»93, 



Die Reihen sind in den uns intereasierenden Fällen gut konvergent, 
40 daß man sich, auf ein paar Glieder derselben beschränken darf. 

Bei Messung^i mit elektrischen Wellen mißt man nun stets den 
zeitlichen Mittelwert Ton den wir mit (S{ hezeichnen wollen. Bringt 
man (i| in die Form: 

(23) (Sti^AfsoBni-^-Bnn ni, 

so ist 



<ä4) 



-dieser Ausdruck mißt die Strahlungsintonsitiit. 

Wir sind jetzt soweit gelangt, daß wir zur Berechnung der kon- 
kreten Fälle übergehen können. Für Paraffin ist: «^2; ferner nach 
4len VerBUchsbedingungeu tob Righi: Q = 2cm\ lücm; also 



1 



1^5; «1 = 1" = 0,628} 



l' =0,6888, 
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Wir könueu uns begnügen mit der Horeclmimg der .V ersten Koeffizienten 
a^, ttj, ff„ da die folgendtMi selir klein sind und keinen merklichen Beitrag 
zu den ersten Gliedern liefern können. Nach (21) ist 

Aus den Meißelschen Tabellen üudct mau: 

^(«,)-0^60; lii^) /,(«.) 0^5106; 

^(«,)-0^; m*,) - I^i*,) - - OfiSli; ^.("i)" ' • 

Femer aus den Smithschen Tabellen: 

(sr,) 0,4042i Ki («,) («J 0,9187. 

Setzt maiL diese Werte in die Gleiehnng ffir ein, so folgt sls Resnltai 

= 0,316 — Oy284i. 

Genau ebenso Terfiüuren wir bei der Berechnung von o^. Nadi (21) ist 

%* ^________/» ' 

ii(9r|)^ sind bereits bekannt; /i(ar|), (*i)» können 

Termittels der Rekdrsionsformeln (IIa und b) aus den sdion gegebenm 
Daten berechnet werden; man findet: 

/; (;rO = 0^375 ; I{ (.t,) - 0,0170 ; K'i (»J - - 1,1392. 

Mit Hilfe dieser Angaben ergibt sich 

a^s 0,264 + 0,8931. 

Zur Berechnung von findet mau aus den schon berechneten Werten 
mit Hilfe der llckursionsformeln 

/, (»i) - 0,1710 ; Ii («j) - 0,2370 ; 
J, (x^) - 0,3061 ; Ii (x^) - 0,2417 ; 
(.Tj - 1,8742; Ki(7i^) = - 3,5730. 

Daraus folgt 

= » 0,014 + 0,000021. 

Man sii'lit. daß dt-r Koeffizient «v, i»ei( its erhi blich i\leiüer ist, als der 
vorhergi liendc: würde bereits ganz einflußlos sein, luid wir sind daher 
berechtigt, die lieehnung an dieser Stelle abzubrechen. 
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Genau ebenso irestaltet sich tlie Borcflnmng für Spiegelglas. Daför 
ist s = 6,2ö; igt ienier nach den Versuciien von Kighi, wie vorher, 
^ « 2 cm, X 10 cm, also: 

^ .04 

■ÖMOi findet man für SpiegelgLw die 3 ersten Koeffizienten: 

€ie s 0,Oie — O96S6I, 
Ol s 0,910 + 0,575^, 
01-1-0,146 + 0^017 

Wir kfinnen nun zur Bereehnmig TOn f&r beide fmie.flber- 
gehen. Znniehst aber wollen wir zum Yergleidi diesen lüttelwert für 
•den Fell bereebnen, daß wir freie Strablung haben, d. daß der Zylinder 
gar nicibt Torhanden ist Dann ist (S^ — 0'("'+i>k«»9). Begeben wir 
uns (a Fig.) auf einen Punkt der negatiTen AbazisMiiadise (d. b. khiter 
-die Stelle^ wo sonst der Zylinder sieb befindet), so ist ^ » « zn setsen. 
Also ist % ^^i^f-Pi) oder, bei Beschranknng anf den reellen Teil: 

(£j cos {nt — — Goant cos + sin nt sin , 

Daraus ergibt sich naoh (23) and (24) die freie Strahlung: (Sf — ^, 
Soll also nnsere Theorie das Resultat der R igln Helten Beobachtungen 
ergeben, so müssen wir im Falle des Paraffin -Zylnnlcrs einen Wert 
erhalten, der größer ist als ~, und im Falle des /Sprc^rgZ^ios- Zylinders 
einen Wert, der kleiner als | ist. Das wird in der Tat der Fall sein. 

Bei Beschränkung auf die 3 ersten Glieder können wir nun naeb 
{22a) schreiben: 

(25) (5, - e'-'-Ä + e*»' [a. ^« (ft) - (ft) + «, (p,)! , 

* 

wobei als Abkfiizung von K(p^) — -^ I{pi) gebraneht ist Fdr 

große Werte Ton p^, d. h. fllr große Entfernungen r des Beobaehtoi^pi- 
punktes von der Zylinderachse können wir die asymptotisdien Werte 
benutzen, denen zufolge ^«(a) — t'"^o(f»i) ist Setsen wir dies in 
(25) ein, so folgt: 

setzen wir hierin 
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SO folgt, wenn wir uns auf die reellen Teile beschränken, 

(5, = eoB (nt - p^) +V{^^ { A sin {ni + cos {ni + ^) } , 
wo zur Abkürzung: 

geaetet ist. Ordnen wir diesen Wert, so erhalten wir 

(26) (Ii-oo8ii/[co8i>i +]/^il^sin*+|/^ßoCos^'] 

+ Bin l^sinj)! H-}/^ A^eosif ~]/^ -Bo sin • 
Nach (24) iBt dum 

- i[{co8i», +]/^^8iii^+]/j^ü;,cos^|' 
+ {sini>i +]/^^^co8^-]/^^^8in^} ] 

i [l + 4 + + ^ ^''4 sm u*! -H ^f») + '^Y^ i^o cos u>,+ 1f ;] 
oder, da ^ — x/4 —p^ ist, 

Sf - i [l + ^ + HO + sy'j^^ AiMB «/4 + 2)/^ ^ cos ir/4] 

oder 

(27) - [l + iJi + 3}) +|/ {A, + £,)\ . 

In diese Formel ( 27 ) haben wir nun unsere Werte von Aq, J?oWi 
zusetzen. Die ersteren sind durch die Koeffizienten bereits festgele^rt; 
dagegen wurde über bisher nur vorausgesetzt, daß es so groß sei. 
daß wir die asymptotischen Formeln der Besseischen Funktionen be- 

nntseu dürfen. Wir wollen r— lüücm nehmen; dann ist P| —20«. 
Ffir Pa/raffin erlialten wir so 

^ + JBo - 0,685 ; .4,* + ^ 1,785. 

Daraus der Wert für 

d. h, noeft EmaOiii^bm des Parafjßn-Zsßmders ist die SMtking vm etwa 
«30% versiärkL 

Für Spie^dfflas dagegen ergibt Bich 

4. iy^ « _ 0,820 ; .4l + Bi = 2,m. 
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Daraus der Wert für 

e|-iO,891<i, 

ä. h. Mocft Eitthrin^ des Spiegelgiaa-2!^mder6 ist die Sirahlmff vm etwa 

JJ% verminäeti. 

Die Tbeorie bestiiti};^ alsu die Richtigkeit des BighischoiyenudieB. 

Es wäre indessen durchaus falsch, su glauben, daß nun unter allen 
Umstanden ein Paraffin-Zylinder den fflitgegengesetzten Effekt geben 
mflsse, wie ein Spiegelglas-Zylinder. 

Vielmehr sieht man aus der theoretischen Darlegung, daß es 
außer auf die Dielektmitötskonstante auch noch auf das Verhältnis 

p /Zylinder- K.adiu8\ ankowimtr 
i \ WellBnlünge / 

Würde man x. B. einen Spiegelglas-Zylinder von 0,1 cm Radius zu 

dem Versuche benutzen, so wflrde er eine Verstörkung liefern; ja sogar 

Waaaer {e » 81!) wttide in zylindrisdien Röhren von 0,1 cm Radins 

noch versfirkend wirken, Wflrde man umgekehrt den Zylinder-Badiua 

exbeblich größer wählen wie 2 cm bei derselben Wellenlänge, so wflrde 

man auch erzielen können, daß Stoffe mit kUiner Dielektrieitatakon- 

stante wie Paraffin sdtwädtmd wirken.') Diese Aussagen mflssen snr 

Righi sehen Beschreibung seiner Versuche erg^zend hinzutretoi. 

Breslau, im Oktober 1907. 

Physikalisches Institut der Universität. 



Berichtigung. 

Von Clkmens Scuakkkk. 

Am .^clilnssp meiner Arbeit: „Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der 
Thermoflrnnt^iik''^) habe ich folgendo Anmerkunf? gemacht. „Was die von mir 
gewählt« Ürweisiorm des 2ten Hauptsatzes augeht, so habe ich mich mit 
Absicht so eng als möglich an Helmholtz, „Vorlesungen Aber die Ttaatv» der 
Wirme** si^Mchlossen, un mich hier ktlner fassen m kCmien.** Diese Notis 
ist insofern unvollstlndigf als ich außer dem Holmholtzschen Texte auch 
Gedanken des HerauiJ!sfe1>ers, Herrn Prof. F. Rieharr, verwertet habe, die 
als solche durch die Note „Anmerkung des Herausgebers'^ kennthch sind. 
Doch bemerke ich zmr Vermeidung von Mißverstilndiiissen, dad sich das nidkf 
auf den Gedanken bemeht, den ich in jener Arbeit allein für mich in AnqMradi 
nehme, nämlich auf die Ersetzung der thcrmodjnamischen Daten eines idealen 
Gases durch die des absolut schwarzen Körpers. 

Breslau, den 11. NoTember 1907. 

1) Gl. Schaet'er, Ann. d. Piiys., äS, 168; 1007. 
S) Dieies Aiehiv (S) 18, 40. 
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Ffickg Fhylkaliiiohe Tedmik oder Anleitung su Experimental- 
▼ortrilgeii «owle rar SellNrlihentellimg 6iiiikoli«r DomoiMteaAioiis- 
Ajpponte. 7. Auflage von Otto Lebmann. BvaunBchweig 1904, 

Vieweg & Sohn. 

Zurzeit liegen von dem genannteti Werke ciie beiden Al'teilnngen dos 
ersten Bandes vor. Die erste Abteilung beschäftigt sich allem mit der 
AwrOstung eines physikalischen institates einschließlich allem Zubehör, an* 
gefimgeo vom HOnaal bis aar Werkstatt und den Nebengelassem. Die 
aweite Abteilang, die in gleicher Weise wohl im nächsten Bande fortgesetzt 
werden soll, bildet die eigentlichp Anleitung zur Austtihrung pbysikaliseher 
Demonstrationen und Experimente. Die erste Ahtfilnng umfaßt iVM) Druck- 
seiten, die zweite lUOl Druckseiten, so daß bis jetzt 1631 Druckseiten 
vorliegen. Bei dieser imposanten Ausdebnnng dM Werkes, das ursprünglich 
als eiiibilndiges Werk von böcbstens 800 Bei ton ecschiMieD war, ist es klar, 
welche Ausführliclikelt herrscht, und wtjlrlie Menge von Arl)eit und J>[ühe 
auffrewetidet werden mußte, um den Stoff zu sichten und zu ordnen. Ob 
allerdings diese bis ins kleinste Detail gehende Ausführlichkeit den Haupt- 
xvednn des Buebes nfltzend und fOrderlidi ist, das mag füglich bezweifelt 
werden. Denn unter dieser Ausfahriiohkeit leidet die Obersicht, die für 
eine schnellt Hrientierung des Lesers so wesentlich ist. Dii< Buch ist, wie 
in der Vorrede noch besonders hervorgehoben, hauptsächlicb tüi- den Lehrer 
an Mittelschulen geschrieben ; es soll natürlich auch dem Dozenten an Hoch- 
schulen and aucb dem Fabrikanten ein Leitfliden sein. FOr den Mittel- 
adiullehrer geht es wohl in allen Punkten weit übM' das Maß dessen hin- 
aus, was durch den Torgcschriebeuen Lehrplan und mehr und zwingender 
noch durch die meist recht kärgliche pekuniäre Dotiemng dieses Lehr- 
zweiges bedingt wird. Der Lehrer an Hochschulen hat wieder in laugem 
Ansbildnngsgange und dnreh steten Konnex mit der einschlägigen Fach- 
Htwatmr Mittel und Wege an der Hand, seine Demonstrationen auf der 
Hohe SU halten, daß er dieser Ausführlidlkeit hillig entraten kann. Was 
nun endlich den Faluikantcn betrifft, so sind da zwei Fälle selip.rf /n unter- 
scheiden. Erstens solche Fabrikanten, die selbst Lehrmittel herstcilen, und 
sweitena solche, die Lehrapparate als Hilfsmittel in ihrer Fabrikation 
braudhen. Die ersten unterriditen sich gewöhnlich selbst durch Bezug yon 
Preislisten ihrer Konkurrenten über deren Leistungen, denn das verlangt ihr 
Geschäft. Die zweiten endlich werden aus dem Werk ma neben Nutzen 
ziehen, wenn sie füi' irgendeinen Zweck Apparate brauchen. Allein na^h 
meiner Keiiutuis modemer Fabrikationsleitung dürfte dem Buch au»« deren 
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Kreis kein besonderes Interesse entgegengebracht worden; denn sio verfügt 
hn allgeTTieinoii übor weitgeLoude In fommtioiismöglichkaitftny die m«ist ein« 
iacher und schneller zum Ziele führen. 

Die erste Abteilung ist mit 2013, die zweite Abteilung mit IdOö Hole- 
admitteu ausgestattet Bei dieiar anfiorordentUidien Beidihaltigkeit an Ab* 
bfldungtiif die zum groflen Teil den Katalogen bekannter Lehrmitt«!- 
fabrikanten unJ Händler entstammen, ist es nattlrlieh nicht merkwttrdig, 
dasselbe Bild zweimal an vei-schiedenen St<^llcn vor/.uhnden. Durch diese 
ungeheure Heichhaltigkeit an Abbildungen erhält das ganze Werk einen 
eigenirtigeD Ohumkter, der ibm eme gewiMe Äbnlicbkeit mit einer Preis- 
liste und dam geschriebeneni Text verleibt. Ibn kann sidi manchmal 
des Eindruckes nicht erwehren, daß der Text ein wenig zuliebe der Ab- 
bildungen und nicht, wie es* eigentlich urngplcohrt sein sollte, die Abbil- 
dungen zum Text eingefügt sind. Außerdem besteht durch diese vielen 
Abbildungen eine gewisse Gefabr fOr das Buch; denn, wie schon gesagt, 
deir grSBte Teil der Abbildungen muB den Katalogen von Lehrmittel* 
fabrikanten und Händlern entnommen werden, weil es ganz undenkbar 
wSre, daß ein Verlag die enormen Kosten für die /iihlreichen Bilder tragen 
sollte. Infolgedessen ist der Autor, wenn vielleicht auch unwissentlich und 
unabsichtlich, gezwungen, an den beschriebenen Apparaten entweder gar 
keine oder eine lobende Kritik su llben; denn tat er das nicht, so könnte 
es dem Verlage passieren, daß der verstimmte Besitzer der Holzschnitte 
dem Verlage sein Material nicht zur Verfügung stellt, was sofort eine große 
Reduktion des Unifanges des Werkes zur Folge haben würde. 

Die Induiätrie, die sich mit der Herstellung vou Leiirmittelupparaten 
zurzeit besehSftigt, bat sich gerade in den letstem Jahren au£erordentUoh 
vergrößert, weil der Bedarf an Apparaten cigentlicb immor In ständigem 
Wachsen l)egrlffen ist, und ich persönlich kann mich des Eindruckes nicht 
erwehren, daß viel zu viel Lehr.ipparate hergestellt werden. Jeder, der 
Demonstratiua^ivorlesuDgen zu halten hat, macht geni kleine Veränderungen 
an seinen Apparaten, und aus den kleinan Teitnderungen, die in iigöad- . 
welchen wissensohaftlichen Zeitschriften besdurieben werden, gehen dann 
wieder neue selbständige Apparate hervor. Dazu gibt es noch eine ganze 
Reihe älterer typischer Apparate, die aus historischer Piet&t weiter ange- 
fertigt und verkauft werden, obwohl sie eigentUck eine rechte Existenz- 
bersditigung nicht mehr haben. Man kann anah nidtt gerade bdiaupten, 
daB die neuen Konstrukläonen immer Terbesseningen sind. Dam kommt 
die Preisfrage fOr solche Apparate, und alles das hat dazu geführt, daß der 
ph vciValische Demonstrationsapparat ein Ding geworden h\ , das von den 
sünsligun Erzeugnissen der Technik in allen Punkten, aber nie zu seinem 
Vorteil abweicht, deshalb wäre es eine allerdings schwierige, aber meines 
Srachtens sehr lohnende Aufgabe, wenn der Herr Yerfksser bei der Ans* 
wähl des Matoials etwas mehr siebend zu Werke gehen würde und 
Bauarten von Apparaten, die seiner Ansicht nach ihrem Zweck nicht gut 
entsprechen, entweder fortließe oder aber ancli ihre Fehler anfiibrte. 

Als ein Beispiel nenne ich die Projektionälaterue vun Dubosq, eine 
Ausführung, die nur ein Notbdielf war, um msk den dunaligen Bogenlioht* 
lampen anzupassen. Ebenso flberftflssig ist natürl i 1 1 1 Iii genaue Beschreibung 
der altertümlichen Regulatoren mit komplizierten Uhrwerken. Heute werden 

Arabfv dmr M atliraiiftUk and Physik, m. n«ilM. XU. 84 



\ 



Dlgltized by Google 



362 



ReiennoneiL 



7,\i Proj. ktions/.wccken fast ausschließlieh neben ganz einfachen Handregula- 
t()r» n N« lioiischluß- oder Differential lampon gebraucht. Und g»^radp hier 
mäbte cm Handbuch wie das vorliegende eingreifen, um dem unkimdigen 
Leser als Führer zu dienen; denn der Projektionsapparat itt ob miraifliebr- 
lieher Faktor im modernen ünierrickt, der so ToUendet wie mAglicb nn- 
gf richtet sein sollte. Und dazu gehört vor allem die geeipT ^ Einrichtung 
der Lampe. Alle alten ührworkregulatoren rec^ilifren auf konstante Strom- 
starke. Die modernen regulieren entweder auf koni^tant«^ Spannung oder 
aber auf koDstantes Verhftltnis zwisch^ Strom und Spannung. Die alten 
Lampen sind herrorgegaagen und angepaßt den frtther flblidhen Stromver- 
hältnissen fDr Bogenlichtbeleuchtung. Diese dürfton den Leserkreisen dieses 
Buches wpnig geläufig spin Wshrend man heute von den Elektrizitäts- 
werken ötrona kuustauter Spannung gelieljprt erhält und düran nacli Ue- 
lleben Bogenlampen, Glühlampen und Motore anschließt, kannte man früher 
nur etMe elektrische Belenchtimgsart, und das war Bogenlieht Hau sdnltete 
dabei alle Bogenlampen in Beihe, kfi&unerte sich um die Konstanz der er- 
zengtori Spannung iiiierhaupt nicht, wenn sio nur hoch genug war, sondern 
hielt die Stromstärke der Maschine ^'«nau konstant. Dazu baute man be- 
sondere Maschinen, wie die Thomson -Uuston- und Brush- Maschinen. Als 
dann die GlUblampe in die Erscheinung trat, Yerliefi man den hoch- 
gespannten Gleichstrom, um die Faralldsdialtung der Lampen an ermög- 
lichen, und paßte die Stromspannung dou Gltlhlampen an. Damit wurde 
es nun aber notwendig, den Bnrrpnlampen veränderte Reguliermechanismen 
zu geben, wenn man überhaupt zwei oder mehrere davon in Reihe schalten 
wollte. Es erfand dann Hefner- Alteneck das Differentialsystem, Pieper 
die NebeiMchlaBregaliemng. 

Das ist der tatsftchlkdie Hergang. Es wäre ja nun sehr wünschens- 
wert, wenn dem hier ein wenig Rechnunp getragen wStp. anstatt daß alle 
Lampensystenie, ohne auf ihre größere oder geringere Brauchbarkeit einzu- 
geben, bunt durcheinander aufgeführt wären. 

ZunSdist finden wir Handregnlatoren, dabei beidirieben die alte Laterne 
von Dubosq. DaS gerade diese Latente für die beschriebenen Hand- 
retfuhitoren ganz nn/weckmäßig ist, davon findet sich It^ider nichts. T^ann 
kommen zwei Dilferentiallampen, jetzt eine Nebeuschlußlampe. Und nun 
erst die alten Üauptstrom-Kontuktiampen. Endlich wieder eine DitFerential- 
lampe und die Lampe TOn Btthlmann. Die letzte ist wohl überflflssig 
und würde gut durch Nernstscke ProjektionsbreniiHr. denen einige Auf- 
merksamkeit zn witlnieii wäre, zn ersetzen sein. Wird dieselbe liainpe. wie 
dies meist geschieht, außer zu l'rojektionszwecken aucli noch zu Spekiral- 
arbeiten benützt, so ist fraglos eine Regulierung auf Stromstärke am besten, 
wenn die Lampe selbst eine Bimrichtung zur Einstellung besitst In, Ver- 
bindung mit einem veränderlichen Vorschaltwiikrstand kann dann der Ge- 
übte alles rnr Wünschenswerte mit der Lampe erreichen. Am unzweck- 
mäßigsten i*ind in jedem Falle DitFerentiallamppn. Jcdo crprinp^fp Andprnnir 
der Stromstärke verändert die Lichtbogeulänge außerordentlich, wüiirend der 
K<dileDabstand unabhängig von der Stromstbke verindiorlich sein soll. Ein 
Regulierwiderstand im NebeaschlnSkreise würde diesen Mangel ein&ch be- 
heben. Doch gibt es solche Lampen nicht, trotzdem die sonst beste Lampe 
auch für Projektionszwecke die besten Dienste leisten würde. Die Neben- 
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scblußlampe besitzt immer Regulierung um Elektromagaeten, sie ist infolge- 
«tessen, trotz der andraen Ansicht des Verfassers^ zu Projektionszwecken 
recht geeignet. 

Alles das h&tte schdu in etwas ansfübrücherer Form in das Werk 
hineingepaBt, damit der nicht so erfahrene Lesor sieh eine Kritik bilden 
und der Fabrikant solcher Apparate einen Weg findet, auf dt m ver- 
bessernd vorwärtsgehen kann. Tch habe hier nur ein Beispiel aiilühren 
wollen, wie ich mir ein solches Werk ausgestattet dächte. Das, was ich 
hier von den Projektionslampen gesagt habe, läßt sich leider auf manche 
anderen Gebiete ebenso anwenden, wo ich die einfache Beschreibang ohne 
gleichzeitige Kritik auch für ungenügend halte, 

Andrerseit?; i.st es wieder pnr nifht p'PTiup anzuerkennen, daß sieh der 
Verfasser der unendlichen Mühe uuterzogen liat, eiji altbekanntes und mit 
ßocbt außerordentlich beliehieti Work, das iu seiner Anlage zwar seinerzeit 
nrasteritaft war, aber bei dem rapiden Fortschritt der Technik natürlich 
sclincU veralten mußte, von Grund ans umzuarbeiten and daraus ein eigent- 
lich vollkommen neues Werk, neuen erhöhten Anspriu-hen n'pnflgend, vu 
schatfen. Erwiiirt rnan dabei die außerordentliche Sehwierigkeit der sich 
stets wiederholenden jb'rage: „Was ist zur Aufnahme und Besprechung ge- 
eignet, was nicht?\ so kann man sich einen ungefähren Begriff dayon 
machen, welche Fülle Tou Kenntnissen auf allen mSgücheii Gebieten, welche 
langwierigen Studien zerstreuter Litcratxirerzeugnisse allein schon notwendig 
sind, ehe ein Antor überhaupt nur an die Schaffnng solch eines Werkes 
denken dart. Und schließlich ist diese Riesenarbeit am Ende recht un- 
dankbar. Denn wie leicht ist es möglich« daB der Anfong des Werkes ta 
Mnem Zeitpunkt schon nicht mehr ganz aktndl ist, wo das Ende des 
Werkes noch nicht erschienen ist. Da auch der Verleger seinerseits es an 
nichts hat fehlen lassen, was geeignet und notwendig ist, dem TJuche ein 
ansprechendes Gewand zu geben, so ist der Wunsch wohl berechtigt, daß 
die Arbeit und Mühe beider durch ein reges Interesse an dem Werk seinen 
verdienten Lohn finden mdge. 

Berlin. Hasb Boas. 

J. Horn, Gewöhnliche DiffereQtialgleiohungen beliebiger Ordnung. 
Sammlung Schubert Nr. 50. Lsipzig 1905, GSschen. 

Das Torliegende Werk unterscheidet sieh von dem in derselben Samm- 
lung ersehienenen <les Herm Schlesinger dadurch, daß nicht, wie bei 

diesem, die Beirrit}"sliilduugen und Proldeme der Fuchs sehen Theorie im 
Mittelpunkte stehen, wenngleich sie in den Grundzügen behandelt werden. 
Wenn dadurch das vorliegende Werk einer einheitlichen Methode entbehrt, 
so gewinnt es doch grfifiere Freiheit und besonders die Möglichkeit, die fltr 
die Anwendungen interessanten Fragen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen, besonders die nach der asjmptoti^^ehen Darstellung der Inte^^rale, 
nach der Ejuateuz periodischer Lösungen, nach der Gestalt der die reellen 
Integrale darsteUenden Kurven eingehend zu behandeln. Das Werk ist 
überimupt mit Erfolg bestrebt, den Leser mit allen wichtigen üntersudiungs- 
ricbtnngen bekannt zu maehm und überall cum neusten Standpunkte der 
wissenschaftlichen Entwicklungen hinaufzuführen. Der Verfasser mußte für ein 
solches Unternehmen durch seine vielfachen höchst erfolgreichen Unter- 
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suchungen über Differentialgleichungen besonders beföhigi erscheinen und 
hat in der Tat ein Werk geliefert, das der «inensohaftlioh arbeitende 
Mathematiker mit Dank aufnehmen wird. 

Das Werk beginnt mit den beiden üblichen Beweüen fOr die Existenz 
der Integrale beliebiger Systeme toh simultanmi gewUlmlidieii Differential" 
gleicbungen, dem nuf Cauchys methode des limites beruhenden und dem. 
dpr dif^ Integrale durch sukzessive fortschreitende Approximation herstellt. 
Für vie]p Zwpcke brauchbar sind die an die Existf>n7bewei?p freknüpften 
Untersuchungen über die Abhüugigkeit der Integrale von den Anfangswerten 
und Ton Parametem, die in den Differentialgleichungen auftreten. Es folgt 
«in Kapitel über die Grundlagen der Theorie der linearen, homogenen und 
komplptten Diffcrpritialglfichnnpon bol komplexen Werti-n dr? Arguments, 
und ein algebraische.*» Kapitel über f?ir> Theorie der linearen Substitutionen 
in Verbindung mit den Haupteigt^nschaften der Elementarteiier , die da/.u 
benntst werden, eine jede lineare Sabstitntion auf die bekannte kanonische 
Form zu bringen, bei der sie sidi ans Gleiehnngsgroppen von der Form 

^1 = »V,, r, — «y, + y,, ... Y„ = wy,, + 

zusammensetzt. Ein weiteres einleitendes Kapitel behandelt die Imearen 
Diffinreotialgleichungen mit konstanten Koeffisienten nnd untersndit ab Bei' 
spiel die kleinen Schwingungen eines dynamiseben Bystems mit und ohne 
DSrapfung. 

Die nächsten Abschnitte leiten 7u höheren Fragen über; sie enthalten 
im wesentlichen die Grundlagen der Fuchsschen Theorie der linearen 
Difl'erentialgleichungen. Die lineare Substitution, die ein Integralsjstem 
beim Umgang um ^en aingulftren Punkt erleidet, wird untersucht; die 
singulären Stellen der Bestimmtheit sowie die Fuchs sehe Klasse von 
Gleichungen werden gekennzeichnet und erörtei* 7a\v Anwendung dieser 
Theorie werden neben den allgemein bekannten dem Leser eine Anzahl 
neuer und interessanter Beispiele empfohlen. 

Mit besonderem Interesse wenden wir uns zum siebenten, die asymp- 
totische IHrstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen in der 
Umgebung von Stellen der rnbestimtntheit, behandelnden Kapitel. Der 
Gegenstand ist füi* die Anweiiduuj^a'n in der mathematischen Physik, für 
die numerische Berechnung und für das Studium des Veriaufä der reellen 
Integrale sehr wichtag und in den letzten Jahren vielfUtig gefordert, be- 
sonders auch Tom Verfasser unseres Werks; die ersten Anregungen ver- 
dankt man HeriTi Thom^, der die nach ihm benannten Normalreiben ent- 
deckte, und Herrn Poincarc, der genau detiuicrte. was unter der asymptutisehen 
Darstellung durch eine divergente Reihe zu verstehen sei. In der vor- 
liegenden Darstellung wird wesentlich eanDiffiBreatial^leichungssystem benutzt, 
in dem komplexe Eonstanten Torkommen, die Variable aber reelle Wette 
durchlftuft; das ist auch sachgemäß, da bei der asymptotischen Darstellung 
in der komplexen ümfjcbnng einer singulären Stelle die den verschiedenen 
Aunähcrungsrichtiingen entsprechenden Darstellungen nicht inajuer zu einer 
einheitlichen znsammengefai^t werden können. Auf S. 205 wird ein FaU 
hervorgehoben, für den die durdigefOhrteo Entwicklungen vwsagen, der- 
jenige nimlich, in welchem oo die singnläre Stelle ist, und das betrachtete 
Integral auf der reellen Achse unsfthlige Nullstdlen besitst, iJso sich 
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etwa wie sin x verhält^ Dieser Fall ist in den Anwendungen so ziem- 
lich der wichtigste; es wäre deshalb erwünscht gpwpsen, -wenn niclit nur 
auf die Literatur verwiesen , sondern die iintiL'*' Frgiinziing der Theorie 
wirklieh gegeben wäre, etwa aul Gruud der im 1. Üande dieser Zeitschrilt 
abgedmckten Abhandlung von Herrn Horn iMllwt Femer wftre ee an 
dieser Stdle vidleicht angebracht gewesen, auf die neuen widitigen 
Arbeiten von Herrn Dini in den Auuuli di matematica zu verweisen, 
die, auf sukzessive fortschreitender Approximation benibend, allgemeine 
und zur Diskussion geeignete Formeln zur Darstellung der integrale in der 
Nihe der Unbestimmtheitsstellen ergeben. 

Doch es wird Zeit, den reichen Inhalt unseres Werks weiter zu durch- 
mustern. Wir finden einen Abschnitt über die Anwendungen unendlicher 
Determinanten und in ihm ein für die mathematische Physik und Astronomie 
wichtiges Beispiel, die Gleichung 

i/" + (« -f ö cos 2«^ ^ = 0} 

endlich als letztes, den linearen Dififerentialgleichungen gewidmetes Kapitel 
das fiber Gleiehungen mit periodischen Xoefhzienten, in dem die Lam^sehe 
Gleichung kurz betrachtet wird. 

In eine andere Welt von Begriffen, die Eulersche und Jacobiscbe, 
fllkrt der Abschnitt tlber elementare Integrationsmetiioden und Multiplikatoren; 
zn modernen Gegenständen kehren wir im elften Abschnitt zurück, der die 
für die Himmelsmechanik, wie für die analytische Mechanik überhaupt 
wichtigen Fragen nach den von Herrn Poincare herrüiu'enden Methoden 
erörtert. Der EinduB desselben Forschers macht sich auch in dem Kapitel 
Ober die SingularitSten geltend; in ihm werden besonders die Pormon der 
Losungen simultaner Systraae in der Nähe solcher singul&rer Stellen unter» 
sucht, wie sie bei den dynamischen Differentialgleichungen durch die Gleich- 
gewichtslagen des bewegten Systems frt'lieferr werden; man erhält so Sätze, die 
für das Studium der kleinen Schwingungen m iiüherer Annäherung, sowie iiir die 
Theorie der asjmptotisehen Bewegungen an labile Qleicbgewicbtslagen heran 
zu verwerten sind. Daneben werden edngdiend gewisse Singularitäten der 
reellen Lösungen von Differentialgleichungen elfter Ordnung mit einer ein- 
zigen Unbekannten behandelt. Endlich erwähnen wir nur die Überschriften 
der letzten beiden Kapitel: Singuiüre Lösungen; Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit eindeutigem Integral. 

Man sieht, unser Werk bringt vieles und mrd deshalb manchem etwas 
bringen. Wir bezweifeln nicht, daß es binnen kurzem ein unentbehrliches 
Hilfsmittel der wissenschaftlichen Arbeit sein wird, vor allem für diejenigen 
Mathematiker, die die Fragen der mathematischen Physik, der allgemeinen 
Dynamik und der Himinelsmedianik mit allen Hittela der modernen Analjsis 
bearbnten wollen, 

Breslau. A. Kneaer. 

£. Orimsehl^ Auegewählte physikalische Sohülerübungen. 42 S. 
Leipzig 1906, B. 6. Tenbner. Pireis gebunden 80 

Wiewohl fOr die physikalischen Schttlerabungen, die, von Jahr zu Jahr 
immer weitere Verbrei' .i'il- f-rulcr:. iMTeits eine Anzahl von Aufgabensamm- 
lungen vorliegt, kommt die vorliegende kleine Auewahl doch einon Bedürt* 
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nisse entgegen. Es sind lauter Aufgaben, die mit billifftn Apparaten lösbar 
sind, welche der Lehrer oder ein geschickter Schfilpr seihst herstellen kann. 
Trotzdem sind die Resultate doch von befriedigender Genauigkeit. Der 
Befimmt lM.t »sik einige der Apparate hergestellt imd die Aufgaben, die er 
von Schttlera hat ausführen laesen, fttr recht geeipiet gefimdeii. 

Charlottenbiuqp. H. Samtbb. 



LIppmMllly IM« abaolnte Walivheit dor aiiklldlaoliei& GeoiiMMe. Eine 

kritische Untersuchung der Grundlagen der Euklidischen Geometrie. Be- 
weise für die W;i}irheit der Axiome und Ptistuhite, insbesondere für die 
des Paralleleuaxioins (V. Postulat Euldxdsj. 68 S. Leipzig 1906, Budolf 
Gerstäcker. Preis 3,00 

Der Verfasser, welcher den gröUten Denkeru Fehler vorwirft, begeht, 
indem er die TTmnttgliohkeit der niehteiiUidiaehen Geometrie demonstriMen 
will, selbst die ärgsten logischen Schnitzer. Fttr das Verständnis Kants, 
den er bekämpft, fehlt ihm dns Or£:nn. Es verlohnt sich nicht, im ein- 
zelnen auf diese unkritische Kritik einzuguhen; das Buch ist zum Glück 
schon durch seinen hohen Preis gegen Verbreitung geschützt. 

Charlotten bürg. H. Samter. 

Brouziu, Jjehrbuoli der politisohen Arithmetik aum Ctebrauohe an. 
höheren Haadelsschiilen (HmdftlmikmlamlaM? sowie snm Belbst- 
imtenioh.t. IV u. 178 S. Wien und Leipzig 1906, Frans Deuticke. 
Pnit geban^n. 3 K. 

Dieses Buch steckt sich ungefähr dieselben Ziele, ist aber nicht so 
elementar !;T(.h;iH.f'n wie das hpknnntp Buch von Oantor. Es beginnt mit 
der Zinseszinhrechuuüg und schließt den ersten Abschnitt mit der Berech- 
nung von Tilgungsplanen, Anldiensknrsen und -konvertierongen. Der zweite 
mit der Wahrscheinlichkeitereohnniig beginnende Teil seist die Kenntnis der 
Kombinationslehre voraus und bebandelt dann die ein&ehe ond die auf zwei 
verbundene l^pben liintende Tjebensversifhemn^j. 

Es zeichnet sich durch klare uud scharfe bprache aus. Bei jedem 
Abschnitte ist eine Anzahl von Beispielen durchgerechnet, während eine 
Sammlung von geschickt gewihlten ungelösten Aufgaben als Anhang bei- 
gegeben ist, die sowohl im Schul wie im Selbstunterrichte, dem das Buch 
im I >fMi* '•(■lien Keiihe wobl hanpts;i<'hlich wird dienen müssen, da wir nach 
Art der üstirreiehischeii Handelsakademien eingcrichteff Anstalten noch 
nicht haben, sich sehr nützlich erweisen werden. Eine Auzaiil Tabellen — 
die gleich dem Texte korrekt sind — wird die Rechnungen erkiehtem. 

Cbarlottenburg. H. S ÄMTER. 

John und SaehflM^ Ziäluc-biidh 4m GOieniie fOr liölieiTe Lehxaiwtalten. 
Kleine Ausgabe. VHJ u 384 S. Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. 

Preis 3 JC. 

DaB dieses Buch ein aus dem praktischen Unten-ichte hervorgegangenes 
ist, gibt sich auf jeder Seite zu erkennen. Der erste Abschnitt, der als 
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EiaiÜknmg in die Chemie dieuun soll, ist methodisch augelegt, die t'olgeu- 
4iBik T«ik aii^ nraiir syitoiiifttiaeh gehalten. Doch irt im dritten Teile, der 
organischen Chemie, aus dem reichen Materiale nur eine Auswahl ron 
woiifen, besonders ins praktische Leben hinoinspiolenden > hemischen Vor- 
pftnfjen ausgesucht und — - was von den auch mit biologischem l -nteiTiclite 
betraut«!!! Faqhgeuossen freudig begrüÜt werden wird — dem Assimilations- 
prozeß der Pflanzen und dem Stoffireehsel tod ^leaschen und Tieren je ein 
hesonderer Abschnitt gewidmet. Durch den vierten Tml, dar ausgewihlte 
Kapitel der chemischen Technologie behandelt, der aber im Unterrichte 
-sicher mit dt'ii theorotischen Teilen zugleich vcrarhcitft werden wird, soll 
und wird dem aii sich trockenen Stoffe Lt'h«ii eingellöüt, die Wichtigkeit 
der chemischen Praxis im wirtschaltlioheu Leben der Völker den Schüluni 
nahe gebracht Die neaeren wissenschaftlichen üntennchuQgen, insbesondere 
■die elektrochemischen, sind wenigstens kurz gestreift. Das Bnch wird in 
der Hand der Schüler sich bewähren und auch manchem Kollegen s. B. mit 
Bezug auf ])Üan/.enphysiologiscbe V^ersuche Anregung geben. 

Charlotteuburg. H. Samtek. 



H. Müller, J. Platll, Lehrbuoh der Mathematik ziir Vorbereitung auf 
die Mittelschullehrer- Prüfung und auf das Abiturientenexamen 
am Bealgymiuwiiim. 8^ Vm n. 236 8. Leipsig und Berlin 1906, 
B. 0. Teubner. geb. 4,00 JC, 

Sambly-Roeder, Trigonometrie. Ausgabe A: Für Gymnasien. Lehr- 
aufgabc der Oher-Sekundn tind der Prima Unter Voraustellung der plani- 
metrischen Lehrautgabe der Ober-Sekuuda. Füntte Aut lage. 8®. 175 S. 
Breslau 19ÜG, F. Hirt. geb. 2,00 JC Ausgabe B: Für Realgymnasien 
und Oberrealsohttlen. Sediste Auflage. 189 8. geb. 2,00 Ji 

Im Gegensatz zu Büchern, die wie das Ton Mehl er die Hanpis&tze der 

Elementarmathematik schlechtweg darstellen, werden in neuerer Zeit aus 
matheniatisi hen Klement^rbüchern bei immer weiter gehender Spezialisierung 
der Ausgaben „Unterrichtswerke". Die Herausgeber wollen nicht bloU die 
Hauptresultate geben, sondern mehr ins einzelne gehen und auch die mc- 
thodisehe Darbietung nnd Verarbeitung berfichsichtigen; sie treffen, um Um- 
fang und ? ■ i des Buches nicht zu sehr anwachsen zu lassen, Auswahlen^ 
die bei Meli 1er. «soweit sie erfonierlich sind, dem Benutzer üV)rrla'!seu 
bleiben. Wenn man für den Unterricht größere Bewccrnngsfrciiieit für er- 
sprießlich erachtet, .so dürfte weitgehende Spezialisierung der Lehrbücher 
keinen Vorzug derselben danteilen, und manche Sonderausgaben an sich vor- 
züglicher Bücher erschein» n so entbehrlich. 

Tni Vorwort der Bai tin-Maiwaldschen Scminarans^abe de.s H. Müller- 
sehen Lehrbuches wird auf S. 4 besonders dnraui „autinerksain gemacht*', 
„daß die Oberstufe, Ausgabe B des Müller sehen Lehrbuches den gesamten 
für die Mittelschullehrerprfiftuig erforderlioheii mathematischen Lehrstoff in 
natürlicher Fortsetzung des vorliegenden Baltin-Matwald-MüUerschen 
Lehrbuches enthält." Im Gegensat/ hierzu sagt J. Plath im Vorwort zu 
seiner neuen Ansfrabe von Müllers Lehrbuch inbezug auf die Erwerbung 
der Befähigung zum Unterrichten in der Mathematik an Mittelschulen und 
höheren MAdchenachnlen: „Bisher fehlte ein Lehrbuch, an dessen Hai^ diese 
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Ziele mit Siclitrlirit irroicht wenL'ii koimtt'n." R.-f. mochtf <\pr iilfpren 
Ansicht, mu h der sieb die Neuausgabe erübrigt hätte, zustiinmen. Im einzelnen 
ist neu bei Müller- Plath: die wenig glückliebe erste Vergleichuog, einiges 
in der Darstelliing, so bei den Lehnfttzen des Menelans und CeYa, bei 
der Berfllirungsaufgabe des Apollonius und beim Additionstheorem, die Ein- 
führung des Differentialquotienten und die Angabe der Themata zu hSns« 
lieben mathematischen Prüfungsarbeiten fiir di^ Mittelscbullehrprprüfnng. Von 
dem, was tür das Abiturientenexamen am Kealgjrmnasiam zu fordern ist, fehlt 
die deretellettde Geometrie, dagegen sind *Ue fOr daA IfittelwärallehTerexanien 
genannten Stoffgebiete behandelt Zu wflnscben bleibt, daß die Frttflinge 
f&r eine solche LehrerprAfung eidi flberhaapt nicht auf das Stadium eines 
einzelnen Lehrbuches bescbrHnkpn. 

Die zweiten oben augezeigteu >«euau8gaben sind die von Kamblj- 
R oeders Trigonometrie. Es liegen jetzt zwei Sonderausgaben vor. Aus- 
gabe B entspricht dem bidierigen ungeteilten Bnehe. In die Ausgabe A 
sind den Bedttiinissen der Iniinauistischen Gymnasien entsprechend, wie sie 
die Lehrpläne von 1901 bedingen, die Anfangsgründe du Trijronometrie 
aufgenommen Hl~™H8\ I>ip ^jh-ieh /.t itige Verkürxnnt» des planimetrischen 
Pensums dieser Ausgabe durch Portlassung der Abschnitte über Pol und 
Polare^ Kreispotensen und Ähnlichkeitspunkte wird bei besonders günstigen 
VerlüUtnissen an humanistischen Gyn)nasien bedauert werden. Da die wenigen 
Seiten flbrr die trigonometrisicyien Anfangsgründe (S. ").') G.')) eintr finheit- 
lichen Ausgabe wohl noch liüiten hinzugefügt werden köimoii, so hätte Ref. 
die Beibehaltung einer so eingerichteten ungeteilten Ausgabe für empfehlens- 
werter gehalten. 

Gera. E. Kuii«bich. 

K, Sehwering, Azithmettk und Algelna für httlieie Lelimnatalten. 

Dritte verbesserte Auflage. 8^. VIII n. 88 8. Freihnrg'i. B. 1906, 

Herder, geb. 1,40 M. 
E. Wrobel, Übungsbuch zmt Arithmetik und Algebra, enthaltend 
ciio Formeln, Lehrsätze und AtiflÖBiingsmethoden in Hystcmntißcher 
Anordnung und einu groüe Anzahl von Fragen und Aulgaben. 
Zum Gebrauche an Gymnasien, Bealgymnasien und andern höheren Lebr^ 
anstalten. I. Teil. Pensum der Tertia und T'niursekunda. Elfte, durch- 
ge«;ehLne fopjielauflai^e. XII n. ."20 S. II. Teil. Pensum 'ler Olx-r- 
sekunda iin<l l'rimu des GymuasiuiTis. Sechste Auflage. IV u. lt»4 S 
Anhang, für höhere realistische Lehranstalten (Realgymnasien, Oberrcal- 
schulen usw.). Vierte Auflage. 8^. IV u. 71 S. Rostock 1900, Hermann 
Koeh. 3,30 J( (geb.), 1,60 M (geb.) und 1,00 JC (kari). 

£. Wrobely Zieitfeden der Stereometrie nebst einer großen Ansalil 

von Übungsaufgaben. Zum Gebrauchp an höheren Lehranstalten. 
Dritte verbesserte und vermehrte Auflage. 8". IV u. 106 S. Rostock 
1906, Hermann Koch. geb. 2.00 

Frühere Auflagen der angezeigten Bücher wurden im Archiv 1901 S. 190, 
1890 L. B. XXXV S. 32, Archiv 1901 S. 188 und 1886 L. B. Xni 8. 9 
besprochen. Die Neuauflagen tragen noch sur Erhöhung der Verwendbar^ 
keit der gern benutzten Bücher bei. 

In Schwerings Arithmetik und Algebra ist der Druck an vielen 
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Stelleii übersichtlicher geworden, außerdem wurden mit RQckflicht auf die 
Lebrplilne von 1001 jo ein Absclmitt über Verhältni8gleichuni.'r'n. ul)t»r Kom- 
bioationen und i\)>f^r Wahrscheinlichkeit hinzugefilgt. In den ietzteu beiden 
neuen Abschnitten läßt sich einiges noch durchsichtiger gestalten. 

Von Wrobels Übungslracli bietet der in den Mbewn Referaten nocb 
nicht erwähnte Anbang für die auf reatifltlselien höheren Lehraoataltea Bit 
hehandeludc'u Ktihon, die kubischen Gleichungen und die Maxima und Minima 
eine recht brauchbare ErcfHnztin^ des zweiten Teiles. Auch den Gleichongen 
4. Grades ist ein Paragraph gewidmet. 

Der Leil^en der Stereometrie hat doroJi KenMiohnnng der Figuren 
gewonnen. Die frühere DarsteUnng dureb vreiJSe Linien auf schwarzem 
Grande wurde aufgegeben zugunsten der em|)fehlenswerteren durch sohwarse 
Linien auf weißem (^Jmnde. Zugleich wurden verschii dfntlich Verbesserungen 
an den Figuren vorgenommen. Es finden sich freilich auch noch jetzt nicht 
einwendsfreie Figuren, so Fig. 75 und 76. Neu bringt die dritte Auflage 
eine zweite Ableitung f&r den Inhalt des Obelisken nnd Übungsaufgaben 
zu den einzelnen Kapiteln des ersten und zweiten Abschnittes. Eine Be- 
rücksichtigung des Projizierens und KOrperzeichnens ist leider nicht eriölgt,. 
auch nicht in den Übungsaufgaben. 

Gera. — E. Kullkicu. 

Congnsso di Parma 1807. 

Si e costittlita la f,8(Mlietk italiana per il progresso delle scienze^V Essa 
ha tenuto il suo primo congresso a Parma dnl 23 al 27 S^ttembre 1007. 
n discorso inaugurale, intitohitn .,11 movimeuto scicutitico prescnte e la unova 
societa italiana per il progresso delle scienze'* e statu prunuuciatu dal prüf. 
Senatof« Vito Voltenra. I^eeto fn poi eletto Flresidente della Societk alla 
quasi uiuudmita dei suffragi. 

La soeieta cousta di 14 sezioni, in cui >ono rapprpsontati i van rami 
delle scienze mattem atiche, fisiche, naturaii, tecDiche ed fcononiicho. 

La sezione 1 ^Matematica, Astronomia e Oeodesia) tu presieduta dal prof. 
Senatore V. Germti, che tenne un discorso di apertura di carattere storioo 
mateniaticho pure e applicate nei precedenti. ocmvegni degli scienziati italiani**. 

Ecco i titoli d»lIo comunicazionl di matematica e di fisica matematica» 

fatte in quel cougri^sso: 

U. Amaidi „Intorno agli uitimi risultati nella teoria dei gruppi continui di 

trasforma/äoni" (rapporto). 
E. Bortolotti „SuUa ristampa dei lavori matematiei di Paolo BufBni**. 
P. Bin-;?atti ,.Sulle equazioni differenziali**. 

G. Fubini „I recenti mctodi per la risoluzione dei problema di Diritdklet**. 

A. Oarhasso „II miragcrio" (rapporto toorieo e spenmentale). 
G. Lauricella ,Jntomo alle equazioni funzionali". 

T. Levi-Civita n^nlla massa elettromagnetica'' (rapporto). 

B. Maroolongo „B^oito soll' elastieita**. 

C. Somigliana „Sulla preparazione matematica degH allievi*ingegneri*S 

0. Tedone „Sülle equazioni della fisica matematica". 

G. Yailati ,,Sull' insegnamento della matematica nelle scuuIh secondarie'S 

Padova. T. Levi-Civita. 
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1. AiUigabea und Lelirgatze. Lösimgeo. 

A« A«l^b«B «ni Iiefcrdttie* 

189« Em geometrisch tr Trugschluß. Daß ein jeder Punkt O auf dem 
DurchmPssrT AB des Kreises ABK auch auf «lern Umfanpe dtpsps Kreises 
liegt, liiiit sich so beweisen. Man kotisd iuere zu ^, jÖ, C den vierten 
harmonischen Punkt D und halbiere Cl) durch H. Bann ist, wenn noch 
M den Mittelpnnlct de« Ereiaes bezeiclinet, nach eisern bekannten Satse: 
MC'UJ>^MA\ Nun hat man aber: MO^UB-CH, MD^MH+CH, 
also ist 

(1) MH*—Cin^MÄ*. 

Andererseits ist, wenn das in II aut AB errichtete Lot den Kreisunifang 

in E schneidet: 

ME^ = MII' + IliT-, 

c£p = CH- + nur', 

also ist 

(2) Mit- - CH^ = - ( E^ 

- MA' - (7£*. 

Ans (l) und (2) zusammen folgt» daß 

(3) If^»- Jf^»-C^ 

ist, also muB OE — 0 sein, d. 1l der 

Fankt C liegt auf dem T'infange des 
Krei<:^s, und da C ganz beliebig gewählt werden durtle, gilt dies für jeden 
Punkt des Durchmessers AB. Wo steckt der Fehler? 

Hannover. Paul Stäokbu 




190. Kin Kfo^elschnitt sei auf das Svstpm r|pr Tans^fnt«' und Normale 
eines Kun'enpunktes A bezogen. Welches .'sind die Koordinaten seines Mitiel- 
pmiktes, wenn die Halbaehsen o, h und der Erammnngsradios in A gleiob R 
gegeben sind? 

Speyer. H. WiBLarrMaa. 
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Zu 16 (Bd. I, 8. 370) (E. N. Barisien). — Wie die Emu 
L. 8ftal8cbat8 lud stad. math. W. Oaedecke (Bd. XU, 8. 96) bemerkt 

liaben, rnufi das Beraltat des Anfgabenatellers in ,,t^^ nmgeSnderli 



werden. Herr Saalscküts maobt noch folgenden ZiuaU, Bei Äns- 
wertnng der Barisiensehen Integrale kann man den Wert dea Litegrals: 

■J" — ^jq;;^_^^^*'~^ bennioen, und bei dieser Gelegenheit zeigt 

0 

sich, daß J eiue gewisse Analogie mit dem bekannten DiHkontinuitüts-Integral 
'- äx besitzt, denn wie dieses im allgemeinen Ton a nn> 



abhingig, jedoeb gleich y, 0, — ^- ist, jenaebdem a ^ 0, so ist / nmb- 
bingig von dem speziellen Werte von et, aber: 



J wenn > ß*; / — wenn a* — /3*; -j-, wenn < ß\ 

Hier Ittfit sieh auch noch durch Differentiat&oa unter dem Integralzeichen 
▼ermOge der Bekursionsformel 

(6« + - ^ 2L__2 - IT ' 

wo 

<P = a -f 6 cos 9 4" c sin 9, 

•dirdct zeigen, dafi ^ fOr ^ jS* TCfschwindet und flir o* — unbe^ 
stimmt wird. 

Königsberg. L. SaalschOts. 

Zu 80 (Bd. n, S. 212) (E. Lampe). — Ein beweglicher materieller 
Punkt, der von einem festen Zentrum narli dpm X w t o n sehen Gesotz»' an- 
ge:<iogeu wird, hat beim Beginn der Bewegung deu Abstand Im vou dem 
festen Punkte und die Geschwindigkeit 5 cm, deren Richtung mit der Ver- 
bindongslinie beider Punkte den Winkel 60^ einsdilieBt Die Umlanfozeit 
beträgt eine Minute. Die Bewegung an untersuchen, insbesondere die Lage 
und die I Dimensionen der Bahnkurve zu bestiinmen. Welches ist das Re- 
sultat, wean die Anziehung der Eutfemung proportional istV Welches aber, 
wenn die Au/icbung umgekehrt proportional dem Kubus der Entterauiig 
ist und nicht die ümlaufitzeit gegeben ist, sondern die Ansiebungskonstante 
denselben Wert hat wie in der ersten Frage? — 

1* Das feste Zentrum sei Anfangspunkt der Koordinaten. Dann er- 

jiibt: 1) das Prinzip der lebendigen Kraft lllr den ersten Fall s' — 2 — C, 
wo q die <}esebwindigkeit bezeiehnet, C durch '|^^ und im Anfanf^spnnkt 

'2 c 

<der Bewegung beätiuimi ist: 6' == g| — — , und 2) das Prinzip «ier Fläcbeu: 
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trdtp = C'Jtf wo die m allen drei Fällen gleiche Konstante C'» r^j^o sino^. 
niid « WIdI»! irt, den ditt RidiAimg dar G«idiwmdigfceit mit dem BftdiiM- 
▼ektor bildet 

Die Bahnkurve, die sich durch Verbindung von (l) und (3) etgibt^ ttt 
fline EUipae, deren Gleichung die Gestalt hat: 

Die IntQgratumskonstante C" kfinn«i wir willkürlidi wfiUen, obne der M- 

gemeinheit Abbruch zu tun. Selsen wir (7"»0, so treffen vnHf über die 

Lap>' >\('v \' Ach'-^p *!ip Vcrffijjiing, daß fl8r / ^n der Winkel (p — t,, 
Auü der vorstehenden Pohirgleichung der Ellipse ergibt sich der Paraineter 

j» « i C'* und 4i« nnmeriache £zientriziUt e -'l/l + \gC'*. Die Halb- 

acfaMU sind demnacb « — j ^""q 6*— a • j» — ^ • Die 

Größe C können wir berechnen, wenn wir die Umlaufiszeit T hinzu- 
nehmen. Bb ist Sa^K ^ CT oder flir a ond b die Werbe eingeeetxt: 



Die EinflQhrung der Zahlen werte, im C-G-S- System ausgedrückt, liefert für 
die Konstante e folgende kobief^e Gleichung: 

ifS («« 4- 27) + 3 • (1250)»c = (1250)* 

deren einäge leelle Wurzel ist c — 4091,875. Demnach wird (7«- 56,8375 

d. h. < 0, wie es sein muß. Für C' ergibt sich 250 • YZ. 

Mi+bin rrhült man fiir den ersten Fall als Rahnknrve eine Ellipse, in 
deren einem Brennpunkt das feste Zentrum gelegen ist; die Halbachsen sind 
o 71,994 cm und 6 i- 57,436 cm. 

3. Im zweiten Falle bestimmt sieh die Bahnkurve aus den beiden 
Gleichungen: g*+ er*= (7, f^d^^ C'dt Ihre Gleichung lautet: 

V - i arc sin 

oder, wenn man zur Abküiisunff o '= — ^ , fc'«-« 

setzt, in kartesischen Kooi-dinaten; 

6V- 2flpy+ 6V- 0. 

Diese Kegelschnittsgleichung gebt durch Transformaüüu über in: 
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durch Drehung der positiven X-Achsc um 135^ Der Kallpiinkfe bleibt w 
▼erSndert Die Quadrate der HaLbacbeeii werden 



I. 



Vm. die Zablenwerte der Helbacbsra angeben zu ki>nn ;n, mnfl man noeb 
die Anziebungskonstaiite e .berechnen. Ea war: 4a'ö*ff^-B CT*, woraus 

adi ergibt (»-=^'«0,0190662. Dalier wird (7 - + «rj - 134,662. 

Für die Halbaduen folgt a « 10S,34 cm nnd 5 = 40,015 cm. ünBere 

Bahnkurve ist eine Ellipse, deren Mittelpunkt das feste Zentrum Ist. Man 
siebt leidit, daß aie gleiche Strecken auf der X' und F- Achse abschneidet 
Ss wird 

y-O, «-±^l/2<7-±52,77, 

3» im dritten Falle liofert das Prinzip der lebendigen Kraft: — ^, = 

in Verbindung mit dem Prinzip der Flächen r*dip — C'dt als Gleichung 
der Bahnkurve: • 



Dies ist die Qleichnng einer spiralfönnigen Kurve. Die Konstante C wird, 
wenn der im ersten Falle flbr e ermittdte Wert e 4091,875 genommen 
wird, C«* 24,5908125. Dann wird unsere Gleicbnng flbeigeflUirt in: 



— — od«r u r » -^-ä-ss— 



«* *^*-f- 0,00018408 

Für 9>»0 i5t r=l,U9bÖ32. r Ittßt sich auch aut die Form bringen: 

2 

Man erkennt dann, daß den von 0 hxs -f oo wachsenden (p unendlich viele, 
immer r>nger werdende Wuu?nnr!«>n entsprechen, die sich dorn Nullpunkte, 

unserem festen Zentrum, alä asymptotischem Punkte uäiiern. Öchieibt mau 

_ «_ 

für die negativen Werte von q>: r «»• — ^ , so ist ersicht- 

c* "'"*'*^ 4. 0,00013408 
lieh, daß r mit wachsendem «p zunächst sehr schnell zunimmt: für 

^ == — , — 7t wird r = 9,4296 bzw. 41,906. r erreicht den Maximal- 
wert Ton 86,361 cm bei 9 — — 27ö<> 16' 48" — die Anfangslage (r — 100) 
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wird also nicht wieder passiert — nimmt nun in noch größerem Malif alh 

als es vorher zugenommen hatte: fttr <p = — 2re, — wird r » 28,902 

bzw. n,3058 lind Icoiiver^nnrt mit weiter wadisendem ncLjativen qr lancrsam 
pt-gen <), indem sich der i'unkt in unendlich vielen immer en)_'Pr werdendea 
Wiiidungi^n wieder dem KourUinatenanfange nähert. Aus diesen Daten läßt 
sich di« Bahnkuire Ideht konstniieren. 

Borlin. sind, inaik Wkrhbr Gasdecki. 



Zu 116 (Ba.VIir, J08) (Paul Epstein) — Sind die Elemente 
or^ogonalni Systems von Größen, bcdf^ntet w eine /»** Ein- 



luntvwqxael, und bildet man für irgend ein ganzzahliges x die Größea 



wobei für a + «, sobald es größer als n wird, der 

Ueinste Best modf» zo setsen ist, so bilden die Grttflw q ^ ein zykU$tA» 
or^oganalts l^fsfem, dessen cbarakteristiselie Gleidinug die Wnneln «v*, «»*', 
I»**, . . besitzt. 

Das System der s^^, werde durch <S', das konjugierte System durch S\ 
das vesiproke durch S und das Eitüteitssystem durch E bezeichnet. Es ist 

dann wegen der Ortliogonalitftt von Si HS' £ oder S' = 8, Betrachtet 
man nun das System ^ ^ ^ 

0 0 1 0 ... 0 

H ~ 0 0 0 1...0 

*» 0 0 0 ... 1 

1 0 ü 0 ... 0 

so erkennt man leicht folgende Eigenschaften: 

1) H ist ein «yAIMeff cr^ogonales Stjfskm, d. h. es ist IT » H' und 

'2) Die chaxakteristische Gleichung von H ist 

1 Ol 

I 0 -r 1 
0 0 — z 1... 
0 0 0... — * 1 ' 

I 

10 0 -g\ 

sie hat also die Losungen co', . . ., cd", wülueud die charakteristische- 
Gleiphung des durch x- fache Wiederholung entstehenden Systems S* die 
Lösungen o»*, 0* m"", besittt. Mit HiUe dieses speziellen zyklischen 

Systems laßt sich mui das System der Größen (j^, folgendermaßen aus- 
drücken: S' II' und man erkennt daraus, daß die Systeme ^1,^3, 
. . . die auleinander folgenden Potenzen des Systems Q =- S' HS sind, 
also ü = (T. 



;-(-i)-(^--i)-o, 
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Man sieht mm sofort, daß Q ein zykUscI/f^ orthoflona/i's Sii.^fi)» ist. 
also gilt dasselbe vor nllon Syst-emen deron (^s a verschiodeue gibt. 

Die linke Seite der charaiitttnstiächen Gleichung von ist die Determinante 
des System» 

Q- Ez" S'HS- S'Sm - 8'{H- HijS, 

also 

A,h, die <Aaräktm8Hache Gleu^ung von Q sHimiU ähei ein mit der diarah-- 
femti.tdirn Glcidtutig von S, hat also dia LSsungen <», t»*« . . af*. Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Die Determinante des Systems H hat den Wert — ist 
die Detanninante von Q^: = (— 

Bei «Mffaradem n erhalt man also war eigenÜk^e orthogonale Systeme^ 
bei gradom n dagegen gehören zu gradem * uneigenäkiie orthogonale Systeme. 

Straftbuzg i. E. Paul Epstsin. 

Zn 155 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). — Seien 0,, (K die Mittol- 
pimkte der zwei Kreise mit den Bndien It^r; dann A^, A^'^ Ji^, die Be- 
rühningspuukte der äuiieren, die der inneren gemeinschaftlichen 

Tangenten; C der SuBere, i innere Ihnli^eitspunU;. Ist min 0^ 0, 

o = y2 {I{^ + r^), so zeigt man zanMist Iwcht, daS - i^^ i>'j ^R + i\ ■ 
9]^— — r. Dann kann man folgende beiden parallelen Be« 

trachtungen anstellen: 

Halbiere Oj Og in -^i in X 
Nun ist NM = NA^ ^ NA^, mithin 
geht der über A^A^ errichtete Kreis 
durch J£. 

Das rechtw. Dreieck A^MA^ ist 
gleichschenklig, folglich die Basis- 
winkel = 45®. Der Kreis A^A.. 
schneide die Zentrale noch iu P, dann 
ist 

1) <i:^,PJf-^,^,iV«=46» 

femer ^ A^PC A^A^ M 45» 
und aus Gründen der Symmetrie aucli 

2) <r ß,PC = 45®, 

mithin eine Gerade und eben- 

falls A^PJS^, 

oder: 

A^B^ und A^B^ sehneiden die Zen- 
trale in P unter einem Winkel von 
45« nnd AiB^ -i- ^Ä,. 

Es ist ferner O^P - 0^3f = r^, 
O^P - OiM^M\ also 0,P:OiP = 
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Halblere OjO, in 3f. "11^% in 91. 
Nun ist ^LV = 91«, == mithin 
geht der über errichtete Kreis 

dnfvli X. 

Das reefatw. Dreieck S, JfV, ist 
gleichschenklig, folglich die l'a^is- 
winkel 45^ Der Kreis Stifil^ 
schneide die Zentrale noch in P, dann 
ist 

1) < 8tiP3f-«,2UJtf = 45», 

ferner HjPd - M = 45'» 

und aus Gründen der Symmetrie auch 

2) ^aP6 = 45» 

mitbin ^^Ij^oi' eine Gerade und eben" 

falls iöiijP 

oder: 

9liSo und sciineiden die Zen- 

trale in P unter einem Winkel von 
45* nnd Ä,©5_L9l8»,. 

Es ist femer O^P O^M = r\ 
0,P 0,M'^Jt\ also OjPrO^P-. 
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Hieraus «xipbt sich, daft Ä^B^ und V^^s die ZentnUime in dem 
gleichen Punkt P und unter dem gleichen Winkel schneiden, 80 da0 die 
vier BerOhnmgqpimkte A^, B,, 9(|,. ^ in einer Geraden liegen mfiwen niw. 

Eolimap (Notdacbleswig.) K. Haoob. 



2. Anfingen und AntworteiL 
(Vaoat) 



3. Kldnon NotlMn. 
BlttflMhee Beieptel einer n-pwikligen Berllhnmy switehen twel Karren. 

Die bekannten L am eschen Karren, deren Gleichung in kartedsdien 
Koordinaten (l) a^ltf + iT/^ * 1 ist (f> — S, 4, 6, . . bieten edn einfiMdies 
Beispiel f&r die n-punktige Berührung einer Geraden mit einer Kurve. 
OfiFenbar hat nämlich die Kurve (l) mit der n.raden jc = a im Punkte 
P^ (n, 0) einen Kontakt (n — l)-ter Ordnung, ebenso mit der (r^raden y^b 
im Punkte (0, Ist n eine gerade Zahl, so ist die Kurve nach Art 
der Ellipse geschlossen nnd besitzt an0er den beiden singnliren Tangenten 
in P| nnd Pj noch zwei andere in Pj ( — a, O) nnd P4(0, — 6). Wenn aber 
p eine ungerade Zahl ist, so besitzt <!:•■ Kurve nur die beiden singiilären 
Tangenten in P, und und hat die deradp .r/(7 -f- ,'/^ ~ 0 zur Asymptot«. 

Wendet mau auf die Kurven (Ij eine rationale algebraische Trans- 
formation btftierer Ordnung an, so Terwandeln sich die Kiuren sdbst nnd 
ihre singulären Tangenten in andere Kurven höherer Ordnung, zwischen 
denen in den Punkten, welche durch die Transformation aus P, und 1\ 
hervorgehen, die Ordnung des Kontaktes erhalten Ijleibt. So verwandelt die 
TnuLsformation durch reziproke Radien die singulären Tangenten in Kreide 
vaaH lieliert ein anschanücheB Beiqiiel fttr die n-pimktige BerOhrung eines 
Kreises mit einer Knrve. Nehmen wir snr VerdnÜMlinng statt der Glei- 
chung (1) die Gleichung (2) a:" + y" = wShlen den Nullpunkt ah Trans- 
formntionszentriim und a* als Potenz der Invei-sion, so geht i 2 l über in 
(3) r" = a" (cos" 9 + sin" 9), wo r und <p Polarkourdinaten bedeuten, oder 
in (4) {x* + y^Y = a" {x" + tt)- Die Gerade j; = a geht über in den Kreis 
4* S'* "~ Badiiis ^a. Dieser Kreis hat also mit der Kurve (4) 

im Punkte « " ö, y ~ 0 eine «-punktige Berührung. Ein extremer Wert 
des Krümmungsradius der Kurven (4) ist \a in Pj jedoch nur im Falle eines 
geraden >?; für f-in ungerades n schneidet der Ivi-eis, gerade wie die Wende- 
tangenie in i',, die Kurve (4) in (a, 0). Für w = 5 z.B. stellt die Gleichung 
. (oos* 7 4- sin* fp) oder (x* + y*)* — y') ein geseUoesenes 

Oval dar, das duixih den Nullpunkt geht, in ihm einen fünffachen Punkt 
besitzt, aber nur einen durch ilin ;r.4i)-nden reellen Zweig mit der singolftrsn 
Tangente x -\- y = 0 (fünfpunkt ifr*" Hcnihrung). 

„Scheitel'* einer Kurve sollte man nach Analogie der Kegelschnitte 
nur solche Punkte einer Kurve nennen, in denen der Krflmmungsradius einen 
•extremen Wert (M^mnm ody Minimum) hat Wmn man alle Punkte 
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tischuitel uenut, iu denen das Differential des Krümmungsradius den Wert 
XqU boti, BO &&eii unter «lieieii Namen waxlk soldie Punkte, bei denen äier 
KrOmmnngakreis im Bertätnutgsponkte mit der Kurve eine nngerade Ansahl 
«• > 3 von INuikten gemeinachalUicli hat (n 5, 7, 9, . . dies scheint 
aber nicht angemessen m sein. 

Berlin. E. Lampe. 

Zur ultäg) ptiüclieii Bruchrechnung. 

Bchon als ich zum ersten Mal in meiner Vorlesung Winter 19U3 
altägjptische Mathematik behandelte, wurde mir klar, dati die Ägyptische 
Bruchrächnong vielftch miBverstanden ist. Von Eisenlohr, der 1877 den 
Ahmose herausgab, abgesehen, hat noch der um die Geschieht« der hellenischen 
Mathematik so hoch ver<li»'nte Fr. Hultzsch in einer längeren Abhandlang 
vom Jnhrf^ 189.') iSiichs. Abhandlungen) erklärt, die Ägypter kannten keine 
gemeiue Bruchrechnung, sondern nur Teilung in der Einheitereihe. Eisenlohr 
sagt, ein Bmch vie 7^ war ihnen nndenkbar. — Die Sadie liegt meinet 
Eratditens so: Zu der anfste^nden Zahlenreihe bildeten die Ägypter die 
absteigende. Es sind ganz ähnliche Qedanken und seltsamer Weise im 
hieratischen anch t^iesplhf Bo/eichnnng -wie bei den Tnfleni. Dif^sf faßten 
die aufsteigende Keih« i. B. Ii als 0 + 1 -)- 1 -f 1 die a in der absteigenden 
ist dann 0 — 1 — 1 — 1, das ist 3, Der Ägypter faßt die 3 als 1 X 3 
and dem entsprieht absteigei^ die Zahl, welche mit B multipliziert 1 gibt, 
das ist Yg. Die 1 entspridit sicfa selbst Diese auf* und absteigende Reihe 
war ihnen so gelftufig wie uns die unsere. Und wie wir TOn der QrOBe 
des Bruches er■^f eine wirkliclie Vorstellung haben, wenn wir ihn in Dezimal- 
form vor uaa haben, so war für jene die Rechnung erät zu Ende, die * 
genaue Vorstellung der im Bruche enthaltenen Größe erst gewonnen, wenn 
der Brvch in Zahlen seiner Reihe ausgesprochen war. Wie ans* 
gezeichnet die Ägypter die gMueine Brachrecbnung sumi Doppelbrürhr u etc. 
beht^rrschten, dafür genügen schon allein die Beispieie Nr. 31, 32, 33 der 
sogeu. ,,Uau('h')" Rpclinim^j. 

Meine Ansicht wurde mir gewiU, als ich das nU 2 i^ent [h ohj deuten 
lernte. Es heifit: Sprich ans 2 yor (s. B. 17), das chent entspricht genau 
dem französischen ,,8ur*' und unserem an^ also 2 auf 17, und nie, determiniert 
durch den auf den Mund zeigenden Mann, heißt: Verkünde, mache detitlii Ii, 
gib den Wert übersichtlich nn. Und noch eins: Ganz Asien bildete vor 
4000 V. Chr. bis 1000 vom Jangsekiang bis zum ISil ein einziges Kultur- 
gebiet, und wie uns die Tel^Amania-Fande bewiesen, mit Präpondenuts der 
Babylonier um 1800, d. h. sur Zeit des Ahmose; wie aber diese schon 
1000 Jahr früher rechneten, beweist n. a. die von J. Oppert untei-suchte 
magische Quadrattafel, Zeii.schr. für Assyr. liH>3, p. 60 und die Einmaleins- 
Tabelle bis 1X1350, die Hilprecht auä sargouiücher Zeit konstatiert hat. 
Sehr schwierige sahlentheoretische Aufgaben, völlige Kenntnis der Zerlegung 
in Quadrate ^^agoras?), Kubikzahlentahellen waren ihnen geläufig und 
damit sieher audi der ftgyptisdaen Intelligenz. 

Max Simon. 
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